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1 Einleitung

Das Tragverhalten von Bauteilen, die infolge einer du3eren Einwirkung durch Druck, Bie-
gung oder einer Kombination von Druck und Biegung beansprucht werden, zeichnet sich
dadurch aus, dass infolge einer Steigerung der Einwirkung die Materialbeanspruchun-
gen und Verformungen selbst bei linear elastischem Materialverhalten iiberproportional
(nichtlinear) anwachsen konnen. Das Phinomen dieses geometrisch nichtlinearen Trag-
verhaltens wird im Holzbau bei Druckstében als Knicken, bei Biegestédben als Kippen und
bei Stdben mit kombinierter Beanspruchung als Biegedrillknicken bezeichnet.

Fiir den Holzbau werden fiir das Knicken und Kippen in DIN 1052:2004-08 und in EN
1995:2005-12 vereinfachte Bemessungsverfahren (Ersatzstabverfahren) angegeben. Fiir
das Biegedrillknicken ist ein solches Verfahren nicht vorhanden. Stattdessen wird ein
Nachweis vorgeschlagen, bei dem die Verfahren fiir das Knicken und das Kippen line-
ar superponiert werden. Unabhéngig davon, ob eine theoretische Begriindung fiir dieses
Vorgehen fehlt, ergeben sich Zweifel an der Zuldssigkeit der Superposition der verein-
fachten Verfahren fiir das Knicken und das Kippen schon daraus, dass beim vereinfachten
Verfahren fiir das Knicken das physikalisch nichtlineare Materialverhalten von Holz be-
riicksichtigt wird, dem vereinfachten Verfahren fiir das Kippen jedoch ein linearer Ansatz
zugrunde liegt. Wihrend das vereinfachte Verfahren fiir das Knicken auf der Grundlage
eines mechanischen Modells, das unter anderem das Plastizieren des Materials bei Druck-
beanspruchung beriicksichtigt, wurde das vereinfachte Verfahren fiir das Kippen fiir ein
ideal-elastisches Material entwickelt.

Ziel dieser Arbeit ist zunéchst zu iliberpriifen, ob das vereinfachte Verfahren fiir das Kip-
pen und dessen Superposition mit dem vereinfachten Verfahren fiir das Knicken fiir die
Bemessung von biegedrillknickgefihrdeten Bauteilen zu wirtschaftlichen und auf der
sicheren Seite liegenden Ergebnissen fiihrt. Ausserdem soll gegebenenfalls ein Bemes-
sungskonzept entwickelt werden, mit dem knick-, kipp- und biegedrillknickgefidhrdete
Holzbauteile gleichermaBBen gut bemessen werden konnen. Das Bemessungskonzept soll
einerseits das physikalisch nichtlineare Materialverhalten von Holz in guter Niherung be-
riicksichtigen und andererseits das geometrisch nichtlineare Tragverhalten in sinnvoller
Vereinfachung beinhalten. Gleichzeitig soll die Bemessung nach dem zu entwickelnden
Konzept aber auch nicht aufwendiger oder komplizierter zu handhaben sein, als die vor-
handenen Bemessungsverfahren.






2 Theoretische Grundlagen des druck- und
biegebeanspruchten Stabs

2.1 Feldgleichungen des perfekten Stabes

2.1.1 Definitionen und Voraussetzungen

Die Problematik des biegedrillknickgefihrdeten Biegestabs wird zunichst fiir den allge-
meinen Fall hergeleitet. Dabei gelten die im Folgenden angegebenen vereinfachenden
Annahmen:

e Der Biegestab besteht aus einem Material, das isotrop, homogen und ideal-elastisch
ist.

e Der Stabquerschnitt ist rechteckig und iiber die Tréigerlinge konstant.
e Die Verformungen des Stabes werden als klein angenommen.
e Die Querschnittsform bleibt auch bei Verformung erhalten.

e Die Lingeninderungen aus Normalkraft sind im Vergleich zu den Biegeverformun-
gen als klein anzunehmen.

e Die auf den Stab einwirkenden Lasten sind richtungstreu.

Die Bernoulli-Hypothese vom Ebenbleiben des Querschnitts wird teilweise als Annah-
me vorausgesetzt. Teilweise wird aber auch das Verwolben bzw. der Wolbwiderstand des
Querschnitts beriicksichtigt. Es ist jeweils angegeben, welche Annahme im Einzelnen ge-
troffen wird.

Im Rahmen dieser Arbeit werden vor allem Biegestibe aus Holz untersucht. Der Werk-
stoff Holz geniigt nicht allen hier getroffenen Annahmen. Die Abweichungen werden in
den folgenden Kapiteln niher untersucht. In diesem Kapitel geht es zunédchst darum, das
Tragverhalten biegedrillknickgefdhrdeter Biegestibe darzustellen und die Auswirkungen
der verschiedenen Einflussgro3en auf das Tragverhalten aufzuzeigen.

2.1.2 Bezugssysteme

Fiir die Darstellung der Beanspruchungen und Verformungen von Biegestiben wird ein
kartesisches Koordinatensystem mit den Koordinaten x, y und z definiert. Diese werden
globale Koordinaten genannt. Im unverformten Zustand stimmt die Stablingsachse ge-
nau mit der x-Achse iiberein. Die y- und die z-Achse liegen auf den beiden Hauptachsen
des Stabquerschnitts. Dabei liegt die y-Achse stets horizontal in Richtung der kleineren
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Ausdehnung, der Breite, und die z-Achse stets vertikal in Richtung der grosseren Aus-
dehnung, der Hohe.

Zusitzlich wird ein lokales, ebenfalls kartesisches Koordinatensystem mit den Koordina-
ten &, 1 und § definiert. Der Ursprung des lokalen Systems liegt im Schwerpunkt des
gerade betrachteten Querschnitts des verformten Biegestabs. Dabei liegt die -Achse tan-
gential an der Biegelinie des Stabs und die 1- und {-Achsen liegen auf den Hauptachsen
des verdrehten Querschnitts. Dabei liegt die 11-Achse analog zur y-Achse stets auf der
schwachen Hauptachse und die {-Achse analog zur z-Achse stets auf der starken Haupt-
achse.

Bei der Berechung der Schnittgroen von Bauteilen, deren Stabilitdt gefdhrdet ist, miis-
sen die Verformungen zwingend beriicksichtigt werden. Die Verformungen eines Bie-
gestabs, die einen Einfluss auf das Tragverhalten ausiiben, werden ausreichend beschrie-
ben durch die Verschiebungen und Verdrehungen des ebenbleibenden Querschnitts. Da
die Langsverschiebungen (in x-Richtung) nach Definition vernachlissigt werden, bleiben
als EinflussgroBBen die Verschiebungen v in y-Richtung und w in z-Richtung sowie die
Verdrehungen @, (Verdrehung um die x-Achse), @y und @;. In Bild [2.1]ist ein verformter
Biegestab beispielhaft dargestellt.

Bild 2.1: Verformter gabelgelagerter Biegestab

Die Beanspruchungen eines Stabes werden in der Regel fiir das unverformte Modell im
globalen Koordinatensystem formuliert. Daher miissen Transformationsgleichungen auf-
gestellt werden, die die Beanspruchungen aus dem globalen System ins lokale iiberfiihren.

Fiir die Transformation der Koordinaten vom globalen ins lokale System in einer Ebene
gilt

7§,n: eben’ 7x.,y (2.1)
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mit der ebenen Transformationsmatrix

—sin¢g cos@

Teben = ( cos P Sln(P) . (22)

Die Definitionen der Achsen x, y und z und &, 1 und { sowie der Verdrehungen ¢, @,
und ¢, sind in den Bildern Bild [2.2] Bild [2.3|und Bild [2.4] veranschaulicht.

Bild 2.4: Verformter Biegestab, Verdrehung um die z-Achse

Durch Multiplikation der rdumlichen Matrizen

1 0 0
T'=10 cos@y singy 2.3)
0 —singy cos@y
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fiir die Verdrehung ¢, um die x-Achse,

cosgp, 0 sing,
= 0o 1 0 (2.4)
—sin@y, 0 cos@y

fiir die Verdrehung ¢, um die y-Achse und
cos¢, sing; O
T3 = | —sing, cos@, 0 (2.5)
0 0 1

fiir die Verdrehung ¢, um die z-Achse wird die rdumliche Transformationsmatrix

sin ¢, - cos @y sin ¢, - sin @y

COS 0, - COS . . .
- P _cos @, -sin@y-sin@, +cos @, -sin @y - cos Py

T=T71T,-T) = _sing, - cos COS @, - COS (x COS @, - Sin @y
< Y 4sing@,-sin@,-sing, —sin@;-sin @, - cos @y
—sin @y —sin @y - cos @, COS Py - COS P

(2.6)

wie auch bei Roik [60] gebildet.

Da im Bauwesen grofle Verformungen die Gebrauchstauglichkeit beeintrichtigen und von
daher nur kleine Verdrehungen zuléssig sind, kann auch bei der Berechnung vereinfa-
chend angenommen werden, dass die Verdrehungen klein sind. Es muss selbstverstind-
lich sichergestellt werden, dass die Verdrehungen auch tatsichlich klein bleiben. Fiir die
Berechnung werden zunichst der Kosinus und der Sinus jeder Verdrehung ¢ als Potenz-
reihen der Form

& (DR o 9 ¢
bzw.
(=D et et 9f
cosq)—kzb(Zk)!(p _1_§+4_!_E (2.8)

dargestellt. Unter der Annahme kleiner Verdrehungen werden alle Produkte von Verdre-
hungen dritten Grades als vernachléssigbar klein angesehen und gestrichen. Meist werden
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auch bereits die Produkte von Verdrehungen zweiten Grades vernachléssigt. Fiir den Si-
nus einer Verdehung ¢ ergibt sich daraus die Vereinfachung

sin@ = @ (2.9)

und fiir den Kosinus, je nachdem, ob erst Produkte dritter Ordnung vernachlédssigt werden,
die Vereinfachung

2
cosp = 1 —%, (2.10)

oder schon Produkte zweiter Ordnung gestrichen werden, die Vereinfachung

cos@ = 1. 2.11)

Werden auch die Verschiebungen als klein angesehen, so dass Produkte von Verschiebun-
gen und Verdrehungen dritter bzw. zweiter Ordnung gestrichen werden konnen, verein-
facht sich die Transformationsmatrix aus Gl. (2.6) , die die Koordinaten vom globalen ins
lokale System iiberfiihrt, zu

2 2
5% 000 ¢pte

2 2
Tf]ua = —Q; 1_%_% Px — Oy (2.12)

X (P.\
o e 1-%-%

bei Vernachlidssigung von Produkten dritter Ordnung und zu

Lo o
Tin=1|—-9: 1 ¢ (2.13)
_q)y —OQx 1

bei Vernachlédssigung von Produkten zweiter Ordnung. Die Inverse der Transformations-
matrix T,

o ¢?
I-5-5 - ~ ¢
-1 2 2
TCIW - ¢; — (Py(Px 1— (pTx - (pTZ —Qx (2'14)
o %

QP+ Py P — Py, -5 5
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bzw. der Transformationsmatrix 7;;,

| I -, —o
Ty, =|e: 1 —o (2.15)
Oy @Oy 1

transformiert die Koordinaten durch

Faye=T " Tene (2.16)

vom lokalen ins globale Koordinaten-System.

2.1.3 SchnittgroBen

Der Biegestab kann durch Krifte und Momente beansprucht werden. Diese Beanspru-
chungen konnen als Einzellasten an einer oder mehreren diskreten Stellen des Stabs oder
als Streckenlast gleichformig oder ungleichférmig iiber eine Strecke verteilt angreifen.
Einzellasten und Unstetigkeitsstellen im Verlauf von Streckenlasten erzeugen Unstetig-
keitsstellen im Verlauf der Zustandsgrofen wie Schnittgroen und Verformungen. Eine
stetige Formulierung der ZustandsgroBen ist also nur bereichsweise zwischen Unstetig-
keitsstellen der Beanspruchung moglich.

Fiir ein differentielles Stabelement der Linge dx konnen die Beanspruchungen in iiber
die Linge dx konstante Streckenlasten und an den Réindern des Elements angreifende
Einzellasten, genannt Schnittgroen, zerlegt werden. Die Resultierenden der Strecken-
lasten greifen ndherungsweise in der Mitte des differentiellen Elements an. Wihrend die
Lasten g, und m, im Allgemeinen zusitzlich auch genau in der Stabachse wirken, haben
die Lasten g, und ¢, aufgrund der Notwendigkeit der Lasteinleitung gewdhnlich einen
Abstand y,y bzw. 7,4, von der Stabachse. Dabei wird hier vereinfachend angenommen,
dass die Lasteinleitungspunkte zwar in Lastrichtung von der Stabachse abweichen, senk-
recht dazu aber nicht. In Bild ist ein derart beanspruchtes differentielles Stabelement
dargestellt.

Die in Bild 2.5 dargestellten Schnittgrofen greifen in der Achse des verformten Stabs an
und sind auf das lokale Koordinaten-System bezogen. Um Krifte- und Momentengleich-
gewicht bilden zu kénnen, miissen die SchnittgroBen ins globale System durch

N, N:
oy | =7"" |0y 2.17)
Q: QC

und

M, Mg

My | =77 | My (2.18)
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Bild 2.5: Verformtes differentielles Stabelement

transformiert werden. Die Transformationsmatrix 7! (bzw. T) ist am positiven und am
negativen Schnittufer des differentiellen Elements nicht gleich, da die Verformungen und
deshalb auch die Verdrehungen ¢,, @, und @, differentielle Zuwichse erfahren. Der Vek-
tor der Verdrehwinkel am negativen Schnittufer kann durch

Orn s s
oo | =] =W (2.19)
Pzn % V

und am positiven Schnittufer durch

Px.p B+dd O+ ¥dx
Pz.p % + % V4V dx

dargestellt werden. Je nachdem, ob nun Produkte von Verschiebungs- und Verdrehungs-
groBBen, im Weiteren einfach VerformungsgroBen genannt, ab zweiter oder dritter Ord-
nung vernachlidssigt werden, ergeben sich unterschiedliche Kraftgro8en- und Momenten-
vektoren. Der Ubersichtlichkeit wegen wiire es angebracht an dieser Stelle bereits Produk-
te von Verformungsgrofen zweiter Ordnung zu vernachlédssigen, wie das auch im Allge-
meinen in der Fachliteratur erfolgt, z.B. bei Zurborg [71]]. Um den Einfluss der Terme, die
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diese Produkte enthalten, einmal genauer zu betrachten, wird hier die uniibersichlichere
Form der Darstellung, d.h. jene unter Beriicksichtigung der Terme zweiter Ordnung, ge-
wahlt.

Werden nun die lokalen SchnittgroSen mit Hilfe der Transformationmatrix Tq;}, in globale
SchnittgroBen transformiert, ergeben sich die KraftgroBenvektoren

12 2
NX n 1 - % _VI _W/ N!é
’ 2.1
Qy,n = vV —w'd 1— P4 gvl —u : Qn =
Oz w+ve 3 —wh I—M Q¢

Né (1 o W’zg\//z) o erV, o QCW/
2 2
= M -we) o (1-252) - o (221
N¢ (W +VO)+0n (O —wV)+ Q¢ (1 - ﬁ2§W/2)

fiir das negative Schnittufer und

N¢ (1 - @ —w’w”dx—v’v"dx) +

—|—Nédx (1 — M —ww'dx — v’v”dx) —
—QOnv' — OpV"dx — Qpv'dx — 'nv”dxz—
—Q¢w' — Qew"dx — Q’Cw’dx — ngw”dx2

Ng (v’+v”dx—w’19 —wdx— W”ﬁdxz) +
Nédx (v’+v”dx—w’19 —w’ﬁ’dx—w”ﬁdxz) +
Nip 40 (1 92102 50'd ' )
n(l—"—F—— x—vvidx )+
Qup | = | +0Q}dx (1 _ P iy — v’v”dx) - (2.22)
0 —Q¢® — Q¢ ¥'dx — Q) Odx — 0 ¥'dx?
Z.p
Ng (w’+w”dx+v’19+v’19'dx+v”19dx2) +
—I—Né (w’—l—w”dx—I—v’ﬁ —|—v'19’dx+v”19dx2) —
+0n (O + ¥dx—v'w —whV'dx —v'w'dx) +
+0hdx (9 + ¥'dx—v'w —wh'dx —v'w"dx) +
+0¢ <1 - ﬂzgwlz - 1919’dx—w’w"dx> +

+0}dx (1 — 2?9y — w'w”dx)

fiir das positive Schnittufer sowie die Momentenvektoren
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Mx,n 1— w’zzrv’2 Y W Mé
My,n - VvV —w'o 1— w -0 . Mn =
M: wAVe  9—wy 1= ] \M

My (12252 ) = My — Mg
_ Mg (v —w'9) + My (1 _ '92?’2) — M (2.23)

Mg (W V') + My (8 —wV') + My (1 — ﬁzgwlz)

fiir das negative Schnittufer und

M <l — # —ww'dx — v’v”dx) +

+Médx (1 — M —w/w”dx—v’v”dx> —
—MypV —an”dx—M,%v’dx—M;]v”de

—Mgw’ — Mgw”dx — M’Cw’dx — M&w”dx2

M (v’ +V'dx —w'9 — w’ﬁ’dx—w”ﬁdxz) +
Médx (v'+v”dx—w’19 —w'ﬁ'dx—w”ﬁdxz) +
M.p 92412 / I,

+My <1—%—00 dx—Vv'v dx>+
Mup | = | +Mpdx (1 22 - 09'dx—v"dx) -
~M O — Mg ' dx — My Odx — My ' dx?

(2.24)

zp
Mg (W +w"dx+ V'O + V' dx +V"9dx*) +
+Mé (W +w'dx+V' 0 +V ¥ dx+1V"9dx*) —
+My (O + ' dx—v'w —wV'dx—v'w'dx) +
+Mpdx (0 +O'dx —v'w' —wdx —v'w"dx) +
+My (1 — M — 1919’dx—w’w”dx) +

FMdx (1= 27— 99'dx — w'v/dx)

fiir das positive Schnittufer.

Mit den am verformten Element angreifenden, auf das globale Koordinaten-System trans-
formierten Schnittgroen konnen nun die Gleichgewichtsbedingungen formuliert werden.

Das Kriftegleichgewicht

. 0 Ny Nyp gxdx
Y k=0 =—(0wm|+|Qwp]|+|adx (2.25)
0 Qz,n Qz,p qzdx
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fithrt mit Gl. (2.21) und Gl. (2.22)) durch infinitesimalen Grenziibergang, d.h. zunichst
Kiirzen des in jedem Term vorhandenen Multiplikators dx, dann Grenziibergang lim ¢,
und Zusammenfassung von Termen zu den Gleichungen

22N
Ng = (NW i ) —(Qnv)" = (@) +4: =0 (2:26)
9242\’
(N (v/ =w'0)) + 0y = (Q’? 2 ) —(Qc®) +4,=0 (@27
19,2 7ANES
(Ng (W +'0))"+ (@ (9 = w"V)) + 0 — (Qc %) +4:=0 (2.28)
mit deren Hilfe die Kraftgrof3en
2 /2
Neg = — (1 ¥ ;_V ) /qxdx— (v/ — ﬁw/) /qydx— (w/—f- ﬁv’) /qzdx (2.29)
2 2
On = v'/qxdx— (1 _v JZFV )/qydx— (0 —wh) /qzdx (2.30)
2 2
Q¢ :w'/qxdx—l—ﬁ/qydx— (1 —ﬁ%) /qzdx (2.31)

ermittelt werden konnen.

Bei der Formulierung des Momentengleichgewichts am negativen Schnittufer des diffe-
rentiellen Elements miissen neben den Verschiebungen und Verdrehungen des Element-
mittelpunkts sowie des positiven Schnittufers auch noch die Verschiebungen der Last-
angriffspunkte der vertikalen und horizontalen Lasten g, und ¢, beriicksichtigt werden.
Das Momentengleichgewicht am negativen Schnittufer des differentiellen Elements wird
durch

~ 0 M, p M, mydx
Z M=|0)=—|Myu|+|Mp|+| O |+
O MZ,” MZ7P 0
(2.32)
0 —Zm  Ym gxdx 0 —Zp Yp Nxvl’
—Ym  Xm 0 q.dx —Yp Xp 0 Qzp

mit Gl. (2.21)) und GI. (2.22) und dem Verformungsvektor fiir die Lastangriffspunkte des
Elementmittelpunktes

1
Xm zdx
T (Vdx+v"dx?) +z4, (O + 2 0'dx) (2.33)
Zm %(w’dx—l—w”dxz) + Vg (19—}—%19’(1)6)
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sowie des positiven Schnittufers

Xp dx
yp | = | Vdx+v"dx? (2.34)
Zp w'dx+w"dx?

beschrieben. Nach infinitesimalem Grenziibergang der Grofle dx folgen die Gleichungen

(s (1) ) — oy (ot -

—On (W =0V) + Q¢ (V' + W) +q:24:0 — gyygy +my =0 (2.35)

2 72 /
(M (v’—w’ﬁ))/+(Mn (1_’9 . )> ~ (My0)
2 2
ﬁ%) —0 (2.36)

—Ng 9 — O — Q¢ (1 —
2 ) /
(M (W 4v/9)) + (My (9 —w)) + (Mg (1 - 0%)) .

192 _ v/2
2

—Ne9w' 4 0Oy (1 — ) — Q¢ (v —v'w') =0. (2.37)

Nach Auflésung der Gl. (2.36) nach Q; und anschlieBender Multiplikation mit v/ sowie
der Gl. (2.37) nach Qy und anschlieBender Multiplikation mit w’ konnen die Gleichungen

0V = (M) + My — (M9)'V — 0p 9 (2.38)
— O’ = (Mew)'w' + (M) w' +Mpw' — QoW (2.39)

in Gl. (2.35)) eingesetzt werden, so dass die KraftgroBen aus dieser Gleichung elemeniert
werden kénnen. Die Gl. (2.27) und GI. (2.28) konnen zu

, 192 2 / , N
— (New'®) +<Qn (1— ;V )) —(Q¢8) =—(NeV') —qy (2.40)

! / v? 2 / Y A
(Nev'®) + (O 9) + (QC (1—%)) =— (New') + (QpwWV) —q;  (241)

umgeformt und in die nach x diffenzierten Gl. (2.36) und GI. (2.37)
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, / " B2 172 g " PN
e (/= w'0))"+ (g (1-255) ) = (1g0)"— (0w -
, , 19_2 2 !
— (Ne) = (0y0) — (QC (1—%)) —0 (2.42)

(Mg (W' +V'8))" + (My (9 —w''))" + (MC (1 = #))H + (o) +

, N 192 /2 ! ,
+ (VW) = (Neow') + (Q,, <1— ;V )) —(Q¢v) =0. (2.43)

eingesetzt werden, so dass Gl. (2.35) bis GI. (2.37) in der Form

/2 2
Mé (1 + u) — My, (v" — ﬁw”) + (My ﬁw’)/ —

— M (W + ') — (M) +q:2:0 — gyygy® +mx =0 (2.44)

01— (o (1- 250 ) o

+ (Ngw')' = (Qpv'W) = (@) +g. =0 (2.45)

2 ” "
(Mg (W +v'9))" + (My (9 —v'w'))" + (MC (1 - 0%)) -
— (Nev) + (@) + (Qgv'W) — gy =0. (2.46)

dargestellt werden konnen.

2.1.4 Konstitutive Beziehungen

Konstitutive (wesentliche) Beziehungen beschreiben den Zusammenhang von Schnittgro-
Ben bzw. Spannungen, Materialkenngréen, Geometrie des Querschnitts und Verformun-
gen des Bauteils. Hergeleitet werden die konstitutiven Beziehungen aus den Material-
gesetzen (z.B. Hook’sches Gesetz), der Verformungsgeometrie (Kinematik) sowie den
Gleichgewichts- und Randbedingungen eines Bauteils.

Hofmann [33] leitet eine verallgemeinerte Formulierung fiir Langskraft, zweiachsige Bie-
gung und Torsion her. Unter Beriicksichtigung der Querschnittsverwolbung aus Torsion
und Querkraft sowie unter Annahme kleiner Verdrehung ergeben sich die Gleichgewichts-
bedingungen
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— (EAW) —qx =0 (2.47)

(ElpV))" — (GAsV) —qy =0 (2.48)

— (EL) + (ElpV!) — (GAsV,) —m, =0 (2.49)
(Elow))" = (GAs, W) —g. =0 (2.50)

(ELw}) — (Elow!) + (GAs, W) —my =0 (2.51)
(Elp,d")" = (GL') —my =0, (2.52)

Dabei sind E und G die Materialkennwerte E-Modul (parallel zur Stabachse) und Gleit-
modul, 1, und I, die Biegetriagheitsmomente, I, das Torsiontridgheitsmoment, /o, die Wi-
derstinde gegen Biege- (y, z) und Torsionsverwolbung (x), A die Querschnittsflache sowie
Ag, und Ag_die Schubflichen. Die Indizes der VerformungsgroBen stehen fiir den jeweili-
gen Anteil der Verformung aus Biegung (b) und Schub (s). Fiir einen Rechteckquerschnitt
ergeben sich die folgenden geometrischen Werte zu

b-h
L= = (2.53)
)
[ =-——— 2.54
=1 (2.54)
b3-h b b* )
IXNT-(1—0,63-Z-(1—W))furb<h (2.55)
A=b-h (2.56)
6
Asy:ASZ:§-b~h (2.57)
b-h
Joo— 2" 2.58
® 1008 (2.58)
b3-h
I, = — 2.
1008 (2.59)
b3 'h3
Iy, ~ 1 fiir h/b > 5 nach Wlassow [70] bzw. Petersen [55]. (2.60)

Aus den Gleichgewichtsbedingungen im globalen Koordinatensystem folgen die Bedin-
gungen
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d_x - qx
ax b
ao: _
dx ¢
dM,
= —My
dx
dM
o e
amM.
d : = _mz+ QZ
X

aus denen die Beziehungen

Ny = —/qxdx
Oy = —/qydx
Q.= —/qzdx
M, = —/mxdx

Myz—//qzdxz—/mydx
Mz:—//qydxz—/mzdx

(2.61)
(2.62)
(2.63)
(2.64)
(2.65)

(2.66)

(2.67)
(2.68)
(2.69)
(2.70)
(2.71)

(2.72)

folgen. Daraus lassen sich im Zusammenhang mit GI. bis GI. (2.52) die konstituti-

ven Beziehungen zwischen Schnittgroflen, Material- und Querschnittskenngrof3en

N, = EAJ

Q) = —Ely V! + GAgs.V
Q. = —Elpwy + GAg,wy
M, = —Elp,d" + GL,Y
My = —ElLw,

M, =ELy)

nach Hofmann [35] herleiten.

(2.73)
(2.74)
(2.75)
(2.76)
(2.77)
(2.78)

Diese konstitutiven Beziehungen, Gl. (2.73) bis Gl. (2.78), gelten unter Vernachldssigung
von Produkten aus Verformungsgroflen. In diesem Fall gelten fiir die Schnittgroffen im

lokalen Koordinaten-System die gleichartigen konstitutiven Beziehungen
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Ng = EAW (2.79)
Qn = —Elo,v{ + GAs,v (2.80)
Q¢ = —Ela,ngl—f— GASyw; (2.81)
Mg = —Ely, 8" + GLY' (2.82)
My = —ELw), (2.83)
M = ELvy (2.84)

wie fiir die SchnittgroBBen im globalen Koordinaten System.

Unter Beriicksichtigung von Produkten von Verformungsgroen und unter Vernachlis-
sigung der Schubverformungen gelten die konstitutiven Beziehungen der Momente im
lokalen Koordinatensystem

M = Glik; (2.85)
MC = EIZK{; (2.87)

in Abhingigkeit von der Kriimmung x um die indizierte Achse. Nach Roik [60] ergeben
sich Kriimmungen im lokalen Koordinatensystem, deren Herleitung im Anhang, Kap.
[A.T] dargestellt ist, zu

Ke = ¥ +wV =W (2.88)
kn = —w' +2%0" (2.89)
K = Vi 290" (2.90)

so dass fiir die lokalen Momente

Mg = GI, (' +w"V" —v'w") (2.91)
My =EL (—w"+20/") (2.92)
My = EL (V' +20w") (2.93)

und daraus mit GI. (2.18)) fiir die globalen Momente folgend

M, = GI (%' +wV' —v'W") + ELw'V — ELV'W (2.94)
My = GL,®V + EL, (—w" +2%") — EL %" (2.95)
M. = GI,dw' — ELow" +EL (V' +20w") (2.96)

gilt.
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2.1.5 Linearisierung der Differentialgleichungen

Das Einsetzen der konstitutiven Beziehungen GI. (2.94) bis Gl. (2.96) sowie Gl.
bis Gl. (2.81)) in das Differentialgleichungssystem Gl. (2.44)) bis Gl. (2.46) fiihrt zu dem
gekoppelten, nichtlinearen Differentialgleichungssystem

G, (19" +wy" — vw”/) + Elyv"w” —ELV'W' + Gz24:0 — qyygyV +my =0 (2.97)
GT, (W) —EL, (w" —2")" —EL (V')" +EA (W'w) +¢. =0 (2.98)
GT, (V)" —EL, (W'®)" +EL (v —20w")" + EA (u'V') + ¢, =0, (2.99)

das nicht ohne grofen mathematischen Aufwand zu losen ist. Ublicherweise wird das
Differentialgleichungssystem Gl. (2.44) bis Gl. (2.46) durch Linearisierungen und Strei-
chung von vernachlidssigbar kleinen Termen weiter vereinfacht.

Bei dieser Vereinfachung werden zunichst alle Terme mit Produkten von Verformungs-
grofen als vernachldssigar klein gestrichen. Weiter werden die SchnittgroBen im loka-
len Koordinatensystem, die unter Beriicksichtigung von kleinen Verdrehungen ermittelt
und mit Verformungsgrofen multipliziert werden, durch Schnittgroflen im globalen Ko-
ordinatensystem, die unter Vernachldssigung von Verformungsgrossen ermittelt werden,
ersetzt. Die entstandenen Terme (M,w')” und (M,v')"” werden ebenfalls gestrichen. Der
Einfluss der Vernachlidssigung der beiden Terme unter dem Stichwort Vernachlissigung
der Hauptkriimmung wurde von Chwalla [22] untersucht. Auf diese Untersuchung wird
in Kap. [2.2.3| ndher eingegangen. Es folgt das Gleichungssystem

Mé _Myv” - Mzw// + qZZqzﬁ - nyqyﬁ + mx — 0 (2.100)
My — (M.9)" — (Now') +¢. =0 (2.101)
M} + (My0)" = (No') + g, = 0. (2.102)

Die iibrigen lokalen Schnittgroen nach Theorie II. Ordnung werden durch Einsetzen der
konstitutiven Beziehungen nach Gl. bis Gl. (2.84), i. A. unter Vernachlissigung der
Schubverformungen, ersetzt. Es folgt das iiblicherweise verwendete Gleichungsystem
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GI,®" — Elp 9" — Myv” —Mw' + q:24:0 — qyygy® +my, =0 (2.103)
ELw" — (M8)" — (Now') +¢, =0 (2.104)
ELY" + (My®)" — (No') 4+, =0. (2.105)

Das linearisierte Gleichungssystem gilt fiir einen ideal geraden Stab ohne Vorverformun-
gen. Das Gleichungssystem beschreibt ein Verzweigungsproblem. Das heif3t, es gibt Be-
lastungszustdnde, bei denen mehrere bzw. unendlich viele Verformungszustinde moglich
sind. Dieser Belastungszustinde werden Verzweigungspunkte und der Betrag der Belas-
tung wird ’kritische Last’ genannt. Zu jeder kritischen Last gehort eine Verformungsfigur.
Uber die GroBe der Verformungen kann jedoch keine Aussage gemacht werden. Das Ver-
zweigungsproblem ist mathematisch eine Eigenwertaufgabe. Dabei ist der Eigenwert als
“kritische Last’ und der zugehorige Eigenvektor als zugehorige Verformungsfigur, auch
Eigenform genannt, zu deuten.

Die Streichung der Terme mit Produkten von Verformungsgroen sowie das Einsetzen
der konstitutiven Beziehungen nach Gl. bis Gl. hat zur Folge, dass das Dif-
ferentialgleichungssystem Gl. (2.103)) bis Gl. (2.105) nur die Reaktion des Biegestabs
im Bereich von sehr kleinen Verformungsgroflen darstellen kann. Néhert sich die Bean-
spruchung der kritischen Last stellen sich gro3e Verformungen, Verdrehungen und Kriim-
mungen ein. Das Verhalten des Stabs in der Néhe der kritischen Last wird daher mit dem
linearisierten Gleichungssystem nur unzureichend beschrieben.

Der Einfluss des Einsetzens der Schnittgrofen, die unter Vernachldssigung von Verfor-
mungsgrofen ermittelt werden, wurde von Carl [17] ndher untersucht. Er entwarf einen
Rechen-Algorithmus, mit dem er iterativ die Schnittgroen, die unter Vernachlédssigung
von Verformungsgroflen ermittelt werden, durch diejenigen, die unter Beriicksichtigung
von kleinen Verdrehungen ermittelt werden, ersetzt hat. Diesen Rechen-Algorithmus hat
er auf verschiedene beispielhafte Modelle profilierter Stahltrager mit unterschiedlichen
Lagerbedingungen und Lasteinleitungen angewendet. Beim Vergleich der Losungen mit
und ohne Iteration der SchnittgroBen fiel Carl [17] auf, ,,dass die GroBe der auftretenden
Differenzen stark von Belastungs- und Steifigkeitsverhiltnissen des betrachteten Systems
abhiéngig ist* und ,,dass bei Trigern, die aufgrund ihrer Torsionssteifigkeit stark kippge-
fahrdet sind, auch die Abweichungen am grofiten sind.* AuBlerdem ist den Ergebnissen zu
entnehmen, dass bei nahezu allen Untersuchungen durch die Iteration der Schnittgro3en
die Beanspruchung abgemindert oder anders ausgedriickt die zulédssige Beanspruchung
erhoht wurde. Das heif3t, die Berechnung mit linearisierten Schnittgroen, die unter Ver-
nachlidssigung von Verformungsgrossen ermittelt werden, liegt ’auf der sicheren Seite’.
Einzig beim beidseitig vollstindig eingespannten Trager mit einer auf halber Trigerlin-
ge, senkrecht zur Stabachse angeordneten Einzellast kam es zu leicht erhohten Biegespan-
nungen, die zuldssige Beanspruchung dnderte sich jedoch nur unwesentlich.
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2.2 Das Kippen

2.2.1 Losung des Stabilitidtsproblems

Der beidseitig gabelgelagerte durch zwei an den Réndern entgegengesetzt angreifende im
Betrag gleich groBe Einzelmomente My, beanspruchte Einfeldtriager wird im Allgemeinen
als Ersatzstab des Kippstabilitdtsproblems verwendet, da fiir diesen Sonderfall eine ana-
lytisch exakte Losung des Differentialgleichungssystems existiert. Dieses Beispiel eignet
sich daher besonders dazu den Einfluss einiger Parameter zu untersuchen. In diesem Ka-
pitel wird das Modell dieses Ersatzstabs einer genaueren Betrachung unterzogen. In Bild
ist das raumliche Modell des Stabs und in Bild das ebene statische Modell des
Stabs mit Beanspruchung durch die Einzelmomente dargestellt.

4%4 y
q
Bild 2.6: Riaumliches Modell des Kipp-Ersatzstabes

y

N— N<—‘

Bild 2.7: Ebenes statisches Modell des Kipp-Ersatzstabes

Beansprucht wird der Kipp-Ersatzstab nur durch das konstant iiber die Stablinge wir-
kende Moment M,. Alle anderen duBeren SchnittgroBen sind daher gleich Null und das

Gleichungssystem GI. (2.103) bis Gl. (2.105) kann in der Form
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GLY" —El, 9" — My =0 (2.106)
ELw" =0 (2.107)
ELV" +M,0" =0. (2.108)

beschrieben werden. Wird fiir die Verformungen ein sinusférmiger Ansatz der Form

B(x) = Oy - sin (n%) (2.109)
v(X) = vy, - sin <n%> (2.110)

gewdhlt, der die Randbedingungen des Kipp-Ersatzstabes erfiillt, kann die kritische Last
des Kipp-Ersatzstabes

n? m#
My,crit =1\/GLEL,— +EIZEwa€—4 = (2111)

Z 62
T m2El,
— = . \/GLEL /1 x
¢ VORI Tag

ermittelt werden. Der Index m bei den VerformungsgroBen steht fiir den Betrag der grof3-
ten Verformung in Stabmitte. Der Parameter ¢ bezeichnet die Linge des Ersatzstabes.

2.2.2 Einfluss des Wolbwiderstands des Querschnitts

Die kritische Last des Kipp-Ersatzstabs unter Vernachlidssigung des Wolbwiderstands des
Querschnitts

T
My,crit = z "V GIxEIm (2.112)

die schon im Jahr 1899 von Prandtl [S8] hergeleitet wurde, unterscheidet sich von der
kritischen Last unter Beriicksichtigung des Wolbwiderstands des Querschnitts nach Gl.
(2.1T1) durch den Faktor

n2EI
Kooty = || 1+ Wj’x, (2.113)
X

der hier als Wolb-Faktor bezeichnet wird. Neben dem materialabhéngigen Verhéltnis E /G
wird er auch beeinflusst von den geometrischen Verhiltnissen Hohe zu Breite zu Lénge.
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Um hier genauere Aussagen treffen zu konnen, werden zunichst die beiden geometri-
schen Widerstinde I und /p, nach Gl. (2.55) und Gl. (2.60) in Gl. (2.113)) eingesetzt. Die
sich ergebende Gleichung

n2-E h? 1
86 10635 (1-125)

n2-E h? h
= 1 C— —
\/ +48-G 2 f(b>
fiir h/b > 5 mit der vereinfachten Darstellung

f(ﬁ> _ L 2.115)

b) b b
1-0,63-4- (1-25)

kyoelp = 1+ (2.114)

kann auf den Einfluss der einzelnen Parameter untersucht werden.

Die Funktion f(h/b) nimmt fiir Verhiltnisse h/b grosser 5 ndherungsweise den Wert 1 an.
Fiir kleinere Verhiltnisse kann keine Angabe gemacht werden. Dies ist aber auch nicht
notwendig, da Stidbe mit h/b < 5 nicht kippgefihrdet sind. Damit ist klar, dass fiir Verhalt-
nisse h/b kleiner 5 (bei Rechteckquerschnitten) der Einfluss des Wolbwiderstands kleiner
wird und fiir quadratische Querschnitte bei Null liegt. Fiir grossere Verhéltnisse h/b hat
das Verhiltnis selber keinen Einfluss mehr bzw. es hat nur noch insofern Einfluss, dass
es die beiden anderen Einflussfaktoren des Wolb-Faktors, h/¢ und E/G, nicht abmindert
oder vergroBert. Biegestibe sind in der Regel genau dann kippgefdhrdet, wenn das h/b-
Verhiltnis groBer als 5 ist. Der Wolb-Faktor kann also fiir Querschnitte kippgefdhrdeter
Stdbe ndherungsweise durch

2. 2

Koot 1+%-Z—2 fiir Z >5 (2.116)
angegeben werden. In Bild ist der Verlauf von k.., fiir Holz der Festigkeitsklas-
se C24 in Abhingigkeit vom Verhiltnis h/¢ dargestellt. Es wird deutlich, dass durch die
Beriicksichtigung des Wolbwiderstands des Querschnitts fiir Verhiltnisse h/¢ kleiner als
ein Viertel nur noch weniger als 10 Prozent Erhohung der kritischen Last moglich ist.
Daraus folgt, dass die Beriicksichtigung des Wolbwiderstands bei der Untersuchung von
biegedrillknickgefidhrdeten Holzstdben, deren h/¢-Verhiltnisse in der Regel deutlich klei-
ner als ein Viertel sind, nur eine geringe Erhohung der Tragfdhigkeit ermoglicht. Da der
Wolb-Faktor k015 ok auBBerdem nicht kleiner als 1 werden kann, liegt eine Nichtberiick-
sichtung des Wolbwiderstands bei Ermittlung der kritischen Last von biegedrillknickge-
fahrdeten Holzstidben "auf der sicheren Seite’.
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1,40
1,20 L —
1,00
< 0.80
2 0,60
~ 0,40
0,20
0,00

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
h/e[-]

Bild 2.8: Korrekturwert fiir den Einfluss des Wolbwiderstands in Abhingigkeit von h//¢
fiir Stibe aus Holz der Festigkeitsklasse C24

2.2.3 Einfluss der Hauptkriimmung

In Kap. [2.1.5] werden bei der Herleitung der Differentialgleichung fiir das vereinfach-
te Kipp-Problem s@mtliche Produkte von VerformungsgroB3en ersatzlos gestrichen. Dies
kann geschehen, wenn angenommen wird, dass die Verformungsgro3en vernachlédssigbar
klein sind. Beim vereinfachten Kipp-Problem (siche Bild [2.6) konnen die Kriimmungen
um die y-Achse nicht von vornherein als vernachlissigbar klein angenommen werden, da
die Hauptbeanspruchung, das Moment um die y-Achse, eine hauptsdchliche Kriimmung
um die y-Achse erzeugt. Wird angenommen, dass diese sogenannte Hauptkriimmung als
einzige Verformungsgrofe einen endlichen Wert annimmt, und somit Produkte von Ver-
formungsgroen mit der Hauptkriitmmung nicht vernachlédssigt werden, kann der Einfluss
der Hauptkriimmung untersucht werden.

Chwalla [22] hat bereits 1939 den Einfluss der Hauptkriimmung auf die kritische Last
untersucht. Dabei vernachlissigte er den Einfluss des Wolbwiderstands des Querschnitts.
Der anschauliche Ansatz

Mg — My, + MK, =0 (2.117)

Mp +MyT— Mgk, =0 (2.118)

mit

=10 —w" (2.119)
M

K =-—n'=—> (2.120)
El,

K =V +w"0. (2.121)
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Mg = GIt = GI (8" —w'"V) (2.122)
My = M, = const. (2.123)
My =ELx, = EL (V' +w"9). (2.124)
fiihrt iiber
GI, EI El,—EIL
GLO" — My [1— == -2 ) M9 —2L =0 (2.125)
Y El, El, Y EI?
GI, EI El,—GI
ELY" —M" (1-—= -2 )+ Mp" —L = = (2.126)
El, EI, EI

mit sinusformigen Verformungsansitzen, wie in Gl. (2.109) bis Gl. (2.110), nach zahlrei-
chen Umformungen zu der kritischen Last

n GLEI B
My,crlt—Z' <1_&>‘(1_%> = (2.127)
El, El,
1
= % -/ GLEI -

(=) (1-)
El, El,

die sich durch den Korrekturfaktor

1
kng = (1 Elz>< G1x>
TEL) \' T EL

(2.128)

von der kritischen Last nach Prandtl (Gl. (2.112))) unterscheidet. In Bild 2.9]ist der Kor-
rekturfaktor kyx in Abhingigkeit vom Verhiltnis h/b fiir einen rechteckigen Stab aus
Bauholz der Festigkeitsklasse C24 dargestellt.

Es wird deutlich, dass die Hauptkriimmung nur dann einen Einfluss hat, wenn das Ver-
hiltnis von Hohe zu Breite eines Stabquerschnitts unter den Wert vier sinkt. Stibe aus
Bauholz mit solchen Querschnitten sind jedoch praktisch nicht kippgefidhrdet, da ein Ma-
terialversagen bereits einsetzt, bevor der Stab zu kippen beginnt. Ist das Verhéltnis von
Hohe zu Breite groBer als vier, ist der Einfluss der Hauptkriimmung vernachlédssigbar
klein, denn der Stab beginnt zu kippen, bevor die Hauptkriimmung einen endlich grof3en
Wert annimmt.

Der Einfluss der Hauptkriimmung kann demnach bei der Untersuchung von stabilitétsge-
fahrdeten Biegestiben aus Bauholz vernachlissigt werden. Dennoch sei an dieser Stelle
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Bild 2.9: Einfluss der Hauptkriimmung in Abhéngigkeit vom Verhiltnis h/b fiir Stibe aus
Holz der Festigkeitsklasse C24

darauf hingewiesen, dass die Annahmen von Chwalla (Gl. (2.117)) nur eine grobe Ab-
schitzung darstellen. Wird das Differentialgleichungssystem Gl. bis GI. mit
Produkten von Verformungsgroen auf das Kipp-Problem angewendet und werden alle
Terme mit Produkten von Verformungsgrofen gestrichen ausser jenen, in welchen die
Hauptkriimmung w” enthalten ist, so folgen die Gleichungen

Mp =My (v = 0w") + (Mp9w')' = Mg (w" + 9v") =0 (2.129)
(Mg (W +v'9))" + (My (9 —v'w'))" + M} =0. (2.130)
Werden die konstitutiven Beziehungen der globalen Momente Mg nach Gl. und
M nach Gl. @ sowie der Ansatz fiir das Hauptmoment My, nach GI. und die

Hauptkriimmung w” nach Gl. (2.120) in Gl. und GI. (2.130) eingesetzt, so folgt

das Gleichungssystem

GL (' —v'W' +v"W) — My (' —20w" — 9'W') — ELy"w" —2EL9w"? =0 (2.131)
(GLW ') + My (8 —v'w)" +EL (V' +20w")" =0, (2.132)

das nach Durchfiihrung der Ableitungen und darauf folgender Streichung von Produkten
von Verformungsgroflen ohnen die Hauptkriimmung w” zum Gleichungssystem

EL El,—EL
GLY" — My (1 -5 ) —2M29—2L = = (2.133)
EI, Y7 ED
GI, _EI 1
ELY" +Myd" (1-2—F 2% ) 2M>'— =0 (2.134)
El, "EI Y'El

fiihrt. Dieses Gleichungssystem unterscheidet sich von dem, das sich aus den Ansétzen
von Chwalla herleiten lidsst. Da es sich nicht ohne groeren mathematischen Aufwand
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16sen lisst, ist eine Uberpriifung der GroBe der Abweichung von Chwallas Niherungs-
16sung zur genaueren Losung nach Gl. (2.131)) und Gl. (2.132) nicht Gegenstand dieser
Arbeit. Die in Kap. [5| dargestellten Vergleiche der analytischen Losung unter Vernach-
lassigung der Hauptkriimmung mit der numerischen Losung unter Beriicksichtigung der
Hauptkriimmung zeigt, dass der Einfluss der Hauptkriimmung tatséchlich vernachlissig-
bar klein ist.

2.2.4 Einfluss der Imperfektionen

Die in den vorherigen Kapiteln dargestellten Zusammenhinge beziehen sich allesamt auf
einen quasi-perfekten Biegestab. Das heif3t, der Stab ist durch keine Imperfektionen be-
einflusst. Bei der Belastung eines solchen theoretisch denkbaren Stabs treten unterhalb der
kritischen Last nur Verformungen in der Hauptrichtung der Belastung auf. Bei dem hier
untersuchten Kipp-Ersatzstab verformt sich der Stab daher zunéchst nur in z-Richtung.
Der Stab befindet sich in einem stabilen Zustand. Mit Erreichen der kritischen Last geht
der Stab in einen indifferenten Zustand iiber, das hei3t, es gibt mehrere Verformungszu-
stinde, bei denen der Stab sich im Gleichgewicht befindet. Bei Uberschreiten der kriti-
schen Last befindet sich der Stab in einem labilen Zustand. Eine minimale Storung be-
wirkt, dass der Stab aus der Hauptverformungslage schlagartig in einen Verformungs-
zustand mit groBen Verformungen in y-Richtung sowie starken Verdrillungen iibergeht.
Die Ermittlung der kritischen Last an einem quasi-perfekten System wird auch das Losen
eines Stabilitdtsproblems genannt. Sofern das Material des Stabs sehr hohe Festigkeiten
bzw. ein sehr grofles Verformungsvermogen aufweist, ist auch ein iiberkritisches Verfor-
mungsverhalten moglich (vgl. Timoshenko [67]], Petersen [53]). Doch das Uberschreiten
der kritischen Last ist im Allgemeinen im Bauwesen und speziell im Holzbau mit so
groflen Verformungen verbunden, dass das Material lange vorher versagt.

Quasi-perfekte Stidbe sind rein theoretisch denkbare Bauteile. Tatsdchlich weisen alle im
Bauwesen verwendeten Teile Imperfektionen auf. Das heift, sie weichen in allen mog-
lichen Arten und Richtungen von der perfekten Form ab. Da es unmoglich ist, jede tat-
sdchlich vorhandene geometrische und materielle Imperfektion zu beriicksichtigen, wer-
den diese idealisiert. Mit Hilfe von idealisierten geometrischen Ersatzimperfektionen, die
dem zu untersuchenden Stabilitdtsproblem angepasst sind, lassen sich Ansétze formulie-
ren, aus denen ein eindeutiger Zusammenhang zwischen Belastung und Verformung her-
geleitet werden kann. Das Herstellen dieses eindeutigen Zusammenhangs wird auch das
Losen des Spannungsproblems genannt. Die beim Stabilitidtsproblem ermittelte kritische
Last wird beim Spannungsproblem nicht behandelt. Sie bleibt gleich. Beim Spannungs-
problem geht es um die Beschreibung des Verformungsverhaltens bis zum Erreichen der
kritischen Last. Dabei kommt der Wahl von Form und Gro8e der Ersatzimperfektionen
eine besondere Bedeutung zu, da sie die Losung des Spannungsproblems stark beeinflusst.

Bei der Untersuchung des stabilititsgefihrdeten Biegestabs haben die Verformungen 9,
v und w einen Einfluss. Bei der Losung des Stabilitdtsproblems in den voran gegange-
nen Kapiteln wurden sinus-formige Verformungsansitze gewihlt, weil sie die Randbedin-
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gungen erfiillen. Werden als Ersatzimperfektionen ebenfalls sinusférmige, spannungslose
Vorverformungen gewihlt, so ist das Spannungsproblem fiir den Kipp-Ersatzstab leicht
zu 16sen. Die Gesamtverformungen des Stabs konnen dann durch

B(x) = 0 (x) + 0 (x) = (Vs + Do) - sin (n’zf) (2.135)
v(x) = ver(x) +vo(x) = (ver +v0) - sin <71'%> (2.136)
W(x) = wer(x) +wo(x) = (We; +wo) - sin (n;—f) (2.137)

mit den Indizes el fiir die elastische Verformung und O fiir die spannungslose Vorverfor-
mung beschrieben werden. Zur Losung des Spannungsproblems fiir den allgemeinen sta-
bilitdtsgefdhrdeten Biegestab, unter Vernachldssigung der Verwolbung des Querschnitts,
werden die sinusférmigen Verformungsansitze nach Gl. bis Gl. in das
Gleichungssystem Gl. bis Gl. eingesetzt. Es folgen die Gleichungen

Mé _My (Vel + VO)N —M, (Wel + WO)N +4q:24; (ﬁel + 190) —4yYqy (ﬁel + 190) +my =0

(2.138)
M) — (M (9 + %)) — (Nx (wer +w0)) +: =0 (2.139)
My + (My (O + 90))" — (Nx (ver +v0)') +y =0 (2.140)

die durch Einsetzen der konstitutiven Beziehungen nach Gl. bis GL. (2.84) zu

GIL,v" — M, (Ver + VO)” — M, (W + WO)H T q:24z (Bt + Do) — qyYqy (Ber + o) +mx =0

(2.141)
ELw"" — (M, (01 + %)) — (Nx (wer +w0)') +¢. =0 (2.142)
ELY" + (My (81 + %))" — (Nx (ver +v0)') + 4y =0, (2.143)

vereinfacht werden. Die konstitutiven Beziehungen werden durch das Einsetzen der Im-
perfektionen nicht beeinflusst, da die Vorverformungen spannungfrei sind.

2.2.5 Losung des Spannungsproblems

Das Spannungsproblem des Kipp-Ersatzstabs unter Beriicksichtigung der Vorkriimmung
um die schwache Achse vg und der Vorverdrehung der Stabachse ¥y wird durch die Redu-
zierung der Gleichungen Gl. (2.141) bis Gl. (2.143)) auf die vorhandenen Beanspruchun-
gen durch
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GIL 0 (x) — My [ver (x) +vo(x)]" =0
ELVY (x) 4+ My [0 (x) 4+ 0o (x)]” =0,

formuliert. Durch Auflésen der Gleichung Gl. (2.145]) nach

1
= (B () + 1,00 ()
y

und anschlieBendem Einsetzen in Gl.

Gl
T [SELY () — My ()] — My [V () + v ()] = 0
y

ergibt sich nach zweimaliger Integration mit

2

Ty = — Ty sin (£

Vi(x) = Y szn(xg)
4

meN_ T (T

% (x)—€4 v szn<x£>
2

¥ (x) = —% -0 - sin (x%)
4

19‘”//()(:) — 7;_4 -9 - sin (x%)

und nach dem Herauskiirzen der Sinusfunktionen die Gleichung

Gl (n
0= ﬁ: : (E—ZEIZvel —Myﬁ()) — My (Ve +vo) =
GLEI,m?
= Vel (—;‘}ygzz —My> — GL: By — My,

(2.144)
(2.145)

(2.146)

(2.147)

(2.148)
(2.149)
(2.150)

(2.151)

(2.152)

die sich nach der maximalen VerformungsgroBe fiir die Verschiebung in y-Richtung

M3

GL%+Myvy (G, Mz,
Vel = Grera -\, 0T T
My'zz - Y 1_M2

auflosen lasst. Mit dem Ausnutzungsfaktor

My
M. y,crit

Oy —

(2.153)

(2.154)
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vereinfacht sich die Schreibweise zu

GI, o
= —% e 2.155
Vel <My o+VO) —o ( )

Analog lésst sich auch die maximale VerformungsgroBe fiir die Verdrillung

Ncrit 051%4
V= . 2.156
el ( o+ M, Vo) —od ( )

mit der kritischen Knicklast fiir den beidseitig gelenkig gelagerten Druckstab, den Euler-
stab II,

Eln?
72
herleiten. Mit den konstitutiven Beziehungen nach Gl. (2.82) und Gl. (2.84) unter Ver-

nachlédssigung des Wolbwiderstands ergeben sich die betragsmifBig groten, den Stab be-
anspruchenden Momente um die z-Achse

Nerie = (2.157)

. My ) 19() + Neyir + OC]%4 Vo

M. 2.158
z 1 O‘zﬁ ( )
und um die x-Achse
2
-GL,- 99+ M, -
=T GOl oty v (2.159)
Y4 1—oy;

Dabei ist zu beachten, dass das Moment M, sinus-formig, das Moment M, cosinus-formig
verlduft. Das heif3t, das gro8te Moment um die z-Achse tritt in der Mitte, das grofite Mo-
ment um die x-Achse an den Enden des Stabs auf. Einen Einfluss auf die Gabellagerung
haben diese Momente, insbesondere M, nicht, da es sich bei diesen, auf die verformte
Stabachse bezogenen, Momenten um Komponenten der duBleren Belastung M, handelt.

2.2.6 Ersatzstablingen

Fiir den sogenannten Kipp-Ersatzstab ist eine exakte Losung, mit den in den vorangegan-
genen Kapiteln beschriebenen Vereinfachungen moglich. Fiir andere Arten der Momen-
tenbeanspruchung eines Biegestabs sind Losungen der Differentialgleichungssysteme nur
durch mathematische Niherungen zu finden. Bei Pfliiger [S56] befindet sich eine Auflis-
tung von Losungen verschiedener Beanspruchungssituationen. Im Anhang Kap. [A.4]sind
die fiir diese Arbeit relevanten Losungen angegeben.
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Beispielhaft soll hier die Herleitung der kritischen Last fiir den rechteckigen, einseitig ein-
gespannten Biegestab mit Einzellast nach Bild [2.10| dargestellt werden. Bei Prandtl [58]
ist die Herleitung ohne, bei Timoshenko [66] und [67]] die Herleitung mit Beriicksichti-
gung des Wolbwiderstands des Querschnitts nachzulesen. Der Koordinatenursprung wird,
wie in Bild[2.10|zu sehen ist, im Schwerpunkt des Querschnitts am freien Ende angenom-
men. Der Ursprung bleibt auch im verformten Zustand dort, das heif3t, die Koordinaten
des Auflagers dndern sich bei einer Verformung des freien Endes des Stabs.

ad
VA
I\ : y/
Z
P f
P
Bild 2.10: Rechteckiger, einseitig eingespannter Biegestab mit Einzellast

Das zu 16sende Differentialgleichungssystem des einseitig eingespannten Biegestabs

GLY" —P(v—vx) =0 (2.160)
ELV" +Px¥" =0 (2.161)

gibt zuerst Prandtl und spiter Timoshenko, unter Beriicksichtigung des Wolbwiderstands
des Querschnitts, an. Die Losung erfolgt bei beiden durch den Ansatz von Potenzreihen
fiir die Verformungsverldufe. Zunéchst wird die Verdrillung des Stabs durch den Reihen-
ansatz

O (x) = Ag+Ax +Apx* + Azx® + .. (2.162)

angenommen. Durch Auflosen der Gleichungen Gl. (2.160) und Gl. (2.161)) nach der Ver-
drillung

P2 x2

19//
G EL

=0 (2.163)

und Einsetzen des Reihenansatzes kann fiir die Koeffizienten A,, die Rekursivformel
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P2
Ag=— An 2.164
" GItELn(n—1) """ 2.164)

gefunden werden. Es bleiben nur die unabhéngigen Koeffizienten Ag und A, iibrig, alle
anderen sind von diesen abhédngig. Fiir die Verdrillung ergibt sich daher

2 4 6
8 () Ao _P-1~2x4+P 12568 P 125691012+”_m N
GLEL-4" " (GLEL? -8  (GLEL)-12!
P2~2-35P423679P62367101113
+Al — X+ 3 + .= .
GITEL - 5! (GIFEL)*-9! (GITEL)’ - 13!

(2.165)

Uber den Zusammenhang, der durch GI. (2.161) zwischen Verdrillung und Verdrehung
um die schwache Achse gegeben ist, kann die Verschiebung in y-Richtung durch

GI P? P*.1-2-5 P%.1.2-5-6-9
v(x):—T Ao | — O+ 5 x' — A -]+
P GITEI - 3! (GITEL) T (GITEL)® - 11!
P2.1-2 P*.2.3.6 P%.2.3.6-7-10
+A | — x+ 5 X8 — 3 =+
GITEL - 4! (GITEL)” - 8! (GITEL)” - 12!
(2.166)
+Arxx + Az

mit den Integrationskonstanten A, und Az beschrieben werden. Durch Einsetzen der Funk-
tionen ¥ (x), v(x) und v’(x) in Gl. (2.160) wird

Al = —As (2.167)

V(x= )= (2.168)
v(x=0)= (2.169)
Vi(ix= ): (2.170)

ergeben sich die Koeffizienten zu
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Ag =% (2.171)
P
Al = ——— 2.172
1 GITVO ( )
P
Ay = —) 2.173
2 GITV()7 ( )

so dass die Verdrillung fiir diesen Beanspruchungsfall letztendlich mit Hilfe des dimensi-
onslosen Hilfswertes

P2yt
2
_ 2.174
“ T GIEL @174)
durch
2 4 6
w12 w1256 u-1-2.5.6-9-10
19()6):190-(1— a1 + 31 — B +...—. )+
N Px u2.2.3+u4~2-3-6-7 u6'2~3-6~7-10~11+
vo: —— —1 — — P
0" GIr 51 9! 13!
(2.175)
oder abgekiirzt
Px
v (x) =% R (x) +vyr—— ~R2(x) (2.176)
Glr

beschrieben werden kann. Die Verformung in y-Richtung kann nun analog ermittelt wer-
den. Die Ermittlung soll hier aber nicht dargestellt werden, da die Verformung in y-
Richtung fiir die Losung des Stabilititsproblems nicht bendtigt wird. Vielmehr reicht es
aus, die bekannte Randbedingung der Verdrillung einzusetzen. Am eingespannten Ende
des Stabs (x = £) muss die Verdrillung den Wert Null annehmen. Das heif3t, es gilt

P
D(x=0=0= R (x=10)+vp — Ry (x=10), 2.177)
Glr
wobei definitionsgemdl (siehe Bild 2.10) die Anfangsverschiebung in y-Richtung den
Wert vy = 0 annimmt. Da die Anfangsverdrillung 9 ungleich Null sein kann, muss die
Bedingung

u2-1~2+u4-1-2-5-6 u6~1-2-5-6-9-10+
4! 8! 12! R

Ri(x=0)=0= (1—
(2.178)
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erfiillt werden, was nur dann der Fall ist, wenn

P24
U= ~4,0126 (2.179)
GIrEL

gilt. Daraus folgt nach GL. die kritische Last

4,0126
Py = E—zx/GITEIZ, (2.180)

mit deren Hilfe nun die effektive Ersatzstabldnge fiir das Kippen ¢, . durch Gleichsetzen
des aus der kritischen Last entstehenden maximalen Moments mit dem kritschen Moment
des Kipp-Ersatzstabs

4.0126
Porit 0 = === \/GIT ET, = "\ /GIEL 2.181)

gm,ef

und Auflosen nach

bner=1- ~0,783-¢ (2.182)

4,0126

ermittelt werden kann.

Die Ersatzstablinge ist zunédchst einmal nur brauchbar, um das kritische Moment eines
vom Ersatzstab abweichenden Modells zu ermitteln. Da zur Ermittlung der Ersatzstablén-
ge eines Modells immer zunéchst die kritische Last bekannt sein muss, stellt dieses Ver-
fahren keine echte Vereinfachung, sondern nur ein Umformung dar. Interessant wird es
jedoch, wenn diese Ersatzstablinge auch zur ndherungsweisen Ermittlung der zusitzli-
chen Beanspruchungen herangezogen werden kann. Die Gleichung fiir die Ermittlung
von z.B. M bei einer duleren Belastung von ausschliesslich My (siehe auch GI. (5.16))
muss fiir jedes vom Ersatzstab abweichende Modell extra hergeleitet werden. Wiire es
allerdings moglich, durch Einsetzen in die Gleichungen fiir den Ersatzstab von £, . ¢ fiir
¢ die zusitzlichen Momente nidherungsweise darzustellen, konnte auf die Ermittlung von
Berechnungsgleichungen fiir jedes einzelne Modell verzichtet werden. Im Holzbau ist
eine dhnliche Methode beim sogenannten Ersatzstabverfahren bereits Praxis. In wieweit
dieses praktische Modell jedoch die Wirklichkeit abbildet, wird in Kap. [f|an diesem Bei-
spiel genauer untersucht.

2.3 Das Biegedrillknicken

2.3.1 Losung des Stabilititsproblems

Wird der sogenannte Kipp-Ersatzstab aus Kapitel 2.2.6] zusitzlich durch eine Normal-
kraft N, beansprucht, wird die nichtlineare Reaktion des Modells auch Biegedrillknicken
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genannt. Somit kann dieses Modell auch Biegedrillknick-Ersatzstab genannt werden. In
Bild 2.TT]ist dieser Ersatzstab sowie das zugehorige ebene statische Modell in Bild 2.12]
mit seinen Beanspruchungen dargestellt.

N

s

II

Bild 2.12: Ebenes statisches Modell des Biege-Drill-Knick-Ersatzstabes

Das zu losende Differentialgleichungssystem unter Beriicksichtigung des Wolbwider-
stands des Querschnitts

GL,Y" — Ely 0" — My =0 (2.183)
ELwW" +Nw" =0 (2.184)
ELV" +My¥" + N =0 (2.185)

leitet sich aus GI. (2.103)) bis Gl. (2.103)) ab. Dabei wurde jedoch zu Gunsten einer bes-
seren Lesbarkeit das Vorzeichen der Normalkraft gegeniiber der sonst iiblichen Darstel-
lungsweise umgekehrt, da die Normalkraftbeanspruchung eines biegedrillknickgefahrde-
ten Stabs im Allgemeinen eine Druckkraft ist. Eine Zugkraft vermindert die Stabilitétsge-
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fahr. Daher wird hier Druck positiv und Zug negativ definiert.

Unter der Annahme einer konstanter Beanspruchung des Stabs durch Ny und M, sowie
sinusformiger Verformungsansitze fiir ¥, v und w ergibt sich tiber

M
O =v- —yz (2.186)
Gl — ’g—zEwa
nach GI. (2.183]) das kritische Moment
7T2

My,BDK,crit = (Glx + Elwx£_2> : (Ncrit - Nx) = (2.187)

/Gl Mo =N 1+ Lo

- X crit X nglx

fiir den Biegedrillknick-Ersatzstab. Es zeigt sich, dass sich der Einfluss des Wolbwider-
stands gegeniiber dem des Kipp-Ersatzstabs nach Gl. nicht verédndert hat. Das
heifit die Angaben aus Kapitel [2.2.2] gelten auch fiir den Biegedrillknick-Ersatzstab. Das
kritische Moment unter Vernachldssigung des Wolbwiderstands des Querschnitts ergibt
sich zu

/4 N
My,BDK7crit - \/Glx : (Ncrit _Nx) - Z \Y GITEIZ I— ) (2188)
crit
oder nach der kritischen Normalkraft aufgelost zu
n? 2 2
SGLEL, —M M
Nx,BDK,cril = e XGI)ZC Y = Nerir — G_I); (2.189)

Es wird deutlich, dass die kritische Last fiir das Biegedrillknick-Problem aus einer Kom-
bination aus Hauptmoment und Normalkraft besteht. Durch weitere Umformung kann die
normierte Interaktion fiir die Verhéltnisse N /Ncrit = oy und M /Mcrit = ogy

N, M;
=l s oy =1-ay (2.190)
Nx,crit My,crit

ermittelt werden. Der zugehorige Graph ist in Bild [2.13] dargestellt. Die abgebildete In-
teraktionskurve gilt fiir alle Knick- (A.) und Kipp-Schlankheiten (4,,).
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Bild 2.13: Interaktion von kritischem Hauptmoment und kritischer Normalkraft beim Bie-

gedrillknicken

2.3.2 Losung des Spannungsproblems

Das Spannungsproblem des Biegedrillknick-Ersatzstabs kann analog zum Kipp-Ersatzstab
gelost werden. Mittels Ersetzen der Gesamtverformungen durch die Summe aus den je-
weiligen sinusformigen elastischen Verformungen und Vorverformungen in Gl. (2.183)
und Gl. (2.183) ergeben sich unter Vernachldssigung des Wolbwiderstands des Quer-

schnitts die Gleichungen

GL) — My (v +v9)" =0

ELV) + My (O +B0)" + Ny (ver +v0)" =0,

die iiber
M
Oy = _G_Ii “(Ver +v0) =
und
Gl
Vel = _V: : ﬁel —Vo

mit den Vereinfachungen

(2.191)
(2.192)

(2.193)

(2.194)
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My
oy = (2.195)
M My,crit
Ny
oy = —> (2.196)
N Nerit

wobei Ny nach Gl. (2.157) und M, ¢y nach Gl. (2.112) zu ermitteln sind, zu den elasti-
schen Verformungsgrofen

N-Gl, G, o
Vol = l4+— | vo+—&| ————— 2.197
el ( M)% ) 0 My 0 l—OCN—OCJﬁ ( )
und
Nerir a[%/[
U= | S+ U Vol > (2.198)
y 1 —on—ay;

sowie den betragsmiBig grofiten zusitzlichen Momenten um die z-Achse

M. — My'190+ (Nx+Ncril : a[%4) Vo

2.199
Z 1 . aN . (X]%/[ ( )
und um die x-Achse
2
-GL.- %+ M, -
M, = . % O Tt My Vo (2.200)

E. l—OCN—OC]%,[

aufgelost werden konnen.

2.3.3 Ersatzstablingen

In Kapitel wurde dargestellt, dass fiir Modelle, die vom Kipp-Ersatzstab abweichen,
durch Einsetzen der sogenannten Ersatzstablinge das kritische Moment mit der Bestim-
mungsgleichung Gl. (2.181)) fiir den Kipp-Ersatzstab ermittelt werden kann. In diesem
Kapitel wird untersucht, ob die Ersatzstablidngen, die fiir das Kippen ermittelt werden
konnen, auch auf das Biegedrillknicken iibertragbar sind. Als Beispiel dient wieder der
in Bild dargestellte rechteckige, einseitig eingespannte Biegestab, diesmal mit je ei-
ner Einzellast P in die Haupttragrichtung (y-Achse) und Ny in Richtung der Stabachse
(x-Achse). Dabei wird auch hier der Einfluss des Wolbwiderstands des Querschnitts ver-
nachléssigt.

Das zu 16sende Differentialgleichungssystem nimmt die Form



38 2 Theoretische Grundlagen des druck- und biegebeanspruchten Stabs

‘0

N
IRKKL

R

Vs
X

AL
‘.
RR

&
%
PSS

Q &

4

Bild 2.14: Rechteckiger, einseitig eingespannter Biegestab mit Einzellasten

GIL.¥"—P(v—vx) =0 (2.201)
ELV" +Px®" +Ny' =0 (2.202)

an. Mit dem gleichen Potenzreihenansatz wie fiir das Kippen wird zunéchst die Verdril-
lung
O (x) = Ag+A1x+ A’ +Asx® 4 ... (2.203)

angegeben. Das Auflosen des Differentialgleichungssystems nach der Verdrillung

P2.x2+N,-GIr
v o D=0 2.204
+ GIr -EI (2.204)

fiihrt zu der etwas komplizierteren Rekursivformel fiir A, in der Form

N, P?

Ayj=——— A, »— _

"T T EL-n(n—1)""? GIy-EL-n(n—1)"""*

2 w2
= A, ,—— A, 2.2
mit den Substitutionen
N
P2 (2.2006)
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und

P

2

=, 2.207
Y = JELGL (2.207)
aus denen abzuleiten ist, dass auch hier nur 2 unabhéngige Koeffizienten, Ap und A1, fiir
die Beschreibung der Verdrillung

o)

(%)

— A, 2, = (1-2)ut r6—(1-2—|—3-4)r2u4x6+

I — —x"+ X' =

2! 41 8!
P—(1-243-4+5.6)r*u*+(1-2-5-6)ud ¢
x p—
12!
P~ (2-3.445-6+7-8)r%*+(2-3-44+2-7-843-4-7-8)r%u® |,
— X+ ... —

+

10!

> - (2-3)u 6—(2-3+4-5) "
+A1<x AR L AL X e L

+r8—(2-3+4-5+6-;)r4u4+(2'3'6'7)”8)69—...+...>

—=Ao-Ri(x) +A; - Ra(x) (2.208)

notwendig sind. Analog zum rechteckigen, einseitig eingespannten Biegestab ohne Nor-
malkraftbeanspruchung konnen auch hier die Verschiebung in y-Richtung

GI r?—(1-2)u P —(1-243-4)ru?
v(x):TT Ao(—rzx-ln(x)+r2x— 2(.3!) x>+ ( 1.5 ) xr—
= (1-243-445-6)r2u>+(1-2-5-6)r*
— 6.7 X +...—..

2 —(2-3)u? P —(2-3+4-5)ru?
Al 4 6
* 1( TR P TR 5.6! *

4 2.2 4
r—(2-3+4-5+6-7 2:3-6-7
(RIS e )

+Axx+Aj (2.209)

und iiber die Randbedingungen
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Y(x=0)=1 (2.210)
v(x=0)=wvg (2.211)
Vi(x=0) =, (2.212)

sowie mit Hilfe der Tatsache (siehe z.B. Papula [54])

x—0

lim (x-ln(x)) =0 (2.213)

die Koeffizienten

Ao =D (2.214)
P

Al = ——— 2.215

1 GIr 1% ( )

Az = —A; (2.216)

ermittelt werden. A, ist nicht ohne groeren mathematischen Aufwand zu bestimmen,
weshalb auch hier die Verschiebung in y-Richtung nicht endgiiltig beschrieben werden
kann. Zur Losung des Problems ist die genaue Beschreibung der Verschiebung jedoch gar
nicht notwendig und kann daher vernachlissigt werden. Vielmehr ist fiir die Losung des
Stabilititsproblems die Randbedingung der Verdrillung

ﬁ(xzé):O:190-R1(x:€)+v0-(1;—1x-R2(x:€) 2.217)
T

zu nutzen. Wie schon in Kapitel 2.2.6]ist die Bedingung genau dann erfiillt wenn

2 4 . 4

64_r6—(1-2+3~4)r2u4€6+ B )
T 2 e

(2.218)

gilt. Diese Bedingung kann nur dann erfiillt werden, wenn die beiden Parameter r und
u in einem bestimmten Verhéltnis zueinander stehen. Gelost werden kann die Gleichung
also durch Einsetzen des einen Wertes und Ermittlung des zugehorigen anderen Wertes.
Inhaltlich steht der Parameter r fiir den Anteil der Normalkraft und u fiir den Anteil der
Einzellast P bzw. des daraus entstehenden Moments. Es ist moglich, die kritische Last
P,,ir bzw. das daraus resultierende kritische Moment M,,;; in Abhédngigkeit vom Ausnut-
zungsgrad N /N, darzustellen. Am Beispiel N /N,;; = 0,5 wird die Vorgehensweise kurz
erldutert. Fiir den Ausnutzungsgrad oy = 0,5 ergibt sich mit
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ELn?
Nerit = =73~ (2.219)
des einseitig eingespannten Stabs, des Eulerstabs I, der Substitutionswert
N N-m* r°
2 _ — - (2.220)

_E_[Z_4'Ncrit 8

Nach Einsetzen des Substitutionswerts in GI. (2.218)) wird diese genau dann erfiillt, wenn
Z—i = 2,94 ist. Daraus folgt die kritische Last

Ferit = nV GIr - El = 62 V GIr - EL. (2.221)

Jetzt kann iiberpriift werden, ob das sich daraus ergebende krititsche Moment P,,;; - £ =

2 94 GITEI, niherungsweise gleich dem kritischen Moment nach Gl. ist, wenn

fur die kritische Normalkraft die des Kragarms (Eulerstab I, Gl. (2.219)), oder anders for-
muliert die Knick-Ersatzstabldnge des Kragarms (¢, .y = 2- /), sowie die Kipp-Ersatzstablinge
nach GI. (2.182)) eingesetzt werden. Das kritische Moment mit den Ersatzstablidngen

T
Mcrit = /

m.ef

N 4, 0126 2,84
\/GIT~EIZ(1—N > \/GIr -EI(1-0,5) = =, ~\/Glr-EL
crit

(2.222)

liegt sehr nahe bei dem kritischen Moment, das durch die Reihenentwicklung ermittelt
wurde. Im Zuge dieser Untersuchung ist das kritische Moment nach beiden dargestellten
Methoden fiir mehrere Ausnutzungsgrade zwischen 0 und 1 ermittelt worden. Im Bild
[2.15] sind die Ergebnisse in Abhingigkeit vom Ausnutzungsgrad o dargestellt. Es zeigt
sich, dass beide Methoden in guter Ndherung gleiche Ergebnisse liefern.

Der letzte Beweis dieser Theorie kann im Rahmen dieser Arbeit nicht erbracht werden,
doch es liegt nahe, dass das kritische Moment fiir Modelle, die vom Kipp-Ersatzstab ab-
weichen, beim Biegedrillknicken durch eine Kombination der Ersatzstabldngen aus Kni-
cken und Kippen ermittelt werden kann. Mit den Bezeichnungen

im.er = Kipp-Ersatzstablinge
¢ o = Knick-Ersatzstablinge,

wobei die Knick-Ersatzstabldnge durch

N
Coof =T+ | —22d (2.223)
: EL



42 2 Theoretische Grundlagen des druck- und biegebeanspruchten Stabs

250
200y
== nach
TSy = Potenzreihenansatz
‘e 150 =
‘§ 100 N
= analytisch —/ \\\
mit effektiven Langen A\
50
0
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N/N it [-]

Bild 2.15: M,y — N.,i-Interaktionsdiagramm nach Potenzreihenansatz und mit Ersatz-
stablidngen

fiir eine vorhandene kritische Last von N,,;; 4 berechnet wird, ergibt sich die Gleichung
fiir das kritische Moment beim Biegdrillknicken allgemein zu

M= —"— |6 -EL|[1 Noller) _ _m G EL(1- D (2.224)
Cm—gm,ef ! : Elzﬂ:2 —gm,ef 4 : Nerit ‘ .
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3 Der Baustoff Holz

3.1 Eigenschaften des Baustoffs Holz

3.1.1 Allgemeines

Holz ist im Gegensatz zu den meisten anderen Baustoffen ein natiirlicher, nachwachsen-
der Rohstoff. Die Struktur des Holzes wird durch Wachstumsbedingungen und verschie-
dene Umwelteinfliisse stark beeinflusst. Daher weist Holz eine groBe Streuung in den
Materialeigenschaften auf. Die ideale Holzstruktur und die wachstumsbedingten Einfliis-
se werden in den folgenden Kapitel genauer dargestellt.

Als Bauholz werden im Allgemeinen die Nadelholzer Fichte, Tanne, Lirche, Douglasie
und Kiefer sowie das Laubholz Eiche verwendet. Diese werden entweder als Vollholz
oder als Brettschichtholz eingesetzt. Vollhdlzer werden aus dem ganzen Stamm geschnit-
ten und sind daher in ihren Abmessungen stark eingeschriankt. Brettschichtholzer wer-
den aus libereinander verleimten Brettlamellen hergestellt, die vorher in Lingsrichtung
durch Keilzinkenverbindungen verbunden wurden. Theoretisch kénnen Brettschichthol-
zer in unendlichen Abmessungen hergestellt werden. Linge, Hohe und Breite werden
jedoch durch die Produktions- und Transportmoglichkeiten begrenzt.

Fiir die in dieser Arbeit untersuchten kipp- und biegedrillknickgefdhrdeten Biegestibe
wird iiberwiegend Brettschichtholz, selten Vollholz, aus Fichte, Tanne oder Kiefer ver-
wendet. Im Weiteren wird deshalb nur das Materialverhalten von Voll- und Brettschicht-
holzern aus Nadelholz dargestellt. Wenn von Bauholz die Rede ist, sind eben solche H61-
zer gemeint.

Im Rahmen dieser Arbeit kann nur eine Beschreibung der Aspekte des Baustoffs Holz er-
folgen, die fiir das zu untersuchende Problem, den biegedrillknickgefdhrdeten Biegestab,
von Bedeutung sind. Fiir den geneigten Leser sei an dieser Stelle auf einige wichtige Ver-
offentlichungen verwiesen, die sich jeweils mit bestimmten Eigenschaften des Baustoffs
Holz genauer befassen:

e Kollmann, 1951 [43]] beschreibt umfassend und als erster in dieser Ausfiihrlichkeit
die Technologie des Holzes,

e Wagentfiihr, 1966 [68]], Kiirschner, 1966 [44] und Niemz, 1993 [53]] beschreiben das
Holz in der Schriftenreihe aus dem Blickwinkel verschiedener naturwissenschaftli-
cher Standpunkte,

e Glos, 1978 [30] und 1981 [31] beschreibt das Festigkeitsverhalten von Bauholz,

e Neuhaus, 1981 [52] untersucht die Elastizitidt von Fichtenholz in Abhéngigkeit von
der Holzfeuchte,
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e Hemmer, 1985 [34] befasst sich mit Versagensarten von Weifltannenholz unter mehr
achsiger Belastung,

e Ehlbeck und Blass, 1984 [26] sowie Blass, 1987 [10] beschreiben die Holzeigen-
schaften, die die Tragfdhigkeit von Druckstiben aus Brettschichtholz beeinflussen,
und entwickeln ein stochastisches Modell,

e Rautenstrauch [S9] untersucht das Kriechverhalten von Biegetridgern aus Bauholz,

e Colling, 1990 [24] bescheibt die Tragfihigkeitseigenschaften von Biegetridgern aus
Brettschichtholz,

e Burger, 1998 [16]] befasst sich mit dem Einfluss der Abmessungen auf die Zugfes-
tigkeit von Bauholz.

3.1.2 Strukturelle Eigenschaften von Bauholz

Holz ist ein natiirlicher, organischer, hochpolymerer Stoff. Das natiirliche Wachstum bil-
det einen fiir den Baum an die Umwelteinfliisse angepassten idealen Aufbau. Durch den
Einschnitt zu Bauholz wird dieser ideale Aufbau teilweise zerstort. Der Aufbau von Bau-
holz kann daher durch eine fiir das Bauholz ideale Struktur mit Stérungen beschrieben
werden. Im Folgenden werden die fiir das Bauholz ideale Struktur sowie die verschiede-
nen Storungen dieser Struktur kurz beschrieben.

3.1.2.1 Die ideale Bauholzstruktur

Der Rohstoff Holz besteht aus rohrenférmigen Zellkorpern, Tracheiden genannt, die par-
allel zur Baumstammachse verlaufen. Untereinander werden die Tracheiden durch die
Bindemittel Lignin und Hemicellulose verbunden. In ihrer Achsrichtung haben die roh-
renformigen Tracheiden eine hohe Tragfihigkeit. Senkrecht dazu ist die Tragfdhigkeit
geringer. Auf Druck werden die Rohrchen platt gedriickt, auf Zug ist die Festigkeit durch
die Eigenschaften der Bindemittel Lignin und Hemicellulose begrenzt.

Aus dem strukturellen Aufbau folgt, dass Holz ein pordses, anisotropes Verbundmate-
rial ist, das in drei Richtungen, axial, radial und tangential, ein unterschiedliches Mate-
rialverhalten aufweist (rhombisch orthotrope Anisotropie). Dabei unterscheidet sich das
axiale Tragverhalten deutlich von dem radialen und dem tangentialen Verhalten. Letzte-
re konnen beim eingeschnittenen Holz nur noch schwerlich auseinandergehalten werden,
so dass beim Bauholz keine radiale und tangentiale Richtung unterschieden, sondern nur
von einem Tragverhalten parallel und senkrecht zum Faserverlauf des Holzes gesprochen
wird. Mit dem Faserverlauf ist dabei die Achsrichtung der réhrenférmigen Tracheiden
gemeint. Die ideale Bauholzstruktur ist durch einen an jeder Stelle zur Bauteilachse par-
allelen Faserverlauf gekennzeichnet.
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3.1.2.2 Abweichungen von der idealen Struktur

Die tatsidchliche Bauholzstruktur weicht von der idealen Bauholzstruktur ab. Die wich-
tigsten Ursachen dafiir sind:

o Astigkeit: Aste wachsen aus dem Stamm heraus und sind zwecks Versorgung mit
der Markrohre in der Mitte des Hauptstammes verbunden. Die Fasern des Astes
verlaufen in Achsrichtung des Astes, also leicht bis stark schrig nach oben geneigt,
d.h. sie weisen einen mittleren bis groen, nahezu rechten Winkel zur Achse des
Stammes auf. Die Fasern des Stammes wachsen um den Ast herum, so dass am Ast
sowie in seinem Umgebungsbereich die Faserrichtung in diversen Richtungen vom
fiir das Bauholz idealen Verlauf abweicht.

e Jahrringe: Innerhalb eines Jahres baut der Baum unterschiedlich schnell eine neue
Schicht aus Holzfasern auf. Die Frithholzringe des Nadelbaums wachsen sehr schnell
und haben eine geringere Rohdichte. Die Spétholzringe wachsen langsamer und
weisen eine dichtere Struktur auf. Auch ist der Wuchs aufgrund von Wetter- und
Klimabedingungen verschieden, so dass iiber den gesamten Stamm eine stark inho-
mogene Dichteverteilung der Fasern vorhanden ist.

e Splint- und Kernholz: Das duflere, jiingere Holz eines Baumstammes weist eine
andere chemische Zusammensetzung auf als das dltere Kernholz.

e Juveniles Holz: In den ersten Jahren produziert ein Baum Fasern mit anderen Ei-
genschaften und geringerer Dichte als in spéteren Jahren.

e Reaktionsholz: Aufgrund von dufleren Kriften, die auf den wachsenden Baum
einwirken, bildet Nadelholz als Reaktion in stark druckbeanspruchten Bereichen
Druckholz aus. Dieses Holz zeichnet sich durch breitere Jahrringe und einen hohe-
ren Anteil von Spitholz aus.

e Drehwuchs: Biume sind hiufig drehwiichsig, daher ist der Faserverlauf eines Baum-
stamms oft leicht spiralférmig.

o Krummschaftigkeit: Baume wachsen nie ginzlich gerade. Der Faserverlauf folgt
der Kriimmung des Baumstammes.

e Abholzigkeit: Je nach Holzart nimmt der Stammdurchmesser stirker oder schwi-
cher vom Wurzelstock zum Zopf ab. Dementsprechend sind die Fasern des Stam-
mes geneigt.

3.1.2.3 Die tatsiachliche Struktur von Bauholz

Durch das Einschneiden der Baumstimme zu Kantholz wird Bauholz produziert. Die
aufgrund von Asten, Drehwuchs, Krummschaftigkeit und Abholzigkeit urspriinglich im
Stamm durchlaufenden, aber geneigten Fasern werden beim Einschnitt zum Teil durch-
trennt. D.h. zu der Inhomogenitit der Rohdichte des Holzes (Splint-, Kern- und Reakti-
onsholz, Jahrringe und juveniles Holz) und der Astigkeit sowie der Faserneigung, die fiir
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den nicht eingeschnittenen Baumstamm optimales Tragverhalten ermoglichen, nach dem
Einschnitt aber Storungen des Bauholzes sind, kommen noch die aus dem Kantholz her-
auslaufenden Faserstringe als Storung der idealen Bauholzstruktur hinzu. Eine genauere
Beschreibung der Verinderung der Holzstruktur beim Einschneiden gibt Kessel in [39]]
im Kapitel "Holz als Baustoff” an.

Die Struktur von Bauholz ist also gekennzeichnet durch zur Stabachse eigentlich parallel
verlaufende Faserstringe, deren Verldufe im Einzelnen leicht bis stark von der Parallelitit
abweichen und zum Teil aus dem Stab herauslaufen. Auflerdem weist Bauholz eine stark
variierende Rohdichte nicht nur innerhalb eines Kantholzes, sondern auch von Kantholz
zu Kantholz auf. Dies ist zu beachten, da die Rohdichte mit der Festigkeit des Holzes
stark korreliert. Hinzu kommen die Aste, die eine Art Unstetigkeitsstelle im Kantholz
darstellen konnen, da die Faserrichtung der Aste und des Holzes um den Bereich der Aste
unterschiedlich stark von der Richtung der Stabachse abweichen.

3.1.3 Holzfeuchte

Holz ist in hohem MaBe hygroskopisch. D.h. es nimmt bei hoher umgebender Luftfeuchte
Wasser in die Struktur auf, gibt sie bei niedriger umgebender Luftfeuchte wieder ab. Dies
hat einen starken Einfluss auf das Volumen des Holzes: bei Feuchtigkeitsaufnahme quillt
das Holz, bei Abnahme der Feuchtigkeit schwindet es wieder. Da Holz radial und tangen-
tial stark unterschiedlich quillt bzw. schwindet, kommt es im Holz bei grolen Feuchtig-
keitsdnderungen zu Eigenspannungen und, wenn die Spannungen die Querzugfestigkeit
beim Schwinden iiberschreiten, zu Rissen. Abhédngig von der Trocknungsgeschwindig-
keit kommt es zu zusitzlichen Spannungen wegen des Feuchtegefilles im Querschnitt.
Das Risiko der Rissbildung bei der Trocknung von Holz kann durch einen sachgerech-
ten Umgang beim Einschnitt (z.B. indem kleine Querschnitte im Vergleich zum Stamm-
durchmesser eingeschnitten werden), bei der Lagerung und der Trocknungsgeschwindig-
keit verringert werden. Ganz ausgeschlossen werden kann es jedoch nicht. Gerissenes
Holz kann jedoch wihrend oder nach der Trockung aussortiert werden. Wird Bauholz
vor dem Einbau durch technische Trocknung an die am Einbauort vorherrschenden Be-
dingungen (Luftfeuchtigkeit) angepasst und treten im Gebrauch keine groeren Feuchtig-
keitsschwankungen in der Umgebung auf, werden sich keine zusitzlichen trocknungsbe-
dingten Schwindrisse ausbilden.

Neben dem Volumen dndern sich mit der Holzfeuchtigkeit auch die mechanischen Eigen-
schaften des Holzes. Die Steifigkeit und die Festigkeit des Holzes nehmen mit zunehmen-
der Holzfeuchtigkeit ab und umgekehrt (Kufner, 1978 [45], Neuhaus, 1981 [52]).
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3.2 Baustoff Holz im mechanischen Modell

3.2.1 Das allgemeine Last-Verformungs-Verhalten von Holz

Die strukturellen Eigenschaften von Holz unterliegen, wie aus dem vorangegangenen Ka-
pitel Kap. hervorgeht, einer starken Streuung. Die fiir den ingenieurmifigen Umgang
relevanten mechanischen Eigenschaften wie Festigkeiten und Steifigkeiten sind direkt von
der Holzstruktur abhédngig und weisen daher eine ebenso grofe Streuung auf, die ver-
gleichbar ist mit der von Beton. Wie bei anderen Baustoffen (z.B. Stahl, Beton) auch,
konnen Vorhersagen iiber das mechanische Verhalten von Holz unter einer bestimmten
Beanspruchung nur auf der Basis wahrscheinlichkeitstheoretischer Berechnungen getrof-
fen werden.

Grundsitzlich kann das Verhalten von Holz bei iiblicher Verwendung als Bauholz fiir
Druck- und Biegestibe in drei Kategorien unterteilt werden. In das Verhalten unter Zug-
und Druckbeanspruchung parallel und senkrecht zur Faser sowie unter Schubbeanspru-
chung. Wesentlich fiir die Bemessung von kippgefidhrdeten Biegestiben ist dabei das Ver-
halten parallel zur Faser, da dies die Hauptbeanspruchungsrichtung eines auf Druck und
Biegung beanspruchten Stabs ist. Schubbeanspruchungen aus Querkraft und Beanspru-
chungen senkrecht zur Faser sind beim Biegestab in der Nédhe von Krafteinleitungspunk-
ten von Bedeutung, also im Bereich von Auflagern, Anschliissen und Einleitungspunkten
von duBleren Lasten. Diese Problematik soll hier allerdings nicht weiter behandelt werden.
Kippgefihrdete Stibe werden zusitzlich durch Torsion auf Schub in nicht vernachlissig-
barem Mafe beansprucht. Vor allem auch die Schubverformungen aus Torsion, die eine
Verdrehung des Querschnitts um die Stabachse verursachen, sind fiir das Kippen von Be-
deutung.

3.2.1.1 Das Last-Verformungs-Verhalten parallel zur Faser

Das Last-Verformungs-Verhalten von Holz parallel zur Faser auf Druck und auf Zug ist
gekennzeichnet durch einen fiir beide Beanspruchungsarten identischen linear-elastischen
Bereich und durch ein grundsitzlich verschiedenes Bruchverhalten.

Unter Druckbeanspruchung reagiert das Holz zunichst nahezu elastisch, bis die Fasern
ortlich ausknicken. Dann schieben sich die ausgeknickten Fasern ineinander und es bildet
sich unter groen Verformungen (wie in Bild [3.1{und Bild [3.3| dargestellt) in tangentialer
Richtung eine in etwa 67° Grad zur Faserrichtung und in radialer Richtung eine in etwa
90° Grad zur Faserrichtung geneigte Abscherebene aus (siehe Poulsen 1998 [57]]). Unter
Zugbeanspruchung verhilt sich Holz nidherungsweise ideal-elastisch, bis die Fasern rei-
Ben.

Glos hat in seinen Arbeiten 1978 [30] und 1981 [31] das Last-Verformungs-Verhalten
von Holz intensiv untersucht. Er fand heraus, dass sich grundsitzlich die beiden in Bild
dargestellten Arbeitslinien a und b einstellen. Im Allgemeinen stellt sich qualitativ
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Bild 3.1: Geometrie des Faserknickens unter Druckbeanspruchung nach Poulsen

der durch Kurve a dargestellte Verlauf ein. Weist das Holz jedoch starke Stérungen (z.B.
durch Aste) auf, stellt sich qualitativ der durch Kurve b dargestellte Verlauf ein. Glos
gibt fiir den Verlauf der Kurve a eine Gleichung an, die abhéngig ist von den Kenngroen
Druckfestigkeit (o p), Druckelastizititsmodul (E;), Bruchdehnung (&. g) sowie asympto-
tische Druck-Endfestigkeit (0¢ g4).

Der Verlauf der von Glos ermittelten Arbeitslinie kann durch eine ideal-elastisch-plastische
Last-Verformungs-Linie mit einer FlieBspannung gleich der Druckfestigkeit o, g, ange-
nihert werden. Gegeniiber der Kurve a liegt eine solche Annahme ’auf der sicheren Seite’,
da nicht das gesamte Arbeits-Potential genutzt wird. Gegeniiber der Kurve b kann es zu
leicht "auf der unsicheren Seite’ liegenden Ergebnissen kommen, da das Arbeits-Potential
iiberschitzt werden konnte. Um dies zu verhindern, konnen die die elastisch-plastische
Arbeitsline beschreibenden Parameter (KenngroéBen), der E-Modul E,; als MaB} der Stei-
gung im elastischen Bereich und die Druckfestigkeit o, g, = 0. wahrscheinlichkeits-
theoretisch angepasst werden, so dass eine Uberschitzung des Materialverhaltens ver-
mieden wird.

Fiir das Verhalten von Holz unter Zugbeanspruchung gibt Glos 1978 [30] und 1981 [31]
einen ideal-elastischen Last-Verformungs-Verlauf bis zum Bruch an. Von Burger 1998
[16] werden drei Typen von Last-Verformungs-Kurven angegeben (siehe Bild [3.4). Typ
A entspricht dem Vorschlag von Glos. Die Typen B und C beschreiben das Bruchver-
halten unterschiedlicher Holzer gut, sind jedoch als Grundlage fiir Berechnungen kaum
geeignet. Zur weiteren Bearbeitung wird daher der Typ A verwendet. Die diese Arbeitsli-
nie beschreibenden Parameter (Kenngroen) E-Modul E; und Zugfestigkeit o; o miissen
ebenfalls wahrscheinlichkeitstheoretisch so angepasst werden, dass eine wirtschaftliche
Bemessung auf der sicheren Seite moglich ist.
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Bild 3.2: Arbeitslinie von Holz parallel zur Faser nach Glos

3.2.1.2 Das Last-Verformungs-Verhalten senkrecht zur Faser

PlanmifBige Beanspruchungen senkrecht zur Faser sind, wie oben bereits erwihnt, beim
Biegestab nur im Bereich von Krafteinleitungspunkten zu erwarten. Durch strukturelle
Stérungen im Holz wie Schriigfaserigkeit und Astigkeit verlaufen die Fasern nicht immer
parallel zur Achse der Stibe, so dass es auch schrig zur Faser beansprucht wird.

Das Verhalten bei Erreichen bzw. Uberschreiten der Festigkeit, also im postkritischen
Bereich, ist senkrecht zur Faser dhnlich dem parallel zur Faser, allerdings wird eine we-
sentlich geringere Tragfihigkeit erreicht. Beim Uberschreiten der Druckfestigkeit wer-
den die einzelnen hohlen Faser-Rohrchen ineinander und letztlich platt gedriickt. Das
Last-Verformungs-Verhalten ist auch hier elastisch-plastisch zu nennen. Mit Erreichen
der Zugfestigekeit reilen die durch die Bindemittel (Lignin und Hemicellulose) mitein-
ander verbundenen Fasern sprode auseinander.
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Bild 3.3: Stadien des Faserknickens im Last-Verformungs-Diagramm nach Poulsen

3.2.1.3 Das Last-Verformungs-Verhalten bei Schubbeanspruchung

Das Last-Verformungs-Verhalten von Holz kann, da es ein anisotroper Werkstoff ist, bei
Schubbeanspruchung nicht allgemeingiiltig beschrieben werden. Mdohler und Hemmer
1977 [50], Hemmer 1985 [34] und Eberhardsteiner 2002 [25] haben umfangreiche Un-
tersuchungen des Tragverhaltens von Holz bei Schubbeanspruchung durchgefiihrt. Wih-
rend Eberhardsteiner das Tragverhalten in verschiedenen Belastungsebenen untersucht,
beschrinken sich Mohler und Hemmer bei ihren Untersuchungen auf einzelne Belas-
tungsebenen. Die Ergebnisse Eberhardsteiners zeigen, dass das Tragverhalten abhéngig
von der Belastungsebene von elastisch-sprode bis (ndherungsweise) elastisch-plastisch
variiert. Die konkreten Untersuchungen von Bauholz unter Torsionsbeanspruchung bei
Mohler und Hemmer [S0] belegen, dass die Last-Verdrehungs-Linien nahezu gradlinig
bis zum Bruch verlaufen.
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Typ A Typ B Typ C

Bild 3.4: Mogliche Arbeitslinien von zugebeanspruchten Probekdrpern nach Burger

3.2.2 Festigkeits- und Steifigkeitseigenschaften von Bauholz

Im vorangegangenen Kapitel Kap.[3.2.1|wurde das Last-Verformungs-Verhalten von Holz
kurz dargestellt. Vereinfachend konnten zwei verschiedene Arbeitslinien festgelegt wer-
den: die ideal-elastische Arbeitslinie mit sprodem Versagen bei Erreichen der Beanspruch-
barkeit, bei Zug parallel und senkrecht zur Faser sowie bei Schub, und die ideal-elastisch-
plastische Arbeitslinie, bei der das Versagen des Tragwerks gegebenenfalls durch tiber-
mifBige Verformung eintritt, wie bei Druck parallel und senkrecht zur Faser. Beiden Ar-
beitslinien ist gemein, dass sie durch nur zwei Kennwerte, Festigkeit und Steifigkeit, aus-
reichend beschrieben werden. Im Folgenden wird auf die Ermittlung der Grof3e dieser
Kennwerte fiir die Bemessung eingegangen. Auflerdem wird die Herleitung der fiir den
Biegestab sehr wichtigen Biegefestigkeit beschrieben.

3.2.2.1 Wahrscheinlichkeitstheoretische Methoden und Bemessung

Zur Ermittlung der Tragfihigkeit von Holzbauteilen ist die Kenntnis der Festigkeiten und
Steifigkeiten des Baustoffs sowie deren statistische Verteilung grundlegend. Fiir die Her-
leitung der Bemessungskonzepte nach deutscher und europédischer Normung werden zwei
wahrscheinlichkeitstheoretische Methoden angewendet.

In EN 338:2003-09 werden Festigkeitsklassen fiir Vollholz und in EN 1194:1999-05 fiir
Brettschichtholz definiert. Diesen Festigkeitklassen sind charakteristische Werte fiir alle
fiir die Bemessung relevanten Parameter (Festigkeiten, Steifigkeiten, Rohdichte) zugeord-
net. Welche Grundgesamtheiten welcher Festigkeitsklasse zugeordnet werden diirfen, ist
fiir Vollholz und Brettschichtholz unterschiedlich geregelt.

Vollholz wird in der Regel nach regional verschiedenen, vorgegebenen Sortierkriterien
in sogenannte Sortierklassen sortiert. EN 338:2003-09 schreibt vor, dass die Kriterien
fiir Sortierklassen nach den Anforderungen der prEN 14081-1 bis -3 festzulegen sind.
AuBerdem schreibt EN 338:2003-09 vor, dass die Kenngroflen Biegefestigkeit, Biege-

-, -, B,
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Elastizitditsmodul und Rohdichte einer Grundgesamtheit, also z.B. einer Sortierklasse,
nach EN 384:2001-02 zu priifen und zu ermitteln sind. Fiir die Biegefestigkeit und die
Rohdichte werden (gegebenenfalls korrigierte) 5-Prozent-Quantilwerte und fiir den Biege-
Elastizititsmodul der Mittelwert der jeweiligen Probe bestimmt. Wenn diese drei Kenn-
groen grofer oder gleich den entsprechenden Werten einer Festigkeitsklasse sind, darf
diese Grundgesamtheit dieser Festigkeitsklasse zugeordnet werden. Dabei wird angenom-
men, dass die iibrigen Kennwerte der Grundgesamtheit in guter Nidherung den Kennwer-
ten der Festigkeitsklasse entsprechen.

Fiir Brettschichtholz werden Festigkeitsklassen in EN 1194:1999-05 geregelt. Um eine
Grundgesamtheit von Brettschichtholz einer Festigkeitsklasse zuzuordnen, gibt es zwei
Moglichkeiten.

Die eine Moglichkeit ist, die charakteristischen Werte der Biegefestigkeit und des Biege-
Elastizitatsmoduls nach EN 408 und EN 1193 durch stichprobenartige Priifung von Brett-
schichtholzstiben zu ermitteln. Charakteristische Werte sind nach EN 1990:2002 in der
Regel bestimmte Fraktile, also z.B. der 5-Prozent-Quantilwert, einer statistischen Vertei-
lung. Die Grundgesamtheit darf dann einer Festigkeitsklasse zugeordnet werden, wenn
die beiden ermittelten charakteristischen Werte die entsprechenden Werte der Festigkeits-
klasse nicht unterschreiten.

Die andere Moglichkeit ist, zunichst den charakteristischen Wert fiir die Zugfestigkeit und
die Rohdichte sowie den mittleren Zug-Elastizitdtsmodul der Lamellen zu ermitteln. Falls
die Lamellen bereits einer Festigkeitsklasse nach EN 338 zugeordnet wurden, konnen die
KenngroBen dieser Festigkeitsklasse verwendet werden. Ansonsten sind die Kenngrof3en
durch Priifung nach EN 408 und EN 384 zu bestimmen. Aus diesen Kenngrofen kon-
nen dann alle relevanten KenngroBen des Brettschichtholzes mit Hilfe von Gleichungen
nach EN 1194 ermittelt, und damit den Festigkeitsklassen ebendieser Norm zugeordnet
werden, wenn die ermittelten KenngréB3en diejenigen der Festigkeitsklasse nicht unter-
schreiten.

Es wird weiter angenommen, dass durch Einhaltung dieser Regelungen die charakteris-
tischen Werte der Festigkeiten und der Rohdichte einer Festigkeitsklasse in etwa den 5-
Prozent-Quantilwert der Grundgesamtheit aller Holzer dieser Festigkeitsklasse repréasen-
tieren. Fiir die Steifigkeiten werden Mittelwerte sowie Gleichungen zur Ermittlung der
5-Prozent-Quantilwerte angegeben.

Zur Bemessung eines Stabs aus Vollholz oder Brettschichtholz einer bestimmten Festig-
keitsklasse wird der entsprechende charakteristische Wert einer Festigkeit durch den Teil-
sicherheitsbeiwert 7y, dividiert. Diese sogenannten Bemessungswerte der Beanspruchbar-
keit werden dann den durch die Teilsicherheitsbeiwerte ¥ nach DIN 1055-100 erhohten
charakteristischen Beanspruchungen im Querschnitt eines Bauteils, den sogenannten Be-
messungswerten der Beanspruchung, gegeniibergestellt.
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Bei der Herleitung des vereinfachten Nachweises fiir knickgefdhrdete Druckstéibe wird je-
doch ein anderes wahrscheinlichkeitstheoretisches Konzept verwendet. Die Kenngréen
der Festigkeiten und Steifigkeiten wurden zur Untersuchung von verschiedenen Festig-
keitsklassen erhoben und den einzelnen Elementen von Druckstiben nach der Monte-
Carlo-Methode zugeordnet (siehe Ehlbeck und Bla 1984 [26], Bla 1987 [10] sowie
Kessel, Haller und Bertolino 1992 [40]]). Eine ausreichende Anzahl von auf diese Art
generierten Druckstiben wurde dann nach der FE-Methode auf ihre Tragfdhigkeit unter-
sucht. Eine statistische Auswertung ergab die Gleichungen fiir den Beiwert k. zur Ermitt-
lung der Bauteiltragfihigkeit von Druckstidben, die im sogenannten Ersatzstabverfahren
in DIN 1052:2005-08 angegeben sind. Dass beide Methoden zu sehr dhnlichen Ergeb-
nissen fiihren, zeigt die Gegeniiberstellung des Ersatzstabverfahrens mit der analytischen
Bemessung von Druckstidben auf der Grundlage von DIN 1052:2005-08 von Kessel et al.
2005 [41]. Unter Vernachlidssigung des Beiwertes k,,,4, der in Kap. niher erldutert
wird, unterscheiden sich die Tragfihigkeiten, die nach den beiden Verfahren fiir Druck-
stidbe verschiedener Schlankheit ermittelt werden konnen, nur unwesentlich (Kap. .

3.2.2.2 Druck- und Zugfestigkeit von Bauholz

Die Tragfihigkeit von Holz nimmt sowohl auf Druck, als auch auf Zug bei zunehmendem
Kraft-Faser-Winkel stark ab. Die Abnahme im Zugbereich ist wesentlich grofer als im
Druckbereich. Werte fiir Festigkeiten bei Druck- und Zugbeanspruchungen parallel und
senkrecht zur Faser werden in der Literatur, z.B. schon bei Kollmann 1951 [43]] oder auch
bei Glos 1981 [31]], und in der Normung, z.B. EN 338: 2003-09 oder EN 1194:1999-05,
angegeben. Die Festigkeiten unter einem Winkel zur Faser konnen durch Niherungsglei-
chungen ermittelt werden.

Die Streuung der Druckfestigkeit unterscheidet sich stark von der der Zugfestigkeit. Dies
wird z.B. an den in den Normen angegebenen Mittel- und 5-Prozent-Quantilwerten deut-
lich. In DIN 68364:2003-05 [3]] sind die Mittelwerte fiir kleine, storungsfreie Proben an-
gegeben. Die Probekorper fiir die Testreihen, die dieser Norm zu Grunde liegen, wur-
de bewusst so hergestellt, dass die Fasern randparallel verlaufen und sich keine Storun-
gen des parallelen Faserverlaufs wie Aste im Probekorper befinden. Die Zugfestigkeit fiir
Fichte parallel zur Faser ist in DIN 68364:2003-05 [3] mit f; = 95N /mm? mehr als dop-
pelt so groB wie die Druckfestigkeit mit f. = 45N /mm?. In EN 338:2003-09 [4] sind die
5-Prozent-Quantilwerte fiir die verschiedenen Nadelholz-Festigkeitsklassen angegeben.
Diese Festigkeitsklassen reprisentieren Testreihen von Bauholz, das mit allen normaler-
weise vorkommenden Abweichungen von der idealen Struktur untersucht wurde. In der
in Deutschland giingisten Festigkeitsklasse C24 ist die Zugfestigkeit mit f; = 14N /mm?
nicht mehr doppelt so groB3, sondern nimmt nur noch nur zwei Drittel des Wertes der
Druckfestigkeit f. = 21N/mm? an. In den niedrigeren Festigkeitsklassen, die Holz mit
vielen Storungen repréisentieren, nimmt das Verhiltnis von Zug- zu Druckfestigkeit wei-
ter ab, wihrend es in den hoheren Festigkeitsklassen, die Holz mit wenigen Stérungen
der idealen Holzstruktur reprisentieren, ansteigt. Fiir die Festigkeitsklasse C45 werden
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Druck- und Zugfestigkeit gleich groB angegeben (f; = f. = 27N /mm?) und in der hochs-
ten Festigkeitsklasse C50 nimmt die Zugfestigkeit einen groleren Wert als die Druckfes-
tigkeit an. Daran wird deutlich, dass die Storungen im Holz einen wesentlich groeren
Einfluss auf die Zug- als auf die Druckfestigkeit haben. Eine Erkldrung ist, dass mit zu-
nehmender Schrigfaserigkeit und Astigkeit auch die Wahrscheinlichkeit zunimmt, dass
ein eigentlich parallel zur Stabachse beanspruchter Stab unter einem groen Winkel zur
Faser beansprucht wird. Und da die Festigkeit senkrecht zur Faser bei Zugbeanspruchung
viel kleiner ist als bei Druckbeanspruchung, fillt die Festigkeit mit zunehmenden Storun-
gen auch stirker ab.

Trotz der sehr unterschiedlichen Streuung der Festigkeitswerte unterliegen beide Festig-
keiten der gleichen statistischen Verteilung. Nach Steiger 1996 [63] werden sowohl die
Zug- als auch die Druckfestigkeit durch die Weibull-Verteilung, die von Weibull 1939
[69]] erstmals hergeleitet wurde, ausreichend gut beschrieben. Mit der Weibull-Verteilung
kann, bei Kenntnis der notwendigen Verteil-Parameter, fiir jeden Beanspruchungszustand
eine Versagenswahrscheinlichkeit angegeben werden. Allerdings wird im allgemeinen nur
bei der Zugfestigkeit die Anderung der Versagenswahrscheinlichkeit beriicksichtigt, die
sich bei veriandernderter Form der Zugbeanspruchung bzw. bei gedindertem Zugbeanspru-
chungsbereich einstellt. Bei der Druckfestigkeit wird die Anderung der Versagenswahr-
scheinlichkeit aufgrund des gutmiitigen, plastizierenden Versagens im allgemeinen ver-
nachléssigt.

Burger [16] gibt 1998 fiir die Versagenswahrscheinlichkeit bei einer vorhandenen Zug-
spannung ¢ die Gleichung der Weibull-Verteilung

S(o) = 1—¢ W (%) 3.1)
mit

0, = Ortsparameter (entspricht der Mindestfestigkeit des Materials)
oy= Malstabsparameter (entspricht der Streuung der Verteilung)

k = Formparameter und

V = Volumen des Bauteils

an.

3.2.2.3 Biegefestigkeit von Bauholz

Die Biegefestigkeit von Bauholz ist eigentlich keine echte Materialeigenschaft. Sie ist
ein Hilfswert, der aus den Druck- und Zugfestigkeiten unter Beriicksichtigung der Span-
nungsverteilung iiber den Querschnitt parallel zur Faser konstruiert wird. Druck- und Zug-
versuche an Bauteilen mit realen Abmessungen sind wegen der grossen Krifte, die in das
Bauteil einzuleiten sind, sehr aufwendig. Dies gilt besonders fiir Zugversuche. Biege-
versuche sind wesentlich einfacher und kostengiinstiger durchzufiihren. Daher werden in
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DIN EN 384:2001-02 ([2]) Gleichungen angegeben, mit deren Hilfe zunéchst die Biege-
festigkeit

MBruch

W (3.2)

fm:Gm:

mit Wz = b-h? /6 stochastisch aus den Versuchsergebnissen ermittelt werden kann. Davon
abhiéngig werden dann die Druck- und Zugfestigkeiten berechnet.

Die Biegefestigkeit setzt sich zusammen aus der Druck- und der Zugfestigkeit von Holz
parallel zur Faser. Wihrend bei Uberschreiten der Festigkeit das Holz im Druckbereich
plastische Verformungen aufweist, reilen im Zugbereich bei Erreichen der Festigkeit die
Fasern und das Versagen des Querschnitts tritt ein. Die Zugfestigkeit ist jedoch abhéngig
von der Beanspruchungssituation. Die Versagenswahrscheinlichkeit von Holz bei einer
bestimmten Beanspruchung wird durch Gl. (3.I) beschrieben. Colling beschreibt 1986
[23] den Einfluss des Volumens und der Spannungsverteilung auf die Festigkeit von Holz-
staben unter Beriicksichtigung von GI. (3.1). Er zeigt dort, wie durch das Gleichsetzen der
Versagens- bzw. Uberlebenswahrscheinlichkeit von zwei verschiedenen Spannungsver-
teilungen iiber die Trigerldnge die anzunehmende charakteristische Festigkeit angepasst
werden kann. Zur Bestimmung der Biegefestigkeit wird der Vierpunktversuch angewen-
det. Colling zeigt, wie die charakteristische Biegefestigkeit fiir andere Beanspruchungs-
situationen mit Hilfe der Weibull-Verteilung modifiziert werden kann.

Burger und Glos [15] beschreiben 1997 das Verhiltnis von Zug- zu Biegefestigkeit durch
die nicht dimensionsechte Gleichung

Ji_ 0,24 f9.28 (3.3)
Jm

indem sie die verschiedenen Zugspannungsverteilungen iiber den Querschnitt und die
verschiedenen Volligkeiten der Momentenlinie (4-Punkt-Versuch) bzw. der Normalkraft
(Zugversuch) bei der Ermittlung der Festigkeiten im Versuch beriicksichtigen. Die Glei-
chung ergibt dann sinnvolle Ergebnisse, wenn fiir die Festigkeiten die Einheit N /mm?
eingestezt wird. Auerdem ermitteln Burger und Glos durch 2642 Zug- und 1739 Biege-
versuche die unterschiedlichen Verteilparameter k in Gl. (3.)) fir Biegung und Zug. Das
Verhiltnis der beiden Parameter, die sie k; und k,, nennen, wird ebenfalls beriicksichtigt.
Es ist dafiir verantwortlich, dass das Verhéltnis f;/ f,, mit steigender Biegefestigkeit gro-
Ber wird.

Auch bei der Druckfestigkeit gibt es eine Abweichung von der Biegefestigkeit. Im All-
gemeinen ist die Druckfestigkeit kleiner als die angenommene Biegefestigkeit. Dass den-
noch auch fiir die Biegung ein auf der sicheren Seite liegendes Ergebnis ermittelbar ist,
liegt daran, dass Holz auf Druck ein plastisches Versagensverhalten aufweist. Wird die
Druckfestigkeit im Druckbereich iiberschritten, bildet sich ein plastizierter Druckbereich
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Bild 3.5: Spannungsverteilung bei Annahme rein elastischer (links) und bei Annahme
elastisch-plastischer (rechts) Druckspannungen

aus, der weiterhin eine hohe Tragfdhigkeit besitzt. In Bild sind einerseits die nach
Norm vereinfachend fiir die Bemessung angenommene Spannungsverteilung und anderer-
seits, die, welche sich einstellt, wenn der Druckbereich plastiziert, bei gleich bleibender
Biegezugfestigkeit, jeweils fiir reine Biegebeanspruchung von Vollholz der Festigkeits-
klasse C24 dargestellt. Der Unterschied in den beiden Modellannahmen stellt sich durch
eine stirkere Kriimmung des plastizierenden Modells dar. Beim plastizierenden Modell
ist also eine geringere Steifigkeit des Querschnitts anzunehmen. Allerdings ist erstens der
Unterschied gering und zweitens wird die Steifigkeit durch die experimentelle Untersu-
chung des E-Moduls ermittelt, so dass sich keine Nachteile bei der Bemessung nach dem
rein elastischen Modell mit erhohten Biegedruckfestigkeiten ergeben.

In Bild [3.5]ist links die Spannungsverteilung bei Erreichen der Beanspruchbarkeit unter
Annahme rein elastischer Biegespannungen fiir Druck und Zug dargestellt. Rechts ist die
Spannungsverteilung bei Beanspruchung durch ein ebenso grosses Moment (wie links)
unter Annahme einer geringeren Biege-Druckfestigkeit mit ideal-elastisch-plastischem
Verhalten abgebildet. Beide Darstellungen sind mafBstabsgerecht fiir die Festigkeitsklas-
se C24. Es wird deutlich, dass die Kriimmung x nur um ein sehr geringes Maf3 beim
elastisch-plastischen Ansatz fiir den Druckbereich grofer ist als beim ideal-elastischen
Ansatz. AuBlerdem weicht die Verteilung der Zugspannungen iiber den Querschnitt bei
elastisch-plastischem Ansatz nur unwesentlich von der Verteilung der Zugspannungen
bei ideal-elastischem Ansatz ab.

3.2.2.4 Schubfestigkeit von Bauholz

In der Normung wird dhnlich wie beim Torsions-Schubmodul die Torsionschubfestigkeit

gleich der 'normalen’ Schubfestigkeit angenommen. 1977 stellten Mohler und Hemmer

umfangreiche Untersuchungen zur Schubfestigkeit von Bauholz an. Die Bemessung bei

reiner Torsionsbeanspruchung erfolgt nach [S0] in EN 1995:2005-12 bzw. DIN 1052:2004-
08 mit der Bemessungsgleichung
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Tiord

<1 34
fv,d ( )

und bei Kombination von Schubbeanspruchungen aus Torsion und Querkraft nach [49]
mit

2 2
Trord Ty,d) (Tz,d)
— 4+ (=) +| =) <1 3.5
fv,d (fv,d fv,d

wobei f, 4 der Bemessungswert der Schubfestigkeit ist.

Die Ergebnisse von Priifungen zur Ermittlung der charakteristischen Schubfestigkeit hin-
gen stark von der Form der Probe ab. Bei den iiblichen Probenformen *Wiirfel’ und
"Kreuz’ weichen die Ergebnisse etwa um den Faktor 1,35 voneinander ab [3]. Aufgrund
neuerer Untersuchungen von Briininghoff und Klapp [[12] wurde festgestellt, dass die cha-
rakteristischen Schubfestigkeitswerte in der Normung zu hoch angenommen wurden. Fiir
Brettschichtholz wird in dieser Arbeit f,x =2,7N/ mm? benutzt.

3.2.2.5 Elastizitit von Bauholz

Holz ist ein anisotroper Werkstoff. Es kann also nicht wie ein isotroper Werkstoff durch
einheitliche Werte fiir den Elastizititsmodul (E), den Gleitmodul (G) und die Querdehn-
zahl (v) beschrieben werden. Statt dessen gibt es insgesamt 9 Elastizitdtszahlen, jeweils
drei fiir den Elastizititsmodul, den Gleitmodul und die Querdehnzahl. Bei ansonsten kon-
stanten Umgebungsbedingungen gelten die Gleichungen

&€ =811 0x+ 5120y +513:0; (3.6)
€ =521 - Oy + 522+ Oy + 523 - O (3.7)
€ =831 Ox+ 5320y + 533 0; (3.8)
Yz = 544" Tyz (3.9)
Yox = 855 * Tex (3.10)
Yry = 66 Ty 3.1

des Elatizititsgesetzes fiir das rhombisch-anisotrope Materialmodell. Dabei gilt fiir die
E-Moduln
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1

Ex=— (3.12)
S11
1

E, = — (3.13)
$22
1

E.=— (3.14)
533

1
Gy = — (3.15)
S44
1
Gu=— (3.16)
855
1
Gy = —. (3.17)
S66

Fiir die Querdehnzahlen lassen sich so einfache Beziehungen nicht angeben, sie sind je-
doch abhiéngig von den Elastizitdtszahlen 51>, 513 und 523 und den E-Moduln. Die Elasti-
zitdtszahlen von Fichtenholz hat Neuhaus 1981 [52] in Abhiingigkeit von der Holzfeuchte
intensiv untersucht. Die Ergebnisse fiir eine iibliche Holzfeuchte von 20 Prozent zeigen,
dass der E-Modul in Faserrichtung etwa den 20-fachen Wert der E-Moduln senkrecht zur
Faser annimmt. Senkrecht zur Faser wird unterschieden in den etwa 1,5-fach grof3eren
tangentialen E-Modul und den kleineren radialen E-Modul. Da bei Bauholz aber diese
beiden Richtungen nicht auseinander zu halten sind, wird in der Normung ein gemittelter
Wert angenommen.

Entspechend der Arbeitslinie nach Glos fiir Beanspruchungen parallel zur Faser kann
auch der E-Modul in Abhéngigkeit von der Dehnung, wie in Bild dargestellt werden.
Bei der vereinfachten Annahme eines rein elastischen Verhaltens im Zugbereich und ei-
nes ideal-elastisch-plastischen Verhaltens im Druckbereich wird von einem im elastischen
Bereich konstanten E-Modul, im plastischen Bereich von einem nicht Vorhandensein des
E-Moduls ausgegangen.

Der Gleitmodul fiir die Querschnittsebene (yz) von Stiben aus Bauholz nimmt nach Neu-
haus [52]] etwa den Wert von einem Zwanzigstel des Werts der Gleitmoduli in den beiden
anderen Ebenen (xy und xz), die untereinander nur eine geringe Abweichung aufweisen,
an. Die Schubbeanspruchung in der Querschnittsebene von Holzstiben wird auch Roll-
schub genannt. In der Normung wird der zugehorige Roll-Schubmodul Gy, mit einem



3.2 Baustoff Holz im mechanischen Modell 59

>

Bild 3.6: Elastizititsmodul parallel zur Faser in Abhédngigkeit von der Dehnung nach Glos

Zehntel des ‘normalen’ Schubmoduls, Mittelwert aus G,, und G, angesetzt. Fiir den
kippgefihrdeten Biegestab ist vor allem der Torsions-Schubmodul von Bedeutung, der
sich, wie in Bild [3.7]leicht zu erkennen ist, durch

Gr = Gt Oy (3.18)
2

ermitteln lasst. Der Torsions-Schubmodul entspricht damit genau dem in der Normung als

Schubmodul angegebenen Wert. In diesem Zusammenhang seien noch die Untersuchun-

gen zum Verhalten von Bauholz von Mohler und Hemmer 1977 [50], Ewald und Lischke

1984 [28] sowie Scharr 1986 [61] genannt.

e

7

Bild 3.7: Darstellung der aktivierten Gleit-, bzw. Schubmodule bei Torsionsbeanspru-
chung nach Scharr [61]]

My
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3.2.3 Materialverhalten unter Langzeitbeanspruchung

Holz weist unter Langzeitbeanspruchung ein zeitabhingiges Materialverhalten auf. Die-
ses Verhalten wird auch als Kriechen bezeichnet. In Abhéngigkeit von der Beanspru-
chungsart (Zug, Druck, Biegung, Schub, Torsion), dem Belastungsgrad, der Umgebungs-
temperatur, der Holzfeuchte und den Wuchseigenschaften des Holzes nimmt die Verfor-
mung mit ansteigender Belastungsdauer zu. Umfangreiche Untersuchungen des Kriech-
verhaltens von Holz und Holzwerkstoffen wurden unter anderem von Gressel 1984 [32]]
allgemein, Rautenstrauch 1989 [S9] zum Verhalten von Biegetrigern und Benning 1997
[9] zum Verhalten bei Torsionsbeanspruchung durchgefiihrt.

Die Beriicksichtigung der Kriechverformungen kann vereinfacht durch das Verfahren
nach DIN 1052:2004-08 [S]] Kapitel 8.3 erfolgen. Dort wird vorgeschlagen, die Steifigkeit
von druckbeanspruchten Bauteilen mit einem Lastanteil stindiger Lasten von mehr als 70
Prozent durch den Faktor 1/(1 + k4. r) abzumindern. Eine Erweiterung dieser Methode
auf kippgefihrdete Biegetriger ist in grober Niherung moglich. Es muss allerdings dabei
beriicksichtigt werden, dass die Kriechverformungen aus Torsionsbeanspruchung gréfer
als die aus Biegebeanspruchung sind.

Eine genauere Methode ist die von Teichmann 2006 [64] vorgeschlagene. Durch Néhe-
rungslosungen lassen sich die Verformungen aus Kriechen hinreichend genau ermitteln.
Diese konnen dann als zusitzliche Vorverformung fiir eine Bemessung berticksichtigt
werden. Es ist zu erwarten, dass Frau Teichmann zu diesem Thema in nichster Zukunft
eine Dissertation verdffentlichen wird.

Neben den Verformungen, die bei Langzeitbeanspruchung zunehmen, werden auch die
Festigkeitseigenschaften beeinflusst. Die Festigkeiten nehmen bei Langzeitbeanspruchung
ab. Diesem Zusammenhang wird in DIN 1052:2004-08 durch den Beiwert k,,,,; Rechnung
getragen. Der Beiwert k,,,; beriicksichtigt neben der Dauer der Beanspruchung auch noch
die klimatischen Umgebungsbedingungen, d.h. vor allem die Luftfeuchtigkeit der Umge-
bung des eingebauten Bauteils. Im Allgemeinen mindert der Beiwert ,,,,; die Festigkeiten
ab. Bei sehr kurzen Beanspruchungen, hervorgerufen z.B. durch Anpralllasten, werden
die Festigkeiten durch den Beiwert k,,,,; auch erhoht.

Bauwerke in Holzbauweise zeichnen sich im Allgemeinen dadurch aus, dass der Anteil
des Eigengewichts an der Gesamtbelastung gering ist. In dieser Arbeit wird daher der Ein-
fluss des Kriechens auf das Tragverhalten von kippgefidhrdeten Biegestiben nicht genauer
untersucht. Untersuchungen zum Langzeittragverhalten von durch Stabiltitsversagen ge-
fihrdeten Bauteilen werden z.b. bei Rautenstrauch 1992 [59], Benning 1997 [9], Schulte
1998 [162]] und Becker 2002 [8]] beschrieben.
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4 Tragfahigkeit von Holzquerschnitten

4.1 Analytische Ermittlung der Querschnittstragfihigkeit von
rechteckigen Holzstiben

4.1.1 Allgemeines

Wesentlich fiir die Tragfihigkeit von Druck- und Biegestidben sind die Beanspruchungen
parallel zur Faser. Die Lingsspannungen werden durch eine Kombination aus Normal-
kraft und den Biegemomenten um die starke sowie um die schwache Achse des Quer-
schnitts erzeugt. Die Querschnittstragfihigkeit gibt an, gegeniiber welcher Kombination
dieser drei SchnittgroBen der Querschnitt gerade noch Widerstand leisten kann, bevor er
versagt.

Chen fiihrt umfassende Untersuchungen der Querschnittstragfihigkeit von Materialien
mit ideal-elastisch-plastischem Verhalten durch. Unter anderem in den Veroffentlichun-
gen mit Santathadaporn 1969 [21]] und mit Atsuta 1972 [18], 1973 [[19] sowie 1976 [20]]
beschreibt er die Tragfihigkeit von Querschnitten aus Stahl und Mauerwerk sowie de-
ren Auswirkung auf das Tragverhalten von knickgefahrdeten Bauteilen. Sowohl Stahl als
auch Mauerwerk weisen jedoch im Zugbereich ein grundsitzlich anderes Tragverhalten
auf als Holz, so dass eine Ubertragung der Ergebnisse auf Holz nicht moglich ist.

Kersken-Bradley [38] gibt 1981 eine theoretische Beschreibung der Querschnittstragfa-
higkeit auf der Grundlage statistischer Daten iiber das Festigkeitsverhalten von Priifkor-
pern an. Experimentelle und theoretische Untersuchungen der Querschnittstragfahigkeit
hat Buchanan 1984 durchgefiihrt und unter anderem in seiner Dissertation [[14] dargestellt.
Kersken-Bradley und Buchanan untersuchen dabei vor allem das ebene (zweidimensio-
nale) Modell. Zweiachsige Biegung wird nur von Kersken-Bradley behandelt, dort aber
auch nur am Rande.

Das von Glos beschriebene elastisch-plastische Materialverhalten von Holz im Druckbe-
reich (siehe Kap.[3.2.1.T)) lasst sich in guter Nidherung durch die ideal-elastisch-plastische
Arbeitslinie in Bild 4. 1| beschreiben. Mit dieser Arbeitslinie wird hier zunéchst die Quer-
schnittstragfihigkeit ermittelt. Welchen Einfluss eine Verdnderung der vereinfachten Ar-
beitslinie in Richtung der Kurven a und b in Bild [3.2] hat wird in Kap. 4.3.2 durch nume-
rische Vergleichsrechnungen tiberpriift und erlédutert.

4.1.2 Definition der Vorzeichen

Im vorherigen Kapitel werden im Gegensatz zur allgemeinen Konvention Druckkrifte als
positiv und Zugkrifte als negativ definiert. Grund dafiir ist, dass knick- und biegedrill-
knickgefidhrdete Bauteile im Allgemeinen durch Druckkrifte beansprucht werden. Zug-



62 4 Tragfihigkeit von Holzquerschnitten

Zug
fm,d— 777777777777777777777777777 .
o=arctan Eg 54
€c,0,d i
} —-€
€m,d
b
e
— feod
~ -
~N - _ ~
Druck

Bild 4.1: Vereinfachte Arbeitslinie zur Bemessung von Holzbauteilen

krifte nehmen bei dieser Problematik eine untergeordenete Rolle ein.

Bei der in diesem Kapitel behandelten Problematik der Querschnittstragfahigkeit werden
Druck- und Zugspannungen sowie Druck- und Zugdehnungen nach der herkémmlichen
Methode definiert, d.h. Druckspannungen und -dehnungen sind negativ und Zugspannun-
gen und -dehnungen sind positiv. Denn die Ergebnisse sind allgemein fiir den Holzbau
giiltig und betreffen nicht nur knick- bzw. biegedrillknickgefdhrdete Bauteile. Aulerdem
ist so auch eine Vergleichbarkeit mit z.B. den Ergebnissen von Chen und Atsuta [20] ge-
wihrleistet. Um Missverstindnissen vorzubeugen, werden in allen Darstellungen Druck-
und Zugbereiche deutlich gekennzeichnet.

4.1.3 Querschnittstragfihigkeit im ebenen Modell

Der besseren Nachvollziehbarkeit wegen wird zunéchst die Querschnittstragfihigkeit ei-
nes rechteckigen Biegetriagers am ebenen Modell ermittelt. Dabei wird davon ausgegan-
gen, dass der Querschnitt nur eine Kombination aus Normalkraft und dem Moment um
die starke Achse aufnehmen muss. Das Moment um die schwache Achse sei vernachlis-
sigbar klein.

4.1.3.1 Einfluss des Plastizierens

Unter der Voraussetzung des Ebenbleibens des Querschnitts ist ein Modell fiir die Quer-
schnittstragfihigkeit eines Biegetridgers abhéngig von der Kriimmung um die starke Ach-
se Ky, der maximal moglichen Randdehnung im Zugbereich & und der Grenzdehnung
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£, bei der das Holz im Druckbereich vom elastischen zum plastischen Materialverhalten
ibergeht. Die Randdehnung im Druckbereich kann theoretisch unendlich gro3 werden.
Inwieweit eine Begrenzung der Druckdehnung sinnvoll ist, wird in Kap. 4.3.2]untersucht.
Zunichst wird hier davon ausgegangen, dass die Druckdehnung keiner Begrenzung unter-
liegt. Unter der Annahme, dass am Zugrand genau die Maximalzugdehnung & erreicht ist,
konnen fiir alle Kriimmungen &, von Null bis Unendlich die jeweils von &, abhingigen
aufnehmbaren SchnittgroBen N, und M, berechnet werden. Bei der theoretischen Kriim-
mung kK, = oo ist der Querschnitt vollstindig tiberdriickt. In Bild ist der Ubergang
vom vollstdandig iiberzogenen zum vollstidndig tiberdriickten Querschnitt in den relevan-
ten Schritten dargestellt.

Der Dehnungsverlauf tiber die Hohe des ebenen Modells kann durch

e(z) = 1 - (z— g) ‘e .1

beschrieben werden. Der Spannungsverlauf ldsst sich nicht durch eine stetige Funktion
beschreiben. Allerdings kann mit Hilfe der Schreibweise des Foppel-Symbols

4.2)

X fir X>0
0 fir X <0,

die auch Chen und Atsuta 1976 [20] zur Beschreibung der Querschnittstragfahigkeit von
Stahl verwenden, eine iibersichtliche Formulierung in der Form

0(z) =E-[e(z) + (- (e(z) —&))] =

e (D) (- (s (- 2) vee)) 49

gefunden werden. Zur Ermittlung der Schnittgré8en muss die Spannungsverteilung in der
Form

Ny=b- / o(z) dz bzw. 4.4

h
)
My=b- /z~6(z) dz 4.5)
h
—3
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iber die Hohe integriert werden. Fiir die konkrete Berechnung der Schnittgroen bietet es
sich an, zunédchst wieder mit Fallunterscheidungen zu arbeiten. Fiir die Normalkraft ergibt
sich die Gleichung

h
3
E-b~fh(1<y(z—%)+8t) dz fiir zplg—]%
—3
Nx =
h
2 A Zpl i . h h
E-b- ”/;, (ky(z—5) +&) dz— fh (5 (z—3)+&—&) dz| fir 3>z, >—5
\ 2 -2
(4.6)
mit
h &—¢&

_h _ 4.7
=5 < 4.7)
Die Einschriankungen in Gl. konnen auch in der Form

h
e (& —&—1K-h) >0 und (4.8)

h h
§>zpl>—§ = (§—€&—Kk-h)<0 4.9)

beschrieben werden. Dieser Zusammenhang ist hilfreich, um die Losung der beiden Inte-
grale

E-b-

|
3 N\}\N\b

h -h
(Ky (Z_ 5) +8[) dz=E-b-h- (St— KyT> und (410)
[

h —1 )
E-b- (Ky (Z_E) +8,—ec) dZ:E-b-h-Z‘Ky.h-(é‘,—&‘c—Ky-h) 4.11)

(ST

mit Hilfe des Foppel-Symbols zu

Ky-h 1

2 _z.Ky.h'<_(8f_8C_Ky'h)>2 (4.12)

N:EA~P—
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zusammenzufassen. Analog zur Normalkraft kann auch die Gleichung fiir das aufnehm-
bare Moment M, hergeleitet werden. Unter Berlicksichtigung der Gleichungen GI. (4.7)
bis Gl. (4.9) ergibt sich aus

h
E-b [z (i (a—4) +a) de fir 2, < 4

0
E-b- fzz-(Ky(z—%)—l—&‘,) dz— [z (& (z— %) +&—e) dz| fir 2>z, >4
h
-3

(4.13)
mit den Losungen der Integrale
5
h E-b-h K
E-b-/z- Klz—=)+& ) di=—-— und (4.14)
2 12
_h
2
7 E-b h
K,
E-b |z (Ky(z——>—i—8t—8c> dz = (& ec—Ky-h)z-(st—sc—}—>
6K 2
-4
(4.15)
die Gleichung
E-b-h* Kk, E-b 2 Ky h
= e (@& Kkh) -(et—ec— > ) (4.16)
y

Eine Auflosung der Gleichungen Gl. (4.12) und Gl. (4.16) zur Beschreibung der direkten
Beziehung zwischen den aufnehmbaren SchnittgroBen Normalkraft und Moment ist auf-
grund der Fallunterscheidung, die hier durch das Foppel-Symbol dargestellt wird, nicht
moglich. Allerdings ist durch Einsetzen von Werten fiir die Kriimmung x;, jedes Werte-
paar aus Normalkraft und Moment ermittelbar.

4.1.3.2 Einfluss des Volumeneffekts

Fiir eine vollstindige Beschreibung der Querschnittstragfahigkeit muss zusétzlich noch
die in Kap. [3.2.2.3| beschriebene Verinderlichkeit der anzunehmenden Zugfestigkeit, bei
sich verdndernder Zugspannungsverteilung iiber das beanspruchte Volumen und gleich-
bleibender Versagenswahrscheinlichkeit beriicksichtigt werden. Dieser Einfluss kann an-
schaulich in den Verteilungseffekt und den Volumeneffekt unterschieden werden. Mit dem
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Bild 4.3: Spannungsverteilung bei reinem Zug (links) und bei reiner Biegung (rechts)

Verteilungseffekt wird die veridnderliche Versagenswahrscheinlichkeit bei unterschiedli-
chen Spannungsverteilungen und mit dem Volumeneffekt die verdnderliche Versagens-
wahrscheinlichkeit bei unterschiedlicher GroBe des beanspruchten Volumens beschrie-
ben. Da aber beide Effekte durch Gl. (3.1) erfasst werden kann und daher eine Unter-
scheidung der Effekte nicht notig ist, werden hier im Weiteren beide Effekte unter dem
Begriff Volumeneffekt zusammengefasst.

Um die Zugfestigkeitswerte fiir Querschnittsbeanspruchungen zwischen reiner Biegung
und reinem Zug, also einer kombinierten Biege-Zug-Beanspruchung, zu ermitteln, miiss-
te fiir jeden einzelnen Zwischenzustand der zugehdrige Verteilparameter k in Gl. (3.1))
bekannt sein. Das ist selbstverstindlich nicht der Fall. Allerdings ist der Unterschied der
beiden Verteilparameter k; und &, nicht sehr grof3. Burger und Glos [[15] haben bei ihren
Zug- und Biegepriifungen (siehe auch Kap. je nach Auswertungsart (2- bzw. 3-
parametrige Weibull-Verteilung) einen Unterschied von 15 bis 18 Prozent ermittelt. Der
Verteilparameter k,, nimmt dabei den groeren Wert an. Bei der Untersuchung des Verteil-
parameters k; unterscheiden Glos und Burger 1995 ([29]) zusitzlich noch einen Verteil-
parameter fiir die Lange und die Breite. Sie geben Werte fiir diese Parameter aus Untersu-
chungen an, die zwischen 1967 und 1991 von zahlreichen Wissenschaftlern durchgefiihrt
wurden. Dabei haben sie vor allem bei &dlteren Untersuchungen aus den verdffentlich-
ten Priifungsergebnissen die Verteilparameter fiir die zweiparametrige Weibullverteilung
selbststidndig errechnet. Der fiir die Querschnittstragfihigkeit wesentliche Parameter fiir
die Breite nimmt dabei im Wesentlichen Werte zwischen 2,0 und 10,0 an. Anhand dieser
grolen Abweichungen ist zu erkennen, dass der Verteilparameter k bezogen auf eine be-
stimmte Beanspruchungsart bereits einer sehr grossen Streuung unterliegt. Die zusitzliche
Abweichung fiir die verschiedenen Beanspruchungsarten Biegung und Zug sind demge-
geniiber vergleichsweise klein. Die Annahme eines fiir Biegung und Zug gleich gro3en
Verteilparameters stellt demnach eine zuldssige Vereinfachung dar.

Bei einem bekannten Verhiltnis f;/ f;, einer Grundgesamtheit von Holzern, wie z.B. der
Festigkeitsklasse C24, kann ein konstanter Hilfsverteilparameter fiir diese Grundgesamt-
heit, genannt kj,, ermittelt werden. Dies soll im Folgenden gezeigt werden.
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Da es sich hier um eine Untersuchung der Querschnittstragfdahigkeit handelt, kann der
SchnittgroBenverlauf tiber die Trédgerldnge vernachlédssigt werden. Sind die Verldufe der
Normalkraft und des Moments bekannt, ist eine entsprechende Anpassung des Verhilt-
nisse f;/ f,, moglich. Dieser Einfluss soll hier aber nicht weiter untersucht werden, zumal
in der Normung ein solches Vorgehen fiir die Bemessung auch nicht vorgesehen ist.

Es wird weiter davon ausgegangen, dass bei reiner Biegung die Zugspannungen iiber die
Hohe des Querschnitts ndherungsweise durch

O (2) = Omyo 4.17)

L
12

fiir z > 0 beschrieben werden. Dies ist vertretbar, da auch bei einer kleineren Druckfes-
tigkeit und dem Plastizieren des Druckbereichs bei reiner Biegung die Zugspannungen
annihernd nach Gl. verteilt sind (siehe Bild [3.5)). Bei reiner Zugbeanspruchung
stellt sich die Spannungsverteilung iiber den Querschnitt (die Hohe) nach

01(z) = o1 (4.18)

ein (Bild 4.3). Unter der Bedingung, dass fiir beide Spannungsverteilungen die gleiche
Versagenswahrscheinlichkeit herrscht und diese durch eine zweiparametrige Weibullver-
teilung mit dem Verteilungsparameter k; beschrieben werden kann, ergibt sich der Zu-
sammenhang
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S(6;) = S(G) 4.19)
h/2 (91,0~ Ou khd h/2 ( om—ou khd
1o T (ar) My () e

(S ()
h/2
ki h/z .2\ ke ki
e g) o (G) = () e (5)
(974 M * M
ky ky ky+110/2 ky ky ky+1
Ny G0\ " _ [ Om2 el _ ([ Omo 1 (h/2)
oM N Oy - kp+1 0 N oy h/2 kp+1

Ly (O _h 1 o)\
M 2kp+1 \oum

=

zwischen der charakteristischen Zugfestigkeit f; o = o; o und der charakteristischen Biege-
Zug-Festigkeit f,,, = 0,, 0. Durch iterative Berechnung kann der Verteilungsparameter kj,
ermittelt werden. Bei den in Deutschland géngisten Festigkeitsklassen C24 und Gl 24h
sind die charakteristischen Werte fiir die Zugfestigkeit mit f; o = 14N/ mm? (C24) bzw.
fio=16,5N/ mm? (Gl 24h) und fiir die Biegefestigkeit mit f,,, = 24N/ mm? (C24 und Gl
24h) in [1]] und [4] angegeben. Iterativ ldsst sich errechnen, dass die Verteilung in die-
sen Festigkeitsklassen nidherungsweise durch Verteilungsparameter mit etwa dem Wert
kyp = 4,4 fiir C24 und k;, = 7,3 fiir Gl 24h angegeben werden kann.

Die Wahrscheinlichkeit eines Zugversagens des Querschnitts fiir eine beliebige Biege-
Zugspannungsverteilung, im Folgenden o;(z) genannt, wird durch



70 4 Tragfihigkeit von Holzquerschnitten

( h
2
1—exp |— [ [0:(2)]" dz fiir 0<—4
h
| 2
S[ot(z)] = min = (4.20)
5
2 k, .. h
l—exp |— [[o:(2)]"dz fiir 20> —5
20
h )
2 20
e |- / [Gt(z)]k”dz—<— / [Gt(z)]k”dz>
_h h
2 2
mit
el & 4.21)
2 K

beschrieben. Die Zugfestigkeiten fiir reinen Zug und reine Biegung sind bekannt. Daraus
kann, wie in GI. dargestellt, der Verteilungsparameter k;, bestimmt werden. Damit
sind alle Parameter bekannt, um in Abhéngigkeit von der Biegezugfestigkeit fiir reine Bie-
gung oy ,, die verdnderte Zugfestigkeit fiir jede beliebige Zugspannungsverteilung o;(z)
anzugeben. Mit dem Ansatz der Gleichheit der Versagenswahrscheinlichkeiten

S[o1(z)] = S[01m] (4.22)

ergibt sich

h
2

[G,(z)]khdz> =1l—exp|— thf%dz , (4.23)

h
2

l—exp |— [O',(Z)]k”dz—<—

h
2

<0

_h _h
2 2

woraus

20

/ [Gt(Z)]khdZ+<— / [crt(z)]"hdz> = / ol dz (4.24)

_h
2

folgt. Gl. (4.3) und Gl. (4.21) eingesetzt, liefert die Gleichung

Ekn [

ky+1 ky+1 Ekh'l’l k
e 1 AR G B e CE ROV B> :

W & m>
(4.25)
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die mit der Fallunterscheidung

N | —e,(kh“) fir (g—x,-h)<0
= (4.26)
N R Y s fir (& —#Ky-h)>0
yAul
k,+1 i
e =& = (6 — x| 4.27)

aufgelost werden kann. Diese Gleichung lésst sich fiir die Ermittlung einer beliebigen
Zugdehnung & nur iterativ 16sen. Um von reiner Druckbeanspruchung iiber reine Bie-
gung bis zur reinen Zugbeanspruchung schrittweise Momenten-Normalkraft-Wertepaare
auszurechnen, muss die Kriimmung K, in angemessener Schrittweite von nédherungs-
weise Null bis Unendlich gesteigert werden. Dieser Sachverhalt wird in Bild §.2] ver-
anschaulicht. Dabei miissen immer zunichst iterativ mit Hilfe von Gl. die aktu-
elle Zugfestigkeit f; = E - & ermittelt und anschlieBend das jeweils aufnehmbare Mo-
ment und die aufnehmbare Normalkraft berechnet werden. Das Ergebnis kann durch
eine Kurve in einem Momenten-Normalkraft-Diagramm dargestellt werden. Der Ver-
lauf der Kurve ist abhingig vom Verhiltnis der Druck- zur Biegezugfestigkeit. In Bild
sind die Momenten-Normalkraft-Interaktionen fiir einige Festigkeitsklassen mit ver-
schiedenen Druck-Biegezugfestigkeits-Verhiltnissen fiir einen bestimmten Querschnitt
(60mm/160mm) dargestellt. In Bild@.4|werden die Ergebnisse der zahlreichen von Bucha-
nan 1970 [14] durchgefiihrten Versuche den theoretisch ermittelten Ergebnissen gegen-
iibergestellt.
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Bild 4.4: Querschnittstragfihigkeit von nordamerikanischem Nadelholz nach den expe-
rimentellen Untersuchungen von Buchanan [14] (Punkte) und nach Gl. (4.12) und GL
(4.16) mit Gl. (4.27) unter Beriicksichtigung der 5-Prozent-Fraktilen der Festigkeitswerte
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Bild 4.5: Tragfdhigkeit eines 60/160 Querschnitts nach Gl. (¢.12) und Gl. {.16) mit Gl.
fiir verschiedene Festigkeitsklassen

4.1.4 Querschnittstragfihigkeit im riumlichen Modell

Analog zum ebenen Modell kann auch am rdaumlichen Modell die Querschnittstragfa-
higkeit eines rechteckigen Holzstabs ermittelt werden. Das zur Berechnung verwendete
Koordinatensystem ist in Bild 4.6 dargestellt.

4.1.4.1 Einfluss des Plastizierens

Ebenfalls unter der Voraussetzung des Ebenbleibens des Querschnitts ist die raumliche
Querschnittstragfahigkeit zusétzlich abhingig von der Kriimmung um die schwache Ach-
se K;. Unter der Annahme, dass der Querschnitt genau dann versagt, wenn die Zugdeh-
nung an einer Stelle tiberschritten wird, ist die Querschnittstragfihigkeit erreicht, wenn an
einer Ecke des Rechteckquerschnitts die maximal zuldssige Zugdehnung & auftritt. Der
Dehnungsverlauf kann somit fiir den Fall, dass die maximale Zugdehnung an der Stelle e
mit den Koordinaten (z.|y.) = (h/2|b/2) des in Bild[4.6]dargestellten Stabs erreicht wird,
durch

e(y,2) = Ky~ (Z_g)'i"(z‘ (y—g)-i—&‘t (4.28)

beschrieben werden. Die Spannungsspitze konnte auch in jeder anderen Ecke des Recht-
eckquerschnitts auftreten, qualitativ dndert sich dadurch jedoch nichts an den Ergebnis-
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Bild 4.6: Koordinatensystem im Querschnitt eines Biegestabs

sen. Der Spannungsverlauf wird analog zu GI. (4.3)) wieder unter Verwendung des Foppel-
Symbols durch

O'(y,z) =E- [8()7,Z) + <_ (S(y,z) _£C>>] =

P e o o)

(4.29)

dargestellt. Zur Ermittlung der Schnittgroflen muss in beide Richtungen des Querschnitts
integriert werden. Allgemein gelten die Gleichungen
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Bild 4.7: Spannungsverteilung eines durch Doppelbiegung und Normalkraft beanspruch-
ten Biegestabs

h b
33
Ny = //G(y,z) dydz und (4.30)
)
2 2
hob
2 2
M, = / /z~6(y,z) dydz und (4.31)
)
2 2
hob
2 2
M, = / /y-G(y,z) dydz. (4.32)

In Bild[.7]ist die Spannungsverteilung fiir eine beliebige Kombination aus den Momenten
My, und M, und der Normalkraft N, dargestellt. Die Gerade

K h &g—¢€ b
gpz(Z)Z—;:‘ <z—5) + ’KZ "= (4.33)

die parallel zur y-z-Ebene verlduft, gibt die Grenze zwischen dem linearen und dem plas-
tizierten Bereichs des Querschnitts an. Fiir die Integration sind auflerdem die in Bild
dargestellten Punkte z,; o und z,;,; wichtig, die durch
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gpi(zpi0) = —3

b
gpl(Zpl,l) = D)

festgelegt und somit durch

h+a—&
ipll0 = ~
2 Ky
h & —E& K
Zpli =5+ c—b-—
Ky Ky

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

bestimmt werden konnen. Aus der Anschauung (Bild ergibt sich fiir die Normalkraft

die Gleichung

pl,0 gpl
b
2
pl,1 gpl

_E//

[S1]

—&)) dydz

(4.38)

mit vier zu integrierenden Anteilen, deren Auflosung zu der Gleichung
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h b E

Nx:E'A'(St—Ky-E—KZ'§>+6.K—.K' —<—(8[—Sc—b'KZ)>3
Yy Z

3

—(—(a—&—h-K))

(4.39)
zusammengefasst werden kann. Analog konnen die Momente M, und M, iiber
hob
2 2
M, =E / /z -€(y,z) dydz (4.40)
_h_b
2 2
Ipl,0 8pl (Z)

210 &pi(2)
_E./ /Z-<—(8(y,z)—€c)> dydz

_b
2

h
2

Zpl,1 8pi\Z

(z)
_E./ z-(—(e(y,2) —&)) dydz

b
2

[T

bzw. durch die entsprechende Gleichung fiir M, zu

—<—(€[—86—h~Ky—b~KZ)>3'(£,—Sc—h-K’y—b~KZ)

3
My:E-Iy-Ky+m- +{—(&—€&—b- 1)) (& —&—2-h K —b k)
3
+{(—(&—€—h1)) (& —€—h- k)
4.41)

und
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2o (Z% —

Bild 4.8: Beliebige raumliche Zugspannungsverteilungen iiber den Querschnitt

3
—(—(e—&—hK—b k) (& —€&—hK—b-K)

M;=E LK+ (= (e —te—h-1)) (& — € —h-Ky—2-b-K)

241, K2
+(—(8,—£C—b-KZ)>3-(£,—sc—b-KZ)
4.42)

hergeleitet werden. Mit den drei Gleichungen (Gl. (4.39), Gl. (¢.41) und Gl. (4.42))) kann
nun die Querschnittstragfidhigkeit jeweils fiir ein Wertepaar der Kriimmungen k;, und «;
ermittelt werden.

4.1.4.2 Einfluss des Volumeneffekts

Des Weiteren muss noch die Anpassung der Zugfestigkeit an die Zugspannungsverteilung
iber den Querschnitt in die Berechnung einbezogen werden. Daher ist die Wahrschein-
lichkeit eines Zugversagens des Querschnitts fiir eine beliebige Zugspannungsverteilung
0;(y,z) zu bestimmen. In Bild |4.8|sind zwei mogliche Zugspannungsverteilungen darge-
stellt, die bei einer kombinierten N-M,-M,-Beanspruchung auftreten kdnnen. Die Gerade

Ky h & b
=—=\z—z]|+——= 4.43
o= (Z 2)+Kz 2 B

stellt die Spannungsnulllinie dar. Die Punkte zg ¢ und zo ; werden durch
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b
8pi(200) = —3 (4.44)
b

8pi(20,1) = 5 (4.45)
festgelegt und konnen zu

h &

e 4.46

00=75+ % (4.46)

h g
z()l_—+—t—b = (4.47)

2 K Ky

aufgelost werden. Damit ldsst sich analog zu Gl. (4.20) jetzt im rdumlichen Modell die
Gleichung

[Gz (32)]" dydz

|
= ==
— ol

]
=)
[
o
=)
—~
&)

NS

— i
%

- [07(y,2)] hdde>

Z
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k=)
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< 20(z
<ZO 1 8o

<_f2 { [o;(y,z>]"hdydz>

Sloi(y,2)] =1—exp (4.48)

IS
/,\T%N\w

[0:(v,2)] o dydz>

IS

zur Beschreibung der Versagenswahrscheinlichkeit fiir eine beliebige Zugspannungsver-
teilung ermitteln. Dabei kommt wie auch schon bei der einachsigen Biegung der verein-
fachte Hilfswert fiir die Form der Weibull-Verteilung k;, zur Anwendung. Durch Gleich-
setzen dieser Versagenswahrscheinlichkeit und jener fiir reine, einachsige Biegung S [0} ]

(siehe auch Gl. (4.22))

S[61(:2)] = S[0,m] (4.49)

ergibt sich der Ansatz
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- ) 3
+ / 07 (v,2 )]hdydz—< / / or(:2 ]”dde> (4.50)
20,1 go(2) 02 go(2)
_hob ho_b
2 2 2 2
—</ [ la:02) hdydz> </ [ la:0:2) hdydz>
20,1 go(2) 02 go(2)
n
2
= b / [01.m(2)]™ dz,
20,1
aus dem die Gleichung
A- gtkﬁln B 8[(2+kh)_<81_Ky‘h>(2+kh)_<8t_Kz'b>(2+kh)+<£t_Ky'h_Kz'b>(2+kh)
2-(1+ky) (L+kn) - (2+kn) - Ky~ Kz

(4.51)

folgt, aus der die Beziehung zwischen der Biegezugdehnung & ,, und der groBtmoglichen
Zugdehnung bei gleicher Versagenswahrscheinlichkeit fiir einen beliebigen Spannungs-
zustand & in Abhiéngigkeit von den Kriimmungen k;, und k;

2+kh <8z > (2+kn) (e — K‘Z-b>(2+kh) i <£ Ky h— K b> (2+k,)

Em=|2-
i A-(2+kp) K K

(4.52)

hergeleitet werden kann, die sich wiederum nur iterativ fiir & auflosen ldsst.

4.2 Darstellung der normierten Querschnittstragfihigkeit von
Bauholz

4.2.1 Darstellung der Querschnittstragfihigkeit von Bauholz der Festigkeitsklasse
C24

Eine allgemeinere Darstellung der Momenten-Normalkraft-Interaktion ist moglich, wenn
die Momente und Normalkrifte normiert werden. Dies geschieht durch Division der nach
Gl. (4.12) und Gl. (4.16) mit GL ermittelten SchnittgroBBen durch einen Referenz-
wert. Hier werden das maximale elastische Moment

b-h?
el — fmk 6 >0 (453)
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und die maximale (elastische) Normalkraft fiir Druckbeanspruchungen

Nel,c = fc,O,k -b-h>0 (4.54)

als Referenzwerte verwendet. In Bild [4.9] ist fiir die Festigkeitsklasse C24 eine rdumli-
che Darstellung dieser Querschnittstragfiahigkeit abgebildet. Diese Darstellungsform gibt
zwar einen guten Uberblick iiber das Tragverhalten eines Querschnitts aus Holz der Fes-
tigkeitsklasse C24, genaue Ergebnisse sind jedoch nicht ablesbar. Diese tropfenférmige
Hiillkurve ist doppelt symmetrisch. Die Ebenen, aufgespannt durch die x- und die z-Achse
und durch die y- und die z-Achse, sind die Symmetrie-Ebenen. Simtliche relevanten In-
formationen sind also bereits in einem Viertel dieser Hiillkurve enthalten.

Bild 4.9: Charakteristische Tragfahigkeit eines C24 Querschnitts

Bei der normierten Querschnittstragfdahigkeit ist die Momenten-Normalkraft-Interaktion
fiir beide Momente M, und M, équivalent. In Bild .10] ist beispielhaft die Ny — M-
Interaktion fiir verschiedene Ausnutzungsgrade oy o, = M, /M, ,; dargestellt. Dabei er-
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gibt sich durch Austauschen von My, und M, die Ny-M,-Interaktion fiir verschiedene Aus-
nutzungsgrade Oy ¢y = My /M, .

Zug

N 12

Druck

-1,5

Bild 4.10: Charakteristische Tragfidhigkeit eines C24 Querschnitts, M,-N-Interaktion bei
verschiedenen Auslastungsgraden von M,

Die M,-M_-Interaktion fiir verschiedene Ausnutzungsgrade oy .; = Nx/Ny . ist tibersicht-
lich nicht in einem Diagramm abbildbar. In Bild 4. TT]ist die My, — M_-Interaktion im Zug-
bereich und in Bild im Druckbereich dargestellt.

Die Diagramme in Bild .11 und Bild 4.12] sind unabhingig vom Verhiltnis h/b. Es wird
deutlich, dass sowohl bei zusétzlicher Druck- als auch bei zusitzlicher Zugbeanspruchung
eine Reserve gegeniiber einer linearen Interaktionsannahme vorhanden ist. Diese Reserve
ist fiir Querschnitte ohne Druckbeanspruchung fast ausschlie8lich auf die grolere Zugfes-
tigkeitsannahme aufgrund des Volumeneffekts zuriickzufiihren. Ohne Beriicksichtigung
des Volumeneffekts verlauft die M,-M,-Interaktion mit Zugbeanspruchung nahezu linear.
Bei vorhandener Druckbeanspruchung nimmt der Einfluss des Volumeneffekts ab, da der
Anteil der Zugbeanspruchung des Querschnitts abnimmt. Dagegen nimmt der Einfluss
des Plastizierens zu.
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Bild 4.11: Charakteristische Tragfahigkeit eines C24 Querschnitts, M,-M,-Interaktion bei
verschiedenen Ausnutzungsgraden der Normalkraft (Zug)

4.2.2 Darstellung der Querschnittstragfihigkeit von Bauholz der Festigkeitsklasse
Gl 24h

Die Untersuchung der Querschnittstragfihigkeit von Brettschichtholz der Festigkeitsklas-
se Gl 24h ergibt qualitativ keine wesentlichen Unterschiede zu der Querschnittstragfi-
higkeit des Vollholzes der Festigkeitsklasse C24. Daher wird hier auf die Darstellung der
Ergebnisse der Untersuchungen, die auch schon fiir Holz der Festigkeitsklasse C24 durch-
gefiihrt wurden, verzichtet.
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Bild 4.12: Charakteristische Tragfahigkeit eines C24 Querschnitts, M,-M_-Interaktion bei
verschiedenen Ausnutzungsgraden der Normalkraft (Druck)

4.3 Weitere Untersuchungen zur Querschnittstragfihigkeit von
Bauholz

4.3.1 Untersuchung des Einflusses verinderter Arbeitslinien auf die
Querschnittstragfihigkeit

Durch eine weitere Untersuchung mit Hilfe der FE-Methode soll der positive Einfluss des
"Buckels’ in der Arbeitsline, Kurve a in Bild [3.2] und der negative Einfluss der Ausrun-
dung der Arbeitslinie, Kurve b in Bild [3;2], auf die Momenten-Normalkraft-Interaktion im
Druckbereich untersucht werden. Fiir die FEM-Analyse wurden fiir die Arbeitslinie mit
"’Buckel’ die in Bild als Kurve A bezeichnete und fiir die ausgerundete Arbeitslinie
die in Bild {.13] als Kurve B bezeichnete Niherungskurve verwendet. Ergebnis der Un-
tersuchung ist, dass die Verwendung der Arbeitslinien A und B nur eine unwesentliche
Veridnderung der Tragfihigkeiten ergeben, allerdings nehmen die Verformungen bei Ver-
wendung der Arbeitslinie B zu.
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Bild 4.13: Vereinfachte Arbeitslinien fiir die Modellierung von Holz bei Druck- und Bie-
gebeanspruchung

4.3.2 Untersuchung der Dehnungsbegrenzung im Druckbereich

Beim Ubergang von reiner Biegung zu reinem Druck nimmt die Kriimmung und damit
die Dehnung im Druckbereich stark zu. Bei einer zu grolen Dehnung verliert das Bauteil
seine Gebrauchstauglichkeit. Bla nimmt 1987 [10] bei der Untersuchung von Drucksti-
ben eine Grenzdehnung im Druckbereich von 5 Prozent an. Eine Berechnung der Quer-
schnittstragfihigkeit unter Beriicksichtigung dieser Grenzdehnung zeigt, dass ihre Be-
riicksichtigung nur einen sehr geringen Einfluss auf die Tragfihigkeit hat. In Bild {.14]
sind die Tragfidhigkeiten fiir einen C24 Querschnitt bei verschiedenen Dehnungsbegren-
zungen dargestellt. Erst bei einer Grenzdehnung von etwa 1 Prozent wird eine Abminde-
rung der Tragfihigkeit deutlich. Poulsen [S7] beschreibt 1998 einachsige Druckversuche
an Probekorpern, bei denen weggesteuert iiber 2 Prozent Dehnung aufgebracht wurden,
ohne dass die Tragfidhigkeit kleiner wurde. Bei etwa 2,5 Prozent Dehnung wurden die Ver-
suche abgebrochen ohne, dass ein Nachlassen der Tragfdhigkeit erkennbar gewesen wire.
Daher ist eine Dehnungsbegrenzung auf unter 1 Prozent und damit eine Abminderung der
Querschnittstragfdahigkeit nicht notwendig.

4.3.3 Untersuchung des Einflusses des Volumeneffekts auf die
Querschnittstragfihigkeit

Das Versagen eines Holzquerschnitts tritt genau dann ein, wenn an einer Stelle des Quer-
schnitts die Zugfestigkeit erreicht wird. Bei Berlicksichtigung des Volumeneffekts kann
fiir jede Beanspruchungskombination aus zweiachsiger Biegung und Normalkraft ein an-
derer Wert fiir die Zugfestigekit ermittelt werden. In diesem Kapitel wird untersucht,
welchen Einfluss die Beriicksichtigung des Volumeneffekts auf die Querschnittstragfa-
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Bild 4.14: Tragfdhigkeit eines C24 Querschnitts (60/160) mit unterschiedlich gro3en Deh-
nungsbegrenzungen im Druckbereich

higkeit besitzt. Dieser Einfluss wird getrennt fiir die Momenten-Normalkraft-Interaktion
und fiir Momenten-Momenten-Interaktion untersucht. Dabei wird der Schwerpunkt auf
die Interaktionen im Druckbereich gelegt. Denn biegedrillknickgefihrdete Stibe werden
im Allgemeinen durch eine Kombination von zweiachsiger Biegung und Druckkraft be-
ansprucht. Kippgefihrdete Stibe mit einer Beanspruchungskombination aus zweiachsiger
Biegung und Zugkraft sind theoretisch zwar denkbar, doch im Gegensatz zur Druckkraft
iibt die Zugkraft einen positiven Einfluss auf kippgefihrdete Biegestibe aus. Eine Unter-
suchung solcher durch Zugkraft beanspruchter Stibe ist nicht Gegenstand dieser Arbeit.

Deutlich gemacht wird der Einfluss des Volumeneffekts, indem jeweils zwei Untersu-
chungen durchgefiihrt werden. Den analytisch mit Hilfe der in diesem Kapitel hergeleite-
ten Gleichungen ermittelten Querschnittstragfahigkeiten, die sowohl den Volumeneffekt
als auch das Plastizieren im Druckbereich beriicksichtigen, werden mit Hilfe der FEM
numerisch ermittelte Querschnittstragfdhigkeiten gegeniiber gestellt. Die Ergebnisse der
numerischen FE-Methode beinhalten nur das Plastizieren im Druckbereich nicht aber den
Volumeneffekt. Die Differenz der Ergebnisse gibt somit den Einfluss des Volumeneffekts
auf die Querschnittstragfdahigkeit an.

4.3.3.1 Einfluss des Volumeneffekts auf die M-N-Interaktion

Die numerischen Vergleichsrechnungen fiir die Momenten-Normalkraft-Interaktion im
Druckbereich werden hier mit Hilfe der FE-Methode und dem Programm ANSYS durch-
gefiihrt, wobei sich der Volumeneffekt nicht beriicksichtigen ldsst. Das Plastizieren im
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Druckbereich kann mit Hilfe von geeigneten Stab-Elementen (BEAM188), bei denen die
Eingabe einer Arbeitslinie moglich ist, beriicksichtigt werden. Als Arbeitslinie wird die
ideal-elastisch-plastische Arbeitline in Bild 4.1] verwendet. In Bild [A.6]ist die numerisch
ermittelte N-M-Interaktion fiir einen Querschnitt der Festigkeitsklasse C24 und in Bild
fiir einen Querschnitt der Festigkeitsklasse Gl 24h der theoretischen Berechnung
nach Gl. (4.16) und Gl. (#.12) mit Gl fiir eine einachsige Momentenbeanspru-
chung gegeniibergestellt. Aus den Darstellungen geht hervor, dass die Beriicksichtigung
des Volumeneffekts zwar eine groflere Auslastung des Querschnitts ermoglicht, die Erho-
hung der Tragfihigkeit jedoch vernachléssigbar klein ist. Die Tragreserven bei der M-N-
Interaktion sind zum groBten Teil auf das Plastizieren im Druckbereich zuriickzufiihren.
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Bild 4.15: Vergleich der ermittelten charakteristischen Tragfahigkeit eines Gl 24h Quer-
schnitts (60/160) bei Druck- und Biegebeanspruchung nach analytischer und numerischer
Berechnung

4.3.3.2 Einfluss des Volumeneffekts auf die //,-M,-Interaktion

In Kap. .21 wurde bereits erldutert, dass bei dieser Interaktion die Nichtlinearitit aus-
schlieBlich aus dem Einfluss des Volumeneffekts resultiert. Bei zusitzlicher Druckbean-
spruchung gilt das so nicht mehr. Der Querschnitt fangt bereits bei kleinem zusétzlichen
Druck an zu plastizieren. Die Auswertung der M,-M_-Interaktion nach den Gleichungen
Gl (4.39), Gl. (¢.41)) und Gl. (4.42) unter Beriicksichtigung von Gl. (#.52)) beeinhaltet
sowohl das Plastizieren als auch den Volumeneffekt. Die numerische Analyse mit Hilfe
der FEM beriicksichtigt als Nichtlinearitit nur das Plastizieren. Die Differenz, die mit den
zugehorigen Interaktionskurven in Bild .16 deutlich gemacht wird, kann somit vollstéin-
dig dem Volumeneffekt zugeordnet werden. Die Ergebnisse werden normiert dargestellt
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und sind somit unabhiingig vom Verhiltnis h/b. Ein Einfluss des Verhéltnisses h/b kann
bei keiner Untersuchung festgestellt werden.

Zunidchst wird hier die reine M,-M,-Interaktion ohne zusitzliche Druckbeanspruchung
untersucht. In DIN 1052:2004-08 gibt es zur Erfassung der vorhandenen Tragfahigkeits-
reserve des Querschnitts gegeniiber der linearen M,-M,-Interaktion den Beiwert k4. In
Bild [4.T6]ist die My-M_-Interaktion fiir Querschnitte mit beliebigem h/b-Verhiltnis unter
Beriicksichtigung von k,.; der analytisch und der numerisch ermittelten gegeniiberge-
stellt. Die numerische Interaktionkurve verldauft erwartungsgemif linear. Die mit Hilfe
des Beiwerts k.4 ermittelte M\-M,-Interaktionkurve liegt klar unterhalb der analytisch
ermittelten. Damit wird deutlich, dass die Ermittlung der Querschnittstragfihigkeit ohne
Normalkraftbeanspruchung mit Hilfe von k.4 stark "auf der sicheren Seite’ liegt.
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Bild 4.16: Analytisch, numerisch und nach Norm mit k,.; ermittelte Tragfdhigkeit von
Querschnitten mit beliebigem h/b-Verhiltnis der Festigkeitsklasse Gl 24h

Bei zusitzlicher Zugbeanspruchung bleibt die M\-M,-Interaktion ohne Berlicksichtigung
des Volumeneffekts linear, da kein Plastizieren des Querschnitts auftreten kann. Der Ein-
fluss des Volumeneffekts nimmt mit zunehmender Zugbeanspruchung logischerweise zu.
Die Tragreserve gegeniiber der linearen Interaktion steigt an. Die vereinfachte Beriick-
sichtigung des Volumeneffekts durch den Beiwert k., liegt bei zusitzlicher Zugbean-
spruchung also noch stirker als bei fehlender Normalkraft auf der sicheren Seite.

Im Folgenden wird die M,-M_-Interaktion mit zusétzlicher Druckbeanspruchung unter-
sucht, die fiir biegedrillknickgefidhrdete Stibe von besonderer Bedeutung ist. In Bild|4.17|
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Bild 4.18] und Bild [4.19] sind die Interaktionskurven fiir verschiedene Ausnutzungsgra-
de der Druckbeanspruchung nach numerischer und analytischer Berechnung dargestellt.
Es wird deutlich, dass mit zunehmender Druckauslastung der Einfluss des Volumenef-
fekts kleiner wird. Das ist damit zu erkldren, dass mit zunehmender Druckbeanspruchung
der Biegezugbereich kleiner wird. Dadurch wird zwar die Zugfestigkeit wegen der An-
gleichung der Versagenswahrscheinlichkeiten immer grosser, doch der Anteil des Zugbe-
reichs an der Gesamttragfahigkeit des Querschnitts wird liberproportional kleiner.
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Bild 4.17: Analytisch und numerisch ermittelte Tragfihigkeit von Querschnitten der Fes-
tigkeitsklasse Gl 24h mit einer Normalkraftauslastung von 0,1

Es stellt sich die Frage, ob der in der Normung vorgeschlagene Beiwert zur vereinfachten
Beriicksichtigung des Volumeneffekts k,.; bei zunehmender Druckbeanspruchung noch
sichere Ergebnisse liefert. Bei fliichtiger Betrachtung kann zu dem Schluss gelangt wer-
den, die Tragféhigkeit lige bis auf kleine Ausnahmen ’auf der sicheren Seite’, da die
M,-M;-Interaktion mit Hilfe von k,,; und der Quadrierung der Druckauslastung stets Er-
gebnisse liefert, die immer deutlich unter der analytisch hergeleiteten liegen. So z.B. bei
einer Druckauslastung von 0,5 in Bild [4.20| oder einer von 0,8 in Bild #.21]

Bei dieser Betrachtung wird jedoch iibersehen, dass der Beiwert k., nur fiir den Einfluss
des Volumeneffekts steht. In Kap. [5.3] wird gezeigt, dass die Normalkraft-Momenten-
Interaktion mit quadratischer Normalkraftauslastung (Gl. (5.1)) eine sehr gute Néiherung
der N-M-Interaktion fiir Bauteile mit geometrisch nichtlinearem Tragverhalten darstellt.
Um zu tiberpriifen, ob der Beiwert k., sichere Ergebnisse liefert, muss seine Traglast
erhohender Faktor auf die Querschnittstragfihigkeit angewendet werden, die nur unter
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Bild 4.18: Analytisch und numerisch ermittelte Tragfihigkeit von Querschnitten der Fes-
tigkeitsklasse GI 24h mit einer Normalkraftauslastung von 0,5
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Bild 4.19: Analytisch und numerisch ermittelte Tragfdhigkeit von Querschnitten der Fes-
tigkeitsklasse GI 24h mit einer Normalkraftauslastung von 0,8
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Bild 4.20: Analytisch, numerisch und nach Norm mit k,,; ermittelte Tragfdhigkeit von
Querschnitten der Festigkeitsklasse Gl 24h mit einer Normalkraftauslastung von 0,5
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Bild 4.21: Analytisch, numerisch und nach Norm mit k,,; ermittelte Tragfdhigkeit von
Querschnitten der Festigkeitsklasse Gl 24h mit einer Normalkraftauslastung von 0,8
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Berticksichtigung des Plastizierens ermittelt wurde. Durch die Erhohung der mit Hilfe
der FEM ermittelten M,-M,-Wertepaare durch den Beiwert k., kann iiberpriift werden,
welchen Einfluss der Beiwert k,.; auf knickgefidhrdete Bauteile hat. Die Ergebnisse die-
ser Anwendung sind in Bild@.22] Bild4.23|und Bild[4.24]den vorher bereits dargestellten
Ergebnissen gegeniibergestellt. Es zeigt sich, dass bereits bei einer Druckauslastung von
0,5 bei Verwendung von k,,4 die Tragfihigkeit in Teilbereichen gegeniiber der analytisch
hergeleiteten Tragfidhigkeit tiberschitzt wird. Bei einer Druckauslastung von 0,8 ist sogar
eine Uberschitzung von bis zu 15 Prozent erkennbar. Allerdings muss dabei wiederum be-
achtet werden, dass diese Uberschitzung nur den Anteil der Biegebeanspruchung betrifft.
Nach Umrechnung der Uberschitzung auf den gesamten Querschnitt kann festgestellt
werden, dass die Uberschiitzung 5 Prozent nicht iibersteigt. Diese Abweichung kann mit
Hinweis auf die starke Streuung der iibrigen Eingangsdaten problemlos hingenommen
werden, zumal es nur sehr kleine Bemessungsbereiche betrifft.

Die Notwendigkeit einer Begrenzung der Verwendung von k,,; auf Querschnitte mit ei-
nem Verhiltnis h/b kleiner 4 kann hier nicht bestétigt werden. Bei der Untersuchung ver-
schiedener Querschnitte konnte kein Anhaltspunkt fiir die Annahme gefunden werden,
dass das Verhiltniss h/b den Einfluss des Volumeneffekts auf die Tragfihigkeit irgendwie
verdanderte. Da der Volumeneffekt vereinfachend durch den Beiwert k,,; beriicksichtigt
wird, kann auch kein Grund gefunden werden, den Beiwert auf bestimmte Querschnitts-
verhiltnisse zu begrenzen.
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Bild 4.22: Analytisch und numerisch ermittelte sowie der durch den Beiwert k,,; erhoh-
ten numerischen Tragfihigkeit von Querschnitten der Festigkeitsklasse Gl 24h mit einer
Normalkraftauslastung von 0,1
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Bild 4.23: Analytisch und numerisch ermittelte sowie der durch den Beiwert k,,.,; erhoh-
ten numerischen Tragfihigkeit von Querschnitten der Festigkeitsklasse Gl 24h mit einer
Normalkraftauslastung von 0,5
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Bild 4.24: Analytisch und numerisch ermittelte sowie der durch den Beiwert k,,; erhoh-
ten numerischen Tragfihigkeit von Querschnitten der Festigkeitsklasse Gl 24h mit einer
Normalkraftauslastung von 0,8
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4.3.3.3 Untersuchung des sogenannten Hoheneffekts

Nach EN 1995:2005-12 [6] ist die Zug- und die Biegefestigkeit von Voll- und Brett-
schichtholz aufgrund des Volumeneffekts anzupassen. Allerdings ist diese Anpassung auf
die Hohe beschrinkt. Es werden Referenzhohen angegeben, fiir welche die Festigkeiten
offenbar ermittelt wurden und somit ihre Giiltigkeit besitzen. Bei kleineren Hohen diir-
fen die Festigkeiten bis zu einem angegebenen Grenzwert erhoht werden. Bei groferen
Hohen braucht die Festigkeit nicht abgemindert zu werden. Die Referenzhohe fiir Voll-
holz liegt bei 150 mm, die Referenzhohe fiir Brettschichtholz bei 600 mm. Da die Zug-
und Biegefestigkeit gleichermallen angepasst werden, bleibt der zur Ermittlung der Quer-
schnittstragfahigkeit in GI. verwendete Hilfsverteilparameter kj;, unveridndert. Die
in EN 1995:2005-12 [6] angegebene Gleichung zur Anpassung der Zug- und Biegefestig-
keiten lautet sinngeméaf

kmax 'fk
fevol = min fiir h < fye, (4.55)

()" 5

dabei ist der Faktor k., der eine Obergrenze fiir die Erhohung der Festigkeiten angibt,
fiir Brettschichtholz mit 1,1 und fiir Vollholz mit 1,3 festgelegt. Der Exponent m, der
dem Kehrwert des Verteilparameters k fiir die Hohe entspricht, wird fiir Brettschichtholz
mit 0,2 und fiir Vollholz mit 0,1 angesetzt. Zum Vergleich ergeben die Kehrwerte der
Hilfsverteilparameter fiir die Festigkeitsklasse Gl 24h 1/kj, = 0,137 und fiir die Festig-
keitsklasse C24 1/kj, = 0,227. Die Gleichung fiir eine unbegrenzte Beriicksichtigung des
Hoheneffekts kann wegen
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angegeben werden. Dieser Zusammenhang wird bei Colling [23]] und Burger [16] genau-
er dargestellt. In Bild .25]sind die Zug- und die Biegefestigkeit jeweils in Abhingigkeit
von der Hohe des Querschnitts nach EN 1995:2005-12 [6] (Gl. (4.55))) und unbegrenzt
mit Hilfe des Hilfsverteilparameters k;, (Gl. (4.61)) fiir die Festigkeitsklasse GI 24h und
in Bild 4.26]fiir die Festigkeitsklasse C24 dargestellt. Es zeigt sich, dass in dem vom Eu-
rocode 5 [6] fiir die Beriicksichtigung zugelassenen Bereich keine grole Abweichung der
Festigkeiten festzustellen ist.
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Bild 4.25: Zug- und Biegefestigkeit von Holz der Festigkeitsklasse Gl 24h unter Bertick-
sichtigung des Hoheneffekts
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Bild 4.26: Zug- und Biegefestigkeit von Holz der Festigkeitsklasse C24 unter Beriicksich-
tigung des Hoheneffekts
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5 Tragfihigkeit von Holzbauteilen

5.1 Allgemeines

Im Bauwesen gibt es eine Vielzahl von Bauteilen, die ein geometrisch nichtlineares Trag-
verhalten aufweisen. Im Holzbau zeichnen sich neben platten- und scheibenartigen Bau-
teilen, die nicht Gegenstand dieser Arbeit sind, vor allem Stibe durch ein solches Verhal-
ten aus, die durch Druck, Biegung oder einer Kombination von Druck und Biegung be-
ansprucht werden. Die Stibe werden durch Randbedingungen, d.h. die Art der Lagerung
und Lasteinleitung, beeinflusst. Der einfachste druckbeanspruchte Stab ist der beideitig
gelenkig gelagerte durch eine konstante Druckkraft beanspruchte Stab, der Eulerstab II.
Der einfachste biegebeanspruchte Stab ist der beidseitig gelenkig gabelgelagerte durch
ein konstantes Moment beanspruchte Stab, der in Kap. [2.2] dargestellt und dessen Trag-
verhalten dort theoretisch hergeleitet wird. Fiir beide Stibe existiert eine geschlossene
analytische Losung des Stabilitédts- und des Spannungsproblems. D.h. Verformungen und
Beanspruchungen konnen fiir einen bestimmten Belastungsgrad analytisch ermittelt wer-
den.

Fiir Stidbe mit anderen Randbedingen konnen geschlossene analytische Losungen nicht
oder nur mit groBem mathematischen Aufwand gefunden werden. Allerdings sind hiufig
die kritische Last und die Eigenform der Stibe bekannt oder konnen abgeschitzt werden.
Ist die Eigenform eines Stabes dhnlich der Eigenform der oben genannten Stibe, kann
fiir diesen Stab durch den Vergleich der kritischen Lasten eine Ersatzstablinge ermit-
telt werden. Mit Hilfe dieser Ersatzstabldnge konnen dann fiir diesen Stab Verformungen
und Beanspruchungen in Abhingigkeit vom Belastungsgrad in guter Niherung angege-
ben werden. Die beiden oben genannten Stibe werden so als Ersatzstibe verwendet. Den
Bezug zum tatsichlich zu bemessenden Stab stellt die Knick- bzw. Kipp-Ersatzstablinge
her.

Die in DIN 1052:04-08 angegebenen vereinfachten Bemessungsverfahren fiir das Kni-
cken und das Kippen sind empirisch ermittelte Berechnungsmodelle zur Bemessung der
Ersatzstabe. Mit Hilfe der Beiwerte k. fiir das Knicken und &, fiir das Kippen werden
dort die Tragfihigkeiten der Ersatzstibe so weit abgemindert, dass eine sichere Bemes-
sung mit linear ermittelten SchnittgroBen moglich ist.

Der Begriff Ersatzstabverfahren ist somit allein fiir die Verwendung der Ersatzstabldngen
zutreffend. Die Bemessung der Ersatzstibe durch analytische, numerische und empirische
Berechnungsmethoden ist Thema dieses Kapitels. Die Uberpriifung der Verwendbarkeit
der Ersatzstablidngen fiir kipp- und biegedrillknickgefidhrdete Stibe wird im nichsten Ka-
pitel (Kap. [6) anhand eines Beispiels durchgefiihrt.
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5.2 Modellbildung

Fiir die Ermittlung der Tragfdhigkeit der Ersatzstibe werden drei unabhingige Berech-
nungsmodelle verwendet:

e Die analytische Ermittlung der Traglast nach Stabtheorie, die in Kap. 2| ausfiihrlich
beschrieben wurde.

e Die numerische Ermittlung des Traglast mit Hilfe des FE-Programms ANSYS.

e Die Ermittlung der Traglast mit Hilfe der Beiwerte k. und k;,,, nach DIN 1052:2004-
08, im folgenden k.-Verfahren, k,,-Verfahren bzw. kombiniertes k.-k,,-Verfahren
genannt.

Bei den beiden erstgenannten Berechnungsmodellen kommt der Beriicksichtigung der
Imperfektionen sowie der Uberpriifung der Annahmen zur Beriicksichtigung der nicht-
linearen Querschnittstragfihigkeit eine besondere Bedeutung zu. Bei dem k.- und dem
k,-Verfahren sind Annahmen fiir die Imperfektionen und zur Querschnittstragfahigkeit
bereits enthalten und kénnen nicht variiert werden. Die Ergebnisse der drei Berechnungs-
modelle werden dargestellt und miteinander verglichen.

5.2.1 Festigkeits- und Steifigkeitsannahmen

Als Arbeitslinie wird fiir alle numerischen Berechnungen die in Bild {.1| dargestellte ver-
einfachte ideal-elastisch-plastische Arbeitslinie mit Sprodbruchversagen im Zugbereich
verwendet. AuBerdem sind fiir die Ermittlung der Traglasten von geometrisch und materi-
ell nichtlinearen Bauteilen die Annahmen, die fiir Steifigkeiten und Festigkeiten getroffen
werden, wesentlich.

Als charakteristische Steifigkeits- und Festigkeitswerte werden die fiir Vollholz der Fes-
tigkeitsklasse C24 nach EN 338:2003-09 und die fiir Brettschichtholz der Festigkeitsklas-
se Gl 24h nach EN 1194:1999-05 (jeweils mit den verdnderten Werten fiir die Schubfes-
tigkeit nach DIN 1052:2004-08) verwendet. Dabei werden fiir die Steifigkeitswerte die 5
Prozent-Quantilwerte genutzt, da hier nur Einzelbauteile untersucht werden. Die charak-
teristischen Werte werden fiir die analytische und numerische Bemessung im Grenzzu-
stand der Tragfdhigkeit durch den Teilsicherheitsbeiwert ¥y, = 1,3 fiir das Material Holz
geteilt. Bei dem k.- und dem k,,-Verfahren ist dies nicht vorgesehen und wird daher hier
auch nicht angewendet.

Im Grenzzustand der Gebrauchstauglichkeit werden die Mittelwerte der Steifigkeitswerte
ohne Abminderung durch den Teilsicherheitsbeiwert ¥y, verwendet. Aulerdem wird an-
genommen, dass die Lasten im Grenzzustand der Gebrauchstauglichkeit um den Faktor
1,4 kleiner sind als die Lasten im Grenzzustand der Tragfahigkeit. Der Wert 1,4 steht da-
bei fiir einen Mittelwert der Teilsicherheitsbeiwerte g = 1,35 fiir stindige und yp = 1,5
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fiir veranderliche Lasten.

Eine Ausnahme bildet hier der im Holzbau verwendete Beiwert k,,,,. Er wird normaler-
weise verwendet, um die Festigkeitseigenschaften entsprechend der klimatischen Umge-
bungsbedingungen und der Klasse der Einwirkungsdauer abzumindern (siehe Kap.[3.2.3).
Wie jedoch von Kessel, Schonhoff und Horsting [41] gezeigt wird, fiihrt die Verwen-
dung dieses Beiwerts zu unterschiedlichen Traglasten fiir knickgefdhrdete Druckstibe
bei analytischer Berechnung und nach dem k.- Verfahren. Um die Ergebnisse vergleichen
zu konnen, wird daher hier mit dem fiktiven, in der Normung so nicht moglichen Wert
kmoa = 1,0 gerechnet. Weil dadurch kein Festigkeitswert abgemindert und daher in allen
hier untersuchten Verfahren mit den gleichen Festigkeitswerten gerechnet wird, stellt dies
eine zuldssige Vereinfachung dar.

5.2.2 Das FE-Modell

Wihrend sowohl auf die analytische Berechnung, als auch auf die Berechnung nach den
vereinfachten Verfahren in den folgenden Kapiteln jeweils konkret eingegangen wird, soll
zunéchst das FE-Modell genauer beschrieben werden, da es fiir alle untersuchten Bauteile
grundsitzlich gleichartig ist.

Fiir die Generierung der jeweils genannten Holzbauteile werden die von dem Programm
ANSYS zur Verfiigung gestellten Elemente BEAM188 verwendet. Diese Elemente kon-
nen durch die Einfithrung zusitzlicher interner Integrationspunkte iiber Hohe und Breite
in beliebig viele Sektionen unterteilt werden. Dadurch ist es moglich den Elementen eine
Arbeitslinie zuzuordnen. Hier wird die ideal-elastisch-plastische Arbeitslinie (wie auch
schon in Kap. ] zur Ermittlung der Querschnittstragfihigkeit) nach Bild @.1] verwendet,
um das Material Brettschichtholz der Festigkeitsklasse Gl 24h zu simulieren.

Beim Brettschichtholz der Festigkeitsklasse Gl 24h ist die Biegezugfestigkeit gleich der
Druckfestigkeit. Daher kann hier das Modell ohne weitere Malnahmen verwendet wer-
den. Die duBleren Beanspruchungen, beim Druckstab die zentrische Normalkraft, beim
kippgefihrdeten Biegestiben das Moment um die starke Achse und beim biegedrillknick-
gefidhrdeten Biegestab die exzentrische Normalkraft, werden weggesteuert aufgebracht.
D.h. die Normalkrifte werden durch eine Zwangsverschiebung und die Momente durch
eine Zwangsverdrehung des Endquerschnitts erzeugt. Die Versagenskriterien sind ent-
weder das Erreichen der Zugfestigkeit an einer Stelle des Querschnitts oder das Versagen
des gesamten Tragwerks durch Uberschreiten der Bauteiltragfihigkeit. Bei den kippenden
Biegestiben wird zusitzlich tiberpriift, ob an einer Stelle des Bauteils die Schubfestigkeit
erreicht wird. Dies geschieht durch eine Nachlaufrechnung, bei der die Schubspannung
aus dem groBten vorhandenen Torsionsmoment ermittelt wird. Uberpriift wird auch, ob
die Druckdehnungen iiberméBig grofl werden (iiber 1 Prozent), was jedoch, das sei bereits
vorweggenommen, in keinem der untersuchten Fille maBgebend wird.

Beim Vollholz der Festigkeitsklasse C24 ist die Biegezugfestigkeit grofler als die Druck-
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festigkeit. Da das Programm ANSY'S fiir diesen Fall kein Materialmodell anbietet, werden
die Bauteile hier zunéchst durch eine Druck-Vorspannung beansprucht, bevor die eigentli-
chen dulleren Beanspruchungen weggesteuert aufgebracht werden. Als Versagenskriterien
werden die gleichen Kennwerte iiberpriift wie beim Brettschichtholz-Modell.

5.2.3 Imperfektionen

Bei der Bemessung von Bauteilen, die durch Knicken, Kippen oder Biegedrillknicken
gefihrdet sind, ist die richtige Annahme der Imperfektionen von grosser Bedeutung. Im-
perfektionen haben unterschiedliche Ursachen wie materielle Abweichungen von der Ide-
alform und Ungenauigkeiten beim Einbau. Imperfektionen konnen bei der Bemessung nur
idealisiert beriicksichtigt werden. Die wichtigsten Imperfektionen fiir die hier untersuch-
ten Bauteile sind:

e die Vorkriimmung,
e die Verdrillung des Querschnitts,
e die Stabschiefstellung und

e die exzentrische Lasteinleitung.

Die Vorkriimmungen um die schwache Achse werden sinusformig angenommen. Sie ist
die wichtigste Imperfektion fiir die hier untersuchten Bauteile. Eine Vorkriimmung um die
starke Achse hat keinen wesentlichen Einfluss auf das Tragverhalten von knick-, kipp-
oder biegedrillknickgefdhrdeten Bauteilen. Eine stichprobenartige Untersuchung dieser
Bauteile mit und ohne Vorkriimmung um die starke Achse ergab vernachléssigbar kleine
Unterschiede in der Traglast.

Die Verdrillung des Querschnitts wird hier aus dem gleichen Grund wie die Vorkriim-
mung sinusformig angenommen. Neben der Verdrillung ist auch eine iiber die Linge des
Stabes konstante Verdrehung des Querschnitts denkbar. Diese Art der Verdrehung ist auch
als Schiefstellung des Querschnitts zu bezeichnen. Eine Untersuchung der Schiefstellung
des Querschnitts wird hier nicht vorgenommen. Es wird vereinfachend angenommen, dass
das Tragverhalten bei Annahme einer iiber die Lange des Stabes konstanten Querschnitts-
verdrehung nicht wesentlich von dem bei Annahme einer sinusférmigen Querschnittsver-
drillung abweicht.

Die Stabschiefstellung hat keinen Einfluss auf das Tragverhalten der hier untersuchten
Bauteile. Einzig bei der Ermittlung der Auflagerkrift muss sie beriicksichtigt werden.
Die Bemessung der Auflager von Stében ist nicht Gegenstand dieser Arbeit.

Die ungewollte exzentrische Einleitung von Normalkriften in einen Druckstab fiihrt zu
einer zusitzlichen Momentenbeanspruchung des Stabs. Der Einfluss dieser Imperfektion
auf knick- und biegedrillknickgefdhrdete Bauteile wird im Folgenden untersucht.
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5.3 Tragfihigkeit von druckbeanspruchten Holzbauteilen

5.3.1 Allgemeines

Zum Tragverhalten von Druckstiben wurden erstmals von Euler (1707 - 1783) wissen-
schaftliche Untersuchungen angestellt. Er ermittelte die sogenannte kritische Last, die
die Tragfahigkeit von Druckstiben begrenzt. Bei Erreichen der kritischen Last geht der
Druckstab vom stabilen in den indifferenten Zustand iiber, der dadurch gekennzeichnet
ist, dass es fiir eine Beanspruchung mehrere Verformungszustidnde gibt. Lange Zeit wurde
angenommen, dass die Tragfdhigkeit von Druckstiben ausschlieBlich durch die Eulerhy-
perbel und die Druckfestigkeit begrenzt wird. Tetmajer [63] fiihrte Ende des 19. Jahrhun-
derts umfangreiche Untersuchungen an Druckstiben aus schweizer Bauholz durch. Dabei
stellte er fest, dass diese Annahme fiir kurze, gedrungene Druckstibe "auf der unsiche-
ren Seite’ liegt. Er entwickelte eine Néaherungsgleichung fiir die Tragfahigkeit solcher
Druckstidbe, indem er eine Tangente an die Eulerhyperbel legte. Mit dieser Nidherung lag
er jedoch stark auf der sicheren Seite. Mohler gibt in seiner Arbeit 1942 [47] Traglasten
fiir Holzdruckstibe auf der Grundlage der sogenannten Elastizititstheorie II. Ordnung an,
mit deren Hilfe das vereinfachte Verfahren fiir DIN 1052 mit den sogenannten @-Zahlen
entwickelt wurde.
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Bild 5.1: Traglast eines quasi-perfekten Druckstabes aus Brettschichtholz

Hug [37] ermittelt 1971 erstmals Traglasten fiir Druckstidbe aus Holz auf der Grundlage
der Plastizitédtstheorie von Hartmann [42]]. Aufgrund der Arbeiten von Kersken-Bradley
1981 [38]] und Buchanan 1984 [[14] zur Querschnittstragfiahigkeit von Holz unter Beriick-
sichtigung des Plastizierens im Druckbereich wird 1994 die quadratische Normalkraft-
Momenten-Interaktion
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2
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in den Eurocode 5 und spiter (2004) in DIN 1052 aufgenommen. Dadurch kann das Plas-
tizieren beim Nachweis von Druckstdben beriicksichtigt werden, indem die Beanspru-
chungen analytisch nach Kap. [2] ermittelt und dem vereinfachten Widerstand des plas-
tizierenden Materials gegeniibergestellt werden. Ehlbeck und Blaf3 entwickeln 1987 ein
FE-Modell fiir den Druckstab [27]] und [[10], bei dem mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode
den einzelnen Elementen die zuvor statistsch erhobenen mechanischen Eigenschaften von
Bauholz zugeordnet werden. Dabei wird auch das Plastizieren im Druckbereich bertick-
sichtigt. Die statistische Auswertung einer groen Anzahl von Traglastberechnungen, die
mit Hilfe dieses Modells durchgefiihrt wurden, ergab die Bemessungsgleichungen fiir das
k.-Verfahren der aktuellen Fassungen des Eurocodes 5 sowie der DIN 1052.

Die Traglast von Holzdruckstiben ist abhiingig von den Festigkeits- und Steifigkeitswer-
ten des Materials und im wesentlichen von der Knick-Schlankheit

mit dem Tréigheitsradius i, (5.2)

die bei den im Holzbau iiblichen Rechteckquerschnitten das Verhiltnis der Querschnitts-
breite in Richtung der zu untersuchenden Knickrichtung und der Stablidnge angibt. Die
Tragfdhigkeit von Stidben mit einer kleinen Knick-Schlankheit, also gedrungenen Sti-
ben, wird wesentlich durch die Festigkeitswerte, die Tragfidhigkeit von Stiben mit einer
grof3en Knick-Schlankheit, also schlanken Stiben, wird wesentlich durch die Steifigkeits-
werte des Materials begrenzt.

5.3.2 Analytische Ermittlung der Traglast

Die Traglast von knickgefidhrdeten Druckstidben wird analytisch fiir Brettschichtholz und
Vollholz wie folgt ermittelt: Aus Gl. (2.199) folgt unter Annahme einer Momentenbean-
spruchung My = oy = 0 und einer zentrisch angreifenden Normalkraft N, die Gleichung

Nx'V()

= 5.3
o (5.3)

M;

die mit Ny/A = o, und M, /W, = o,, eingesetzt in Gl. (5.1)) unter Voraussetzung des Er-
reichens des Bemessungswertes der Traglast N, 4 zu der Gleichung

N, 2 Nojag-
( nl,d ) + nld V0 -1 (5.4)
A-feoa (1—on) W, fna
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fiihrt, die nach Auflésung nach N,;; zu der kubischen Gleichung

e Nerit
Wz'fm,z

umgeformt werden kann, dessen sinnvolle Losung die Traglast N, 4 ergibt.

Ostl,d—N,%Ld‘Ncrit nld A chd ( )+A2 fc()d Nerit (5-5)

5.3.3 Traglast nach dem k.-Verfahren

Die Traglast nach dem k.- Verfahren ergibt sich geméfl EN 1995:2005-12 und DIN 1052:2004-
08 unter Voraussetzung des Erreichens des Bemessungswertes der Traglast Ng,.; 4 aus der
Gleichung

NErsta
kc A 'fc70,d

mit den Berechnungsgleichungen fiir den Beiwert k..

-1 (5.6)

gc e
R (5.7)
Ac fc.O.k
lre c— - — (5.8)
T Ep 05
1
k = 5 [1 + Bc ( rel,c — ) + A‘rel c} (59)
1
k. = min 1 (5.10)

/ 2
k+ k lrel .

unter der Voraussetzung, dass Rechteckquerschnitte verwendet werden, zu

Nersia = ke fe0,.a-A- (5.1D)
Dabei ist die Knick-Ersatzstablinge /. . durch
Epps - I

Cpop=T0r g | 202 5.12)
< Ncrit 7 (

zu ermitteln.
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5.3.4 Druckstabe aus Brettschichtholz

Im Folgenden werden die Traglasten fiir einen Druckstab aus Brettschichtholz nach den
oben genannten Berechnungs-Modellen (k.- Verfahren, analytische und nummerische Be-
rechnung) in Abhingigkeit von der Knick-Schlankheit A, ermittelt und in Diagrammen
gegeniibergestellt. Dabei werden die Bemessungwerte der Festigkeiten und Steifigkeiten
fiir Brettschichtholz GI 24h nach den Vorgaben in DIN 1052 in Verbindung mit den cha-
rakteristischen Werte nach DIN EN 1194:1999-05 verwendet.

In Bild sind die Traglasten, normiert auf die Querschnittsfliche, nach den drei Berech-
nungsmethoden tiber der Knick-Schlankheit dargestellt. Dabei wird bei der numerischen
und der analytischen Berechnung die Imperfektion vy = ¢/400 gesetzt, wie es nach den
Normen DIN 1052:2004-08 und EN 1995:2005-12 vorgeschrieben ist. AuBerdem wird
der Beiwert des k.- Verfahrens B, = 0, 1 fiir Brettschichtholz verwendet. Es zeigt sich, dass
die Traglast nach dem k.-Verfahren stéirker von den Traglasten nach den beiden anderen
Verfahren abweicht. Der Beiwert . geht nach BlaB [11] fiir die korrekte Beriicksich-
tigung der Vorkriimmungsamplitude des Druckstabes in die Berechnung ein. Fiir Brett-
schichtholz wird danach eine Imperfektion von vy = £/500 angenommen. Eine wirklich
gute Ubereinstimmung der Ergebnisse nach den Berechnungsmethoden ergibt sich jedoch
erst dann, wenn bei der numerischen und analytischen Berechnung fiir die Vorkriimmung
eine Amplitude von vy = ¢/800 angenommen wird. Zur Veranschaulichung dieses Zu-
sammenhangs ist in Bild |5.3|der Quotient ry aus der Berechnung nach dem k.- Verfahren
und nach analytischer Berechnung iiber der Knick-Schlankheit fiir verschiedene Imper-
fektionsannahmen dargestellt.

20
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Bild 5.2: Traglast eines Druckstabes aus Brettschichtholz (Gl 24h) in Abhéngigkeit von
der Schlankheit nach verschiedenen Berechnungsmethoden
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Bild 5.3: Quotient ry in Abhédngigkeit von der Schlankheit fiir verschiedene Imperfekti-
onsannahmen

Die Abweichungen der Ergebnisse der numerischen und der analytischen Berechnungen
sind gering. Dennoch sei hier darauf hingewiesen, dass das Versagen des Druckstabes
bei der FE-Analyse nicht durch das Erreichen der Zugfestigkeit sondern durch das Er-
reichen der Bauteiltragfdahigkeit hervorgerufen wird, die abhingig ist von der Steifigkeit
und der Geometrie des Druckstabs. Bei Erreichen der Bauteiltragfahigkeit tritt nicht so-
fort das Versagen des Materials ein, sondern der Stab geht in einen indifferenten Gleich-
gewichtszustand iiber. Jede zusitzliche Beanspruchung fiihrt zu groBBen Verformungen,
die dann zwangldufig zum Versagen des Materials fiihren, da die Dehnungen im Zug-
bereich so grol werden, dass die Fasern letztlich reifen. In Bild [5.4] ist eine typische
Last-Verformungs-Kurve dargestellt, bei der die Normalkraft {iber der senkrecht zur Sta-
bachse ermittelten Verformung v angetragen ist.

Zur Veranschaulichung des Einflusses der Beriicksichtigung des Plastizierens des Druck-
bereichs sind in Bild [5.5] die bei analytischer Berechnung erreichbaren Tragfahigkeiten
des Druckstabs jeweils einmal mit und einmal ohne Beriicksichtigung des Plastizierens
dargestellt. Bei der Ermittlung der Ergebnisse wurde jeweils einmal der lineare und ein-
mal der quadratische Ansatz der Momenten-Normalkraft-Interaktion zu Grunde gelegt.

5.3.5 Druckstibe aus Vollholz

Fiir Druckstdbe aus Vollholz wird die gleiche Untersuchung mit Hilfe der drei Berech-
nungsverfahren, k.-Verfahren, analytische und numerische Berechnung, durchgefiihrt wie
beim Brettschichtholz. In Bild @] sind die Traglasten, wiederum normiert auf den Quer-
schnitt, nach den drei Berechnungsverfahren in Abhiingigkeit von der Schlankheit darge-
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Bild 5.4: Last-Verformungskurve eines Druckstabes aus Brettschichtholz (Gl 24h)
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Bild 5.5: Traglast eines Druckstabes aus Brettschichtholz (Gl 24h) in Abhingigkeit von
der Schlankheit mit und ohne Beriicksichtigung des Plastizierens im Druckbereich

stellt.

Es wird eine gute Ubereinstimmung der Ergebnisse nach den drei Berechnungsmethoden
sichtbar. Die numerisch ermittelten Traglasten sind wiederum etwas kleiner als die analy-
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Bild 5.6: Traglast eines Druckstabes aus Vollholz (C24) in Abhéingigkeit von der Schlank-
heit nach verschiedenen Berechnungsmethoden

tisch ermittelten. Der Grund ist auch hier, dass fiir die Traglast nach der FE-Methode das
Bauteilversagen und nicht das Erreichen der Zugfestigkeit ma3gebend wird.

Fiir das k.- Verfahren wurde hier der Beiwert B, = 0,2, wie nach den Normen DIN 1052:2004-
08 und EN 1995:2005-12 vorgeschrieben, fiir die Imperfektionsannahme angewendet. Die
Ubereinstimmung mit dem analytisch ermittelten Ergebnis ist gut. Zur Veranschaulichung

ist in Bild der oben bereits beschriebene Quotient ry diesmal fiir das Vollholz (C24)

in Abhéngigkeit von der Schlankheit dargestellt.

In Bild [5.§]sind die analytisch ermittelten Traglasten jeweils einmal mit und einmal ohne
Beriicksichtigung des Plastizierens im Druckbereich abgebildet. Obwohl die Druckfes-
tigkeit kleiner als die Biegezugfestigkeit ist, ergeben sich dennoch dhnliche Unterschiede
wie beim Brettschichtholz (Gl 24h), bei dem Druck- und Biegezugfestigkeit gleich grof3
angenommen werden.

5.3.6 Einfluss der Imperfektion ’exzentrische Lasteinleitung’

Neben der Vorkriimmung hat eine weitere, hier bisher nicht untersuchte Imperfektion
einen Einfluss auf die Tragfahigkeit von Druckstdben: die exzentrische Lasteinleitung.
Nach den Normen DIN 1052:2004-08 und EN 1995:2005-12 ist eine Annahme dieser
Imperfektion nicht zu beriicksichtigen. Dennoch sollte jedem im Bauwesen Titigen klar
sein, dass diese Imperfektion immer existent ist. Die exzentrische Lasteinleitung sorgt da-
fuir, dass auch an den Stabenden eine Momentenbeanspruchung vorhanden ist. In Bild[5.9]
ist das statische Modell fiir einen Druckstab mit exzentrischer Lasteinleitung abgebildet.
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Bild 5.7: Quotient ry fiir C24 in Abhédngigkeit von der Schlankheit fiir die Imperfektions-
annahme vo = /400
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Bild 5.8: Traglast eines Druckstabes aus Vollholz (C24) in Abhingigkeit von der Schlank-
heit mit und ohne Beriicksichtigung des Plastizierens im Druckbereich

Kessel et al. [41] zeigen, dass sich die Bemessungsgleichung fiir den exzentrischen Druck-
stab zur Ermittlung der Traglast zu der kubischen Gleichung
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I

Bild 5.9: Statisches Modell des exzentrisch gedriickten knickgefidhrdeten Druckstabs
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mit den Parametern a fiir die GroBe der Exzentrizitiit (siche Bild[5.9) und 6 = 0,234 um-
formen lésst. In Bild sind die analytisch ermittelten Traglasten einmal mit und ein-
mal ohne Annahme einer exzentrischen Lasteinleitung dargestellt (hier fiir Brettschicht-
holz (Gl 24h), fiir Vollholz (C24) ergeben sich gleichartige Traglastkurven). Die Grosse
der Exzentrizitit wurde dabei zu a = b/60 gesetzt. Das entspricht den Annahmen, die
bei den Knickzahlen, den sogenannten @-Werten, der Ausgabe von 1988 der DIN 1052
nach [48] zu Grunde liegen. Dabei steht b fiir die Breite bzw. die Ausdehnung des Recht-
eckquerschnitts, in deren Richtung ein Knicken des Bauteils zu erwarten ist. Es wird
deutlich, dass die Beriicksichtigung der exzentrischen Lasteinleitung vor allem die Trag-
fahigkeit von kurzen, gedrungenen Druckstiben negativ beeinflusst. Die zusitzliche Be-
anspruchung aus exzentrischer Lasteinleitung bewirkt bei alle Bauteilen eine zusitzliche
Beanspruchung, nicht bei solchen mit geometrisch nichtlinearem Tragverhalten. Diese
Imperfektion ist also eher eine allgemein den Holzbau als eine speziell das geometrisch
nichtlineare Tragverhalten betreffende, jedenfalls sofern der Stab gegen Verdrillen gesi-
chert ist. Dabei ist zu beachten, dass eine Exzentrizitéit der Lasteinleitung von a = b/60
die Tragfahigkeit um bis zu 5 Prozent abmindert.
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Bild 5.10: Traglast eines Druckstabes aus Brettschichtholz in Abhingigkeit von der
Schlankheit mit und ohne exzentrische Lasteinleitung a = b/60

5.3.7 Verformungen

Im Grenzzustand der Tragfihigkeit treten bei sehr schlanken Druckstdben teilweise er-
hebliche Verformungen senkrecht zur Stabachse auf. Im Grenzzustand der Gebrauchs-
tauglichkeit sind die Verformungen jedoch wesentlich geringer. Denn zum einen wird fiir
die Steifigkeit der Druckstibe bei der Bemessung im Grenzzustand der Gebrauchstaug-
lichkeit nach den Normen DIN 1052:2004-08 und EN 1995:2005-12 der nicht durch den
Sicherheitsbeiwert 3, = 1,3 fiir das Material Holz geteilte Mittelwert angenommen. Zum
anderen darf die Traglast durch den gemittelten Sicherheitsbeiwert yr = 1,4 fiir die Ein-
wirkungen abgemindert werden. Fiir Brettschichtholz sind in Bild [5.11] und fiir Vollholz
in Bild[A.4](im Anhang in Kap.[A.3) die numerisch ermittelten Verformungen im Grenz-
zustand der Tragfihigkeit jeweils den zugehorigen Verformungen auf charakteristischem
Beanspruchungsniveau in Abhingigkeit von der Knick-Schlankheit A, gegeniibergestellt.
Die Verformungen v in y-Richtung werden als Verhiltniswert v/¢ in Abhingigkeit von
der Linge ¢ des Druckstabes abgebildet.

Die Darstellung macht deutlich, dass die Verformungen im Grenzzustand der Tragfdhig-
keit mit zunehmender Schlankheit stetig ansteigen. Auf dem zugehdorigen charakteristi-
schem Beanspruchungsniveau nihern sich die Verformungen mit zunehmender Schlank-
heit jedoch asymptotisch einem bestimmten Wert (etwa 1/1000 beim Brettschichtholz und
etwa 1/750 beim Vollholz), der weit unter dem Bereich liegt, der nach DIN 1052:2004-08
fiir tridgerartige Bauteile erlaubt ist. In der Normung ist zwar kein Grenzwert fiir die Ver-
formung von Druckstiben im Grenzzustand der Gebrauchstauglichkeit angegeben, aber
der Vergleich mit den Grenzwerten fiir trigerartige Bauteile (DIN 1052:2004-08: Kap.
9.2) zeigt, dass die Verformungen auf dem zur Traglast gehorigen charakteristischem Be-
anspruchungsniveau sehr klein sind.
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Bild 5.11: Verformungen von Druckstidben aus Brettschichtholz (Gl 24h) im Grenzzu-
stand der Tragfihigkeit und auf dem zugehorigen charakteristischen Beanspruchungsni-
veau

5.3.8 Erkenntnisse der Untersuchung

Die Ergebnisse der drei verschiedenen Berechnungsmethoden weichen nicht wesentlich
voneinander ab, so dass davon ausgegangen werden kann, dass alle drei zur Bemessung
gut geeignet sind. Die grofiten Abweichungen treten beim k.-Verfahren und dort nur beim
Brettschichtholz auf. Diese Abweichungen sind jedoch offensichtlich auf die Annahme
der Imperfektionen zuriickzufiihren. Die fiir die numerische und die analytische Bemes-
sung in den Normen (DIN 1052:2004-08 und EN 1995:2005-12) vorgeschriebe Amplitu-
de fiir die Vorkriimmung der Druckstébe ist mit vy = £/400 offenbar doppelt so groB3, wie
die bei der Ermittlung des k.-Verfahrens angenommene. Um ein geschlossenes Bemes-
sungskonzept zu erhalten, sollten diese Werte aneinander angepasst werden.

Die Annahme fiir die Querschnittstragfiahigkeit, die mit der parabelformigen Normalkraft-
Momenten-Interaktion nach Gl. gegeniiber der analytisch ermittelten nach Gl.
und Gl. (@.16) (siehe auch Bild [5.12) zunidchst stark auf der sicheren Seite zu liegen
scheint, erweist sich fiir die Bemessung von knickgefidhrdeten Druckstdben als sehr pas-
send. Die analytisch ermittelte Tragfahigkeit, die diese parabelférmige Annahme beriick-
sichtigt, ist nicht wie eventuell erwartet, kleiner sondern etwas grofer als die numerisch
ermittelte Tragfihigkeit,welche die tatsdchliche Querschnittstragfdhigkeit wesentlich ge-
nauer beriicksichtigt. Durch das Plastizieren des sich biegenden Stabes wird eine groBBere
Kriimmung erzeugt als unter Annahme eines linearen Materialverhaltens. Offenbar wird
die effektive Steifigkeit durch das Plastizieren im Druckbereich des Bauteils gegeniiber
der analytischen Berechnung, bei der die zusétzlichen Beanspruchungen unter Annahme
eines linearen Materialverhaltens ermittelt werden, so stark abgemindert, dass die Reserve
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durch die groBere tatsdchliche Querschnittstragfihigkeit gegeniiber der parabelformigen
Annahme bei der analytischen Berechnung komplett aufgebraucht wird. Daher kann an-
genommen werden, dass die parabelformige Néaherung fiir die Querschnittstragfiahigkeit
eine gute Naherung fiir die analytische Berechnung knickgefdhrdeter Stibe darstellt.

30
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Bild 5.12: Analytisch ermittelte N-M-Interaktion im Vergleich zur quadratischen Interak-
tionannahme nach EN 1995:2005-12 bzw. DIN 1052:2004-08

5.4 Tragfahigkeit von biegebeanspruchten Holzbauteilen

5.4.1 Allgemeines

Das nichtlineare Tragverhalten von Biegestiben wird zeitgleich von Prandtl [S8] und Mi-
chell [51] erstmals wissenschaftlich behandelt. Sie beschreiben das Kippen (siehe auch
Kap. [2.2)), das vor allem bei Biegestiben auftritt, die einen grofen Widerstand gegeniiber
der Biegebeanspruchung um die y-Achse, aber nur einen kleinen Widerstand gegeniiber
Biegebeanspruchungen um die z-Achse aufweisen. Das Tragverhalten solcher Stébe ist
gekennzeichnet durch das Verdrehen bzw. das Kippen des Stabquerschnitts, hervorgeru-
fen durch aus Imperfektionen entstehenden Beanspruchungen, die von der Hauptbean-
spruchungsrichtung abweichen (siehe auch Kap. [2). Durch das Verdrehen bzw. Kippen
des Querschnitts wiederum werden die Beanspruchungen um die z-Achse erhoht. Falls
nicht vorher die Grenze der Tragfahigkeit des Materials erreicht wird, fiihrt dieses Trag-
verhalten dazu, dass der Querschnitt sich um 90 Grad verdreht und somit der Stab nur die
Tragfihigkeit gegeniiber Beanspruchungen um die z-Achse besitzt. Im Bauwesen ist das
Erreichen dieser Endtragfihigkeit allerdings nicht moglich, da die groBen Verformungen,
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die dabei entstehen, das Tragwerk gebrauchsuntauglich machen wiirden.

Hooley und Madsen [36] fithren 1964 erste Versuche an kippgefiahrdeten Biegestidben aus
Brettschichtholz durch und verifizieren dabei die Abhingigkeit der Traglast kippgefihr-
deter Biegestibe von dem Verhiltniswert

— : (5.14)

=

der auch Kipp-Schlankheit genannt wird. Dabei ist ¢ die Lange, h die Hohe und b die Brei-
te des Biegstabs. Larsen und Theilgard [46] untersuchen 1979 Biegstibe aus didnischem
Nadelholz auf die GroBe der Imperfektionen. Sie geben fiir die maximale Vorkriimmung
Werte in Abhiingigkeit von der Lédnge, fiir die maximale Vorverdrehung Werte in Abhén-
gigkeit vom Verhiltnis Hohe zu Breite an. Dariiber hinaus 16sen sie das Spannungspro-
blem (siehe Kap. [2.2.5) des kippenden und biegedrillknickenden Biegestabs und geben
eine Bemessungsgleichung unter der Voraussetzung eines ideal-elastischen Materialver-
haltens an. Auf Grundlage dieser Arbeit wurde laut der Erldauterung zur DIN 1052:1988
[33]] das bis heute giiltige vereinfachte Verfahren mit dem Hilfswert kg (DIN 1052:1988)
bzw. k,, (DIN 1052:2004) fiir den kippgefihrdeten Biegestab hergeleitet.

5.4.2 Analytische Ermittlung der Traglast

Die Tragfdhigkeit von kippgefidhrdeten Biegestdben kann dhnlich wie beim knickgefihr-
deten Druckstab durch eine analytische Bemessung ermittelt werden. Der Querschnitt des
Biegestabs wird durch zweiachsige Biegung beansprucht. Fiir die zweiachsige Biegung
wird in DIN 1052:2004-08 und EN 1995:2005-12 die Bemessungsgleichung

k . Omy Om,z
red f m .f;n

1 > max (5.15)

mit k,.; = 0,7 angegeben. Der Beiwert k,,,; wird jedoch begrenzt auf Querschnitte, deren
Verhiltnis h/b kleiner als 4 ist. Aus der reinen Querschnittstragfahigkeit ergibt sich diese
Einschréinkung nicht, wie bereits in Kap.[4.3.2]beschrieben ist. Inwieweit diese Einschrén-
kung in Bezug auf kippgefidhrdete Biegestdbe sinnvoll ist, soll hier untersucht werden.
Daher wird zunichst der Beiwert k,.; weiter beriicksichtigt. Unter der Annahme, dass die
Normalkraftbeanspruchung Ny = ay = 0 ist, wird GlL. (2.199) zu

My,nl,d o+ (Ncrit : a[%/[) Vo
1— o3,

M pa= (5.16)

und kann in GI. (5.15) eingesetzt werden. Die Auflésung der entstandenen Gleichungen
nach M, ergibt die kubischen Gleichungen
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h
0=Myq~Mina (5 ~krea Vo + Nerie + Wy - fm) (5.17)
2 h 2
_My,nl,d 'My7crit : Z +kyea - B +My7crit ’ Wy fm
und
3 5 1 h
O:My,nl,d—My,nz,d'E' 5 V0 Nerit + Wy fin (5.18)
re
h %
_M)’Jll,d 'M)%,crit ’ (l_) + k d) + Kyod 'My%crit ’ Wy'fma
re re

deren jeweils kleineres sinnvolles Ergebnis die Traglast My, 4 fir die Biegebeanspru-
chung ergibt.

Zusitzlich zu der zweiachsigen Biegung, die Spannungen in x-Richtung erzeugt, wird
der Biegestab durch das Torsionsmoment M, nach GI. (2.159) beansprucht. Die daraus
entstehenden Schubspannungen miissen der Bemessungsgleichung

M . TTor,d
Wy - f v,d f v,d

geniigen. Durch Einsetzen von Gl. (2.159) in M, /W, = 77,4 und weiter in Gl. (5.19)
ergibt sich die quadratische Bemessungsgleichung

<1 (5.19)

M2 . .y E M2 +M
0= M2y g~ My g —— 2L L= el (5.20)
190 My + Mx,el 190 “Meris 'Mx,el
mit
Mx,el = fv,d Wy, (521)

dessen sinnvolle Losung die Traglast M, ,; 4 fiir die Torsionsbeanspruchung angibt.

5.4.3 Traglast nach dem k,,-Verfahren

Das k;,-Verfahren ist in DIN 1052:2004-08 beschrieben. Der Bemessungswert der Trag-
last Mg,s; 4 ergibt sich aus der Gleichung

Mg,
I (5.22)
km . Wy : fm,d
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mit den Berechnungsgleichungen fiir den Beiwert &,

1 fir Ayesm < 0,75
km = min 1756_0775 ’ 2'rel,m fiir Ov75 < 2frel,m < 174 (523)
az; fir 1,4 < Aot

rel,m

mit

fmk eef'h fmk
Arel,m= | ——— =1/ . : 5.24
Om,crit m-b? \/EO,OS 'GO,OS ( :

unter der Voraussetzung, dass Rechteckquerschnitte verwendet werden, zu

MErSt.,d = km ’ fm,d : Wy- (5-25)

Dabei ist die Kipp-Ersatzstablinge ¢, . durch

T

Mo VE00s - I - Goos - Ik (5.26)

binef =
zu ermitteln. Alternativ konnen auch die Gleichungen in Tab.[A.4]bzw. Tab.[A 4] verwendet
werden, wenn fiir die Steifigkeiten E und G die jeweils durch 7, geteilten 5-Prozent-
Fraktilwerte eingesetzt werden.

5.4.4 Schubversagen bei kippgefihrdeten Biegestiben

In Bild[5.13]sind die analytisch nach Kap.[5.4.2]ermittelten Traglasten fiir die Torsionsbe-
anspruchung denen fiir die Biegebeanspruchung exemplarisch fiir einen Querschnitt mit
h/b = 500mm/100mm aus Brettschichtholz (Gl 24h) unter Vernachldssigung der Vorver-
drillung 9y gegeniibergestellt. In Bild ist der Verhiltniswert rg;, ¢, der das Verhiilt-
nis der Torsionsbeanspruchbarkeit und der Biegebeanspruchbarkeit angibt, dargestellt. Es
wird deutlich, dass bei kurzen gedrungenen Biegestiben mit 4,, < 20 die Traglast fiir die
Biegebeanspruchung klar maBgebend ist. Fiir schlankere Biegestibe mit einer grofleren
Kipp-Schlankheit ergeben sich nur noch kleine Unterschiede.

Die analytischen Ergebnisse der Torsionsbeanspruchbarkeit werden durch numerische
Berechnungen iiberpriift. Die Ermittlung der Traglast bei Erreichen der Schubfestigkeit
des Biegestabs mit der FE-Methode ergibt fiir schlanke Stiibe eine gute Ubereinstimmung
mit der Traglast nach analytischer Berechnung. Dabei kann festgestellt werden, dass bei
der numerischen Berechnung die Schubfestigkeit knapp vor der Zugfestigkeit erreicht
wird. Andererseits liegen die Traglasten aufgrund von Schubversagen nach analytischer
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Bild 5.13: Traglast von kippgefidhrdeten Biegestdben mit h/b = 500mm/100mm bei Zug-
und bei Schubversagen
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Bild 5.14: Verhiltniswert rg;), 1 fiir kippgefahrdete Stiabe mit h/b = 500mm/100mm

Berechnung unter denen nach numerischer Berechnung.

Bei gedrungenen Stiben wird bei der FE-Analyse die Schubfestigkeit erst erreicht, wenn
die Zugfestigkeit im Zugbereich weit liberschritten ist. Die Ergebnisse sind nicht verwert-
bar, da nach Uberschreiten der Zugfestigkeit das hier angewendete Materialmodell der
FE-Methode nicht mehr das tatsichliche Materialverhalten beschreibt (Kap. [5.2.2)).
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Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass bei gedrungenen Stéiben stets klar die
Zugfestigkeit mallgebend ist. Bei schlanken Stidben wird die Tragfihigkeit durch die
Schubfestigkeit begrenzt, es ergeben sich jedoch nur minimale Unterschiede zu der Trag-
fahigkeit bei Erreichen der Zugfestigkeit. Um einen sicheren Nachweis fithren zu konnen,
wird vorgeschlagen, stets sowohl die Zug- als auch die Schubtragfihigkeit bei der Bemes-
sung zu iiberpriifen. (Dies gilt unter Beriicksichtigung der zukiinftig in den Normen EN
1995:2005-12 und DIN 1052:2004-08 verringert anzunehmenden Schubfestigkeiten f, i
= 2,7. Bei Anwendung der alten charakteristischen Schubfestigkeiten f,,x = 3,5 wird die
Traglast bei Erreichen der Schubfestigkeit nicht maf3gebend.

Es ist zu erwarten, dass bei Verwendung von Holz hoherwertiger Festigkeitsklassen (z.B.
C30 oder Gl 36h) der Schubnachweis mit groleren Abweichungen maBigebend wird.
Grund fiir die Annahme ist der Umstand, dass in hoheren Festigkeitsklassen die Biege-
zugfestigkeit deutlich grofler angenommen wird, die Schubfestigkeit jedoch gleich bleibt.
Beim Nachweis von kippgefidhrdeten Stiben solcher Festigkeitsklassen sollte stets auch
ein Schubnachweis gefiihrt werden.

Es sei darauf hingewiesen, dass die Aussage,die Schubtragfihigkeit mindert die Tragfa-
higkeit des gesamten Bauteils nicht wesentlich ab, nur fiir den sogenannten Kipp-Ersatzstab
gilt. Bei Bauteilen, die geometrisch dem Kipp-Ersatzstab @hneln und daher ndherungswei-
se iiber die Kipp-Ersatzstablinge bemessen werden sollen (Kap. [2.2.6, Kap.[2.3.3), muss
tiberpriift werden, ob dort eventuell auftretendende Querlasten die Schubbeanspruchung
aus Torsion und Querkraft nicht mafigeblich vergrossern. In Kap. [6|wird genauer auf diese
Problematik eingegangen.

5.4.5 Kippgefihrdete Biegestibe aus Brettschichtholz

In diesem Kapitel werden die Traglasten kippgefdahrdeter Biegestibe aus Brettschichtholz
(Gl 24h) mit Hilfe der drei Berechnungsmethoden k,,- Verfahren, analytische Berechnung
nach Kap. 2| sowie numerische FE-Methode untersucht. Die Ergebnisse werden gegen-
tibergestellt und bewertet.

Durch die numerische Untersuchung kann zunéchst festgestellt werden, dass bei kippge-
fahrdeten Biegestiben im Gegensatz zu den Druckstiben stets zuerst die Zugfestigkeit
im Zugbereich des Stabs oder die Schubfestigkeit im Auflagerbereich erreicht wird, be-
vor das Bauteilversagen eintritt. Genau genommen kann ein solches Bauteilversagen gar
nicht festgestellt werden. Bei sehr schlanken Biegestiben, Ay, etwa grosser 20, verdreht
sich in der Simulation bei ausreichend groBer duerer Belastung der Querschnitt um fast
90 Grad. Daher nihert sich die Tragfdhigkeit fiir sehr schlanke Biegestibe genau der
Tragfahigkeit des um 90 Grad verdrehten Querschnitts, dem b/h-fachen Wert der linearen
Tragfdhigkeit. Bei gedrungeneren Stiben wird die Zugfestigkeit bereits bei kleinen Ver-
drehungen des Querschnitts erreicht. Von einer moglichen Bauteiltragfihigkeit sind diese
Stébe in dieser Belastungssituation noch weit entfernt. Da die numerische Analyse nach
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Uberschreiten der Zugfestigkeit keine verwertbaren Ergebnisse liefert (Kap. |5.2.2)), kann
ein Bauteilversagen im Rahmen dieser Arbeit nicht verifiziert werden.

Weil das Erreichen der Zugfestigkeit die Tragfahigkeit des kippgefihrdeten Biegestabs
bestimmt, ist der Einfluss des Volumeneffekts von Bedeutung. Wie bereits in Kap.
erldutert, hat der Volumeneffekt grade auf die M,-M,-Interaktion einen groBen Einfluss.
Bei der numerischen Analyse kann dieser Volumeneffekt jedoch nicht erfasst werden. Aus
diesem Grund werden hier die Ergebnisse der numerischen zunichst mit der analytischen
Traglastermittlung ebenfalls unter Vernachldssigung des Volumeneffekts verglichen. Da-
bei geht es darum, die Qualitédt der analytischen Methode durch Vergleichsrechnungen
mit der numerischen Methode zu iiberpriifen. Im Anschluss werden die Ergebnisse der
analytischen Berechnung, dann mit vereinfachter Beriicksichtigung des Volumeneffekts
durch k.4 mit dem k,,,-Verfahren verglichen, um die Qualitit des k;,-Verfahrens zu iiber-
priifen.

Die Traglasten der kippgefdhrdeten Biegestibe lassen sich genauso wie die Traglasten
knickgefidhrdeter Druckstibe auf die Spannungsebene normieren, indem das maximale
Moment My durch das Widerstandsmoment Wy geteilt wird. In Bild [5.15| und Bild [5.T6]
sind die so auf Spannungsebene normierten Tragfihigkeiten fiir Biegestibe mit den Quer-
schnitten h/b = 500mm/100mm und h/b = 1000mm/100mm jeweils einmal nach ana-
lytischer (Gl. bzw. GL. unter Vernachldssigung von k,,.4) und einmal nach
numerischer Berechnungsmethode iiber der Kipp-Schlankheit dargestellt. Die numerisch
ermittelten Tragfihigkeiten sind durchweg grofler als jene der analytischen Berechnung.
In Teilbereichen weichen die Ergebnisse der numerischen FEM-Analyse stirker von den
analytisch ermittelten Ergebnissen ab. Die Ursache liegt darin, dass die numerische FEM-
Analyse grofle Verdrehungen beriicksichtigt, die analytische Berechnung jedoch nicht.
So kommt es, dass bei Bauteilen mit groBer Kipp-Schlankheit die Tragfidhigkeit, die mit
der analytischen Methode ermittelt werden kann, unter die Tragfahigkeit des um 90 Grad
verdrehten Stabs absinkt, was mechanisch jedoch keinen Sinn ergibt. Bei der analytischen
Berechnung wird die Abminderung des Moments um die y-Achse des Stabs (M,), die bei
einer groBen Verdrehung des Querschnitts auftritt, nicht beriicksichtigt. Daher werden die
Beanspruchungen eher zu grof3 angenommen und damit die Traglast abgemindert.

Bei den Stiiben mit kleiner und mittlerer Kipp-Schlankheit ergibt sich eine sehr gute Uber-
einstimmung der ermittelten Traglasten nach der numerischen und nach der analytischen
Methode.

In Bild sind die Last-Verformungs-Kurven nach analytischer und numerischer Be-
rechnung fiir einen Biegestab mit den Abmessungen L =9 m, h=1mund b = 0,1 m,
d.h. mit einer Kipp-Schlankheit von Ay; = 30, dargestellt. Die numerisch ermittelte Kurve
bricht bei Erreichen der Zugfestigkeit im Zugbereich des Stabs ab, da die weiteren Ver-
formungen von dem FE-Modell nicht mehr korrekt erfasst werden. Nach Uberschreiten
der Zugfestigkeit beginnt das FE-modellierte Material auch bei Zug zu plastizieren. In
der analytisch berechneten Kurve kann die Verdrehung 9,; des Stabs theoretisch bis kurz



5.4 Tragféahigkeit von biegebeanspruchten Holzbauteilen 119

20
18 —~

) AN
14 \

[N/mm?
=
P>
e
/

A 3
E% = ‘\ numerische
6 N\ \le‘echnung
N N
N
4 S P —~—
analytische Berechnung —7 S~ -
2 -~
0
0 10 20 30 40 50
Am -]
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vor dem Erreichen der Beanspruchung M, = M, .,;; dargestellt werden, allerdings sind die
Verformungen bei Beanspruchungen in der Néhe der kritischen Last nicht verwendbar,
da in diesem Lastbereich die urspriingliche Annahme mifiger Verdrehungen nicht mehr
eingehalten ist. Die beiden Kurven zeigen in dem darstellbaren Bereich eine gute Uber-
einstimmung.
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Bild 5.17: Last-Verformungs-Linie eines kippenden Biegestabs nach analytischer und nu-
merischer Berechnung

Wie oben bereits erwihnt, ist die Tragfihigkeit von Stiben, deren Querschnitt sich um 90
Grad verdreht hat, im Bauwesen nicht verwendbar. Wird Biegestiben mit grosser Kipp-
Schlankheit im FE-Modell die analytisch ermittelte Traglast als dulere Last aufgebracht,
werden wesentlich kleinere Verdrehungen als 90 Grad ermittelt. Allerdings kdnnen auch
diese nicht mehr als klein bezeichnet werden. Im Grenzzustand der Gebrauchstauglich-
keit fallen die Verdrehungen jedoch wesentlich kleiner aus. Um eine Vorstellung davon
zu ermoglichen, wie grof} die Verdrehungen bei Erreichen der analytischen Traglast bei
gebriduchlichen Biegestiben ausfallen, sind in Tab. die maximalen Verdrehwinkel 9,
fiir einige ausgewihlte Biegestdbe im Grenzzustand der Tragfahigkeit und im Grenzzu-
stand der Gebrauchstauglichkeit angegeben.

Der Vergleich der analytisch und numerisch ermittelten Traglasten zeigt, dass erstere fiir
eine Bemessung verwendet werden konnen, da sie durch die numerisch ermittelten Trag-
lasten bestiitigt werden bzw. kleiner als diese sind. Die Uberpriifung der Verformungen
bei Erreichen des zur Traglast gehdrigen charakteristischen Beanspruchungsniveaus zeigt,
dass mit der analytischen Methode bemessene kippgefihrdete Biegestibe gebrauchstaug-
lich bleiben. Die analytische Bemessung mit Hilfe von GI. (5.16) kann demnach verwen-
det werden.
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h/b
Am 500/100 1000/100
Tragfdhigkeit Gebrtauglichkeit | Tragfihigkeit Gebrtauglichkeit
20 4,98° 0,49° 3,43° 0,45°
30 9,62° 0,52° 9,48° 0,51°
40 10,89° 0,57° 11,92° 0,52°

Tabelle 5.1: Maximaler Verdrehungswinkel 4,; einer FE-Simulation bei Erreichen der
analytischen Traglast im Grenzzustand der Tragfdhigkeit und bei Erreichen des zugeho-
rigen charakteristischen Beanspruchungsungsniveaus

In Bild sind die Traglasten nach dem k,,-Verfahren sowie nach analytischer Be-
rechnung unter Verwendung des Beiwerts k., fiir die vereinfachte Beriicksichtigung des
Volumeneffekts fiir Stabe mit h/b = 5 und h/b = 10 dargestellt. Im Rahmen der Unter-
suchung kann festgestellt werden, dass bei Biegestiben mit einer Kipp-Schlankheit von
etwa Ay > 20 die Spannungen aus Biegung um die z-Achse (0, ;) groBer werden als die
Spannungen aus Biegung um die y-Achse. Das heif}t, bei Biegestiben mit einer Kipp-
Schlankheit groBer als 20 ist k.4 auf oy, ;, bei Biegestidben mit einer Kipp-Schlankheit
kleiner als 20 ist k.4 auf 0, , anzuwenden.
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Bild 5.18: Normierte Traglasten kippgefdhrdeter Biegestibe nach dem k- Verfahren und
nach analytischer Berechnung mit h/b=5 und h/b=10

Die Traglasten, die nach dem k,,- Verfahren ermittelt werden kdnnen, liegen fast vollstin-
dig iiber denen nach analytischer Berechnung unter Verwendung des Beiwerts k,.;. In
Bild sind die Abweichungen durch den Verhiltniswert ryy = My grs;/M, in Ab-
hingigkeit von der Kipp-Schlankheit dargestellt. Nach dem k;,-Verfahren kénnen bis zu
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10 Prozent hohere Traglasten ermittelt werden als nach analytischer Berechnung. Die-
ser Umstand ist vermutlich darauf zuriickzufiihren, dass das k;,-Verfahren fiir ein ande-
res Sicherheitskonzept entwickelt wurde als das heute nach DIN 1052:2004-08 und EN
1995:2005-12 giiltige.
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Bild 5.19: Verhiltniswert ryy = Mg,s; /M,;; mit Beriicksichtigung von k., in Abhéngigkeit
von der Kipp-Schlankheit fiir h/b=5 und h/b=10

Zum Vergleich ist in Bild [5.19]der Verhiltniswert ry, fiir eine analytische Ermittlung der
Traglasten ohne Beriicksichtigung des Beiwerts k., dargestellt, denn nach den giiltigen
Normen (EN 1995:2005-12, DIN 1052:2004-08) darf der Beiwert durch die Einschrin-
kung der Verwendbarkeit auf Querschnitte mit einem Verhiltnis /b < 4 fiir das Kippen
nicht beriicksichtigt werden. Es wird deutlich, dass die Abweichungen ohne Verwendung
des Beiwerts fiir die Beriicksichtigung des Volumeneffekts noch grosser sind als mit die-
sem.

Es wird deutlich, dass die Traglasten nach analytischer Berechnung fiir Biegestibe mit
verschiedenen Verhiltnissen h/b leicht voneinander abweichen, die Traglasten nach dem
km-Verfahren jedoch nicht. Die Ursache dafiir ist, dass beim k,,-Verfahren die Tragfdhig-
keit allein von der Kipp-Schlankheit abhingt. Stibe mit verschiedener Hohe und Léan-
ge konnen jedoch die gleiche Kipp-Schlankheit besitzen, obwohl sie ein unterschiedli-
ches Tragverhalten aufweisen. So haben z.B. ein Biegestab der Linge 10m und der Hohe
500mm die gleiche Kipp-Schlankheit wie ein Stab der Linge Sm und der Hohe 1000mm
bei gleicher Breite.

Da offensichtlich die Tragfihigkeit verschiedener Biegestidbe mit gleicher Kipp-Schlankheit
voneinander abweichen, stellt sich die Frage, ob die Vereinfachung des k- Verfahrens,
Biegestiben mit gleicher Kipp-Schlankheit, aber unterschiedlichen h/b-Verhiltnissen die
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Bild 5.20: Verhiltniswert ryy = Mg,s; /M, ohne Beriicksichtigung von k,.; in Abhingig-
keit von der Kipp-Schlankheit fiir h/b=5 und h/b=10

gleiche Tragfihigkeit zuzuordnen, zuldssig ist. In Bild [5.21] sind die Traglasten nach ana-
lytischer Berechnung fiir Stibe gleicher Schlankheit in Abhéngigkeit vom Verhiltnis h/b
dargestellt. Die Abweichungen zeigen zunichst einmal keine klare Tendenz. Im fiir kipp-
gefidhrdete Biegstibe relevanten Bereich von h/b = 4 bis allerhochstens h/b = 12 kann
jedoch festgestellt werden, dass fiir Biegestdbe mit mittlerer Kipp-Schlankheit (4j; von
10 bis 20) die Tragfahigkeit mit zunehmendem Verhéltnis h/b leicht abnimmt. Die grof3ten
Abweichungen liegen dabei bei etwa 10 Prozent. Fiir schlankere Biegestibe (1), grosser
25) kann im fiir die Bemessung relevanten Bereich angenommen werden, dass die Trag-
fahigkeiten nahezu gleich bleiben, da die Abweichungen kleiner als 2 Prozent sind.

Insgesamt sind also selbst bei Verwendung des Beiwerts k,,; Abweichung bis zu 10 Pro-
zent zwischen dem k,,-Verfahren und der analytischen Losung im fiir die Bemessung
relevanten Bereich feststellbar. Diese Abweichungen allein kénnen durchaus als zuldssig
angenommen werden. In DIN 1052:2004-08 z.B. diirfen Schnittgrossen 'nach Theorie I.
Ordnung ermittelt werden, wenn sie sich durch Beriicksichtigung des geometrisch nicht-
linearen Verhaltens um nicht mehr als 10 Prozent vergroflern wiirden’. Wiinschenswert
wire in diesem Fall jedoch, wenn die Traglasten nach dem k,,-Verfahren eher unterhalb
der Traglasten nach analytischer Berechnung ligen. Denn das k,-Verfahren dient der ver-
einfachten Bemessung und sollte eigentlich eine ’auf der sicheren Seite liegende’ Ab-
schitzung darstellen.

5.4.6 Einfluss der Imperfektion Vorverdrehung

Neben der Vorkriimmung um die z-Achse eines kippgefihrdeten Biegestabs hat auch die
Vorverdrehung des Stabs 9 einen Einfluss auf dessen Tragfihigkeit. In der Normung wird
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Bild 5.21: Normierte Traglasten kippgefidhrdeter Biegestibe bei gleicher Schlankheit und
veridndertem h/b-Verhiltnis

die Annahme einer solchen Imperfektion nicht gefordert. Der Einfluss ist allerdings @hn-
lich deutlich, wie beim Druckstab der Einfluss der exzentrischen Lasteinleitung. In Bild
[5.22] sind die auf Spannungsebene normierten Traglasten exemplarisch fiir einen kipp-
gefihrdeten Biegestab mit den Abmessungen h/b = 500mm/100mm je einmal mit und
einmal ohne eine Vorverdrehung ¥ des Stabs dargestellt. Als Amplitude fiir die sinus-
formige Vorverdrehung wurde dabei der von Larsen und Theilgaard [46]] ermittelte Wert
Y9 = 0,05-b/h angesetzt. Es wird deutlich, dass die Vorverdrehung tatséchlich einen dhn-
lichen Einfluss auf die Tragfihigkeit von kippgefdhrdeten Biegestidben hat wie die exzen-
trische Lasteinleitung auf den knickgefdhrdeten Druckstab. Auch von der Vorverdrehung
werden vor allem gedrungene Biegestibe beeinflusst. Die groite Abweichung der Trag-
fahigkeit betrédgt bis zu 5 Prozent. Zur Verdeutlichung der Abweichungen ist in Bild
der Verhiltniswert ry,, der das Verhiltnis der Traglast mit und ohne Berlicksichtigung der
Vorverdrehung angibt, dargestellt.

5.4.7 Erkenntnisse der Untersuchung

Mit der numerischen Untersuchung der kippgefdahrdeten Biegestidbe kann bestitigt wer-
den, dass die analytisch ermittelten Traglasten mit Hilfe von GI. und Gl. (5.18) so-
wie GI. auf der sicheren Seite liegen. AuBBerdem kann festgestellt werden, dass ein
Schubversagen aufgrund der Torsionsbeanspruchung des kippenden Stabs bei schlanken
Stdben vor Erreichen der Zugtragfihigkeit anzunehmen ist, auch wenn keine zusitzlichen
Querkrifte den Stab beanspruchen. Mit dem k,,-Verfahren konnen nur ungenaue Tragfi-
higkeiten ermittelt werden, die groBtenteils oberhalb von den analytisch ermittelten und
damit nicht "auf der sicheren Seite’ liegen.

Die analytische Bemessung mit Gl. (5.13) und GI. ist nicht komplizierten als das
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Bild 5.23: Darstellung des Verhiltniswerts ry, in Abhingigkeit von der Kipp-Schlankeit

km,-Verfahren. Sie hat jedoch den Vorteil, dass das Vorgehen klar nachvollziehbar ist. Die
Parameter der Imperfektionen und Steifigkeiten gehen direkt in die Bemessung ein und
konnen bei Bedarf angepasst werden. Die Verwendung dieser Bemessungsmethode fiir
kippgefihrdete Biegestidbe wird ausdriicklich empfohlen.
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5.5 Tragfihigkeit von druck- und biegebeanspruchten Holzbauteilen

5.5.1 Allgemeines

Im Rahmen dieser Arbeit werden durch eine Kombination aus Biegung und Normalkraft
beanspruchte Stidbe mit einem groBen Verhiltnis h/b, etwa groBer 5, als biegedrillknick-
gefihrdet bezeichnet. Diese Bezeichnung ist nicht eindeutig, da mit Biegedrillknicken
iblicherweise das geometrisch nichtlineare Tragverhalten druckbeanspruchter Stidbe mit
offenem Profil beschrieben wird. Im Gegensatz zu den einfach knickenden Stdben wird
bei biegedrillknickenden Stiben ein Verdrillen des Querschnitts festgestellt. Die biege-
drillknickenden Stidbe versagen durch eine Kombination von Ausknicken und Verdril-
len. Bei druckbeanspruchten Stiben mit Vollquerschnitt, wie sie im Holzbau iiblich sind,
kommt diese Art des Versagens bei reiner Druckbeanspruchung nicht vor. Diese knicken
‘nur’ in Richtung der schwachen Achse aus, da durch die Geometrie des Vollquerschnitts
bei reiner Druckbeanspruchung keine zusitzlichen Beanspruchungen erzeugt werden, die
ein Verdrillen so stark unterstiitzen wiirden, dass dieses zum Versagen fithren konnte.

Bei zusitzlicher Biegebeanspruchung kommt es bei Stiben mit einem grofen Verhilt-
nis h/b jedoch sehr wohl zu der Versagensform, die bei offenen Profilen schon bei reiner
Druckbeanspruchung auftritt. Aus diesem Grund und auch, weil es im Holzbau keine
andere eindeutigere Bezeichnung fiir dieses geometrisch nichtlineare Tragverhalten gibt,
werden diese kippschlanken Stibe mit Biege- und Normalkraftbeanspruchung biegedrill-
knickgefidhrdet und die zugehorige Versagensform Biegedrillknicken genannt.

In der aktuellen Normung (EN 1995:2005-12, DIN 1052:2004-08) wird fiir die Bemes-
sung von biegedrillknickgefdhrdeten Stiben die Kombination der kombinierten k.-kj,-
Verfahren fiir das Knicken und das Kippen vorgeschlagen. Eine andere Moglichkeit ist die
Bemessung durch Ermittlung der zusétzlichen Beanspruchungen mit Hilfe der analytisch
hergeleiteten Gleichungen Gl. (2.199) und GI. (2.200). AuBerdem kann das Tragverhalten
biegedrillknickgefdhrdeter Stibe mit der FE-Methode untersucht werden.

Im Rahmen dieser Arbeit wird das Biegedrillknicken des in Kap. [2.3] analysierten Er-
satzstabs anhand eines exzentrisch gedriickten Stabs untersucht. Das zugehorige statische
Modell ist in Bild und das raumliche Modell in Bild dargestellt. Diese Art der
Untersuchung hat den Vorteil, dass es nur eine unbekannte Beanspruchungsgrofle (N,)
gibt, denn das dullere Moment um die starke Achse wird durch M, = N, - ¢ beschrieben.
Die Exzentrizitit wird in Abhéngigkeit von der Hohe des Stabs in der Form ey = ry, - h
angegeben, wobei r;, ein frei wihlbarer positiver Wert ist, der hier sinnvollerweise aber
zwischen 0 und 1 gewdhlt wird. Gro3ere Exzentrizititen sind zwar denkbar, doch nihert
sich die Beanspruchung dann einer reinen Biegebeanspruchung, die bereits im Kapitel
"Tragfahigkeit von biegebeanspruchten Holzbauteilen’ (Kap. [5.4)) ausreichend untersucht
wurde. Durch die Wahl der Parameter wird eine bessere Vergleichbarkeit der Ergebnisse
fiir Stibe unterschiedlicher Geometrien angestrebt.
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Bild 5.24: Exzentrisch gedriickter, biegedrillknickgefdhrdeter Stab
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Bild 5.25: Statisches Modell des exzentrisch gedriickten, biegedrillknickgefdhrdeten Sta-
bes

5.5.2 Analytische Berechnung der Traglast

Mit Hilfe der Gl. (2.199) kann analog zum Knicken und Kippen die Tragfahigkeit von
biegedrillknickgefihrdeten Stiben bei Erreichen der Zugfestigkeit im Zugbereich und mit
Hilfe von Gl. (2.200)) bei Erreichen der Schubfestigkeit analytisch ermittelt werden.

Die Bemessungsgleichung nach EN 1995:2005-12 bzw. DIN 1052:2004-08 fiir Spannun-
gen in Richtung der Stabachse

2
(Fas) a5 4 5

Jeo.a

» (5.27)
2
(M) + Omy +Krea - %

fc,(),d m

kann zunéchst durch Einsetzen von Gl. (2.199) zu den kubischen Gleichungen
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zur Ermittlung der Traglast N, 4 aufgelost werden. Die sinnvollen Ergebnisse der Glei-
chungen sind jedoch immer noch abhingig von dem aufgebrachten Moment M, ,,; 4. Da
das Moment M, ,; 4 jedoch auch iiber die Exzentrizitit ey abhidngig von der Traglast N, 4
ist, miissen die Losungen durch den Einschub einer Iteration gefunden werden. Fiir eine
Bemessung mit vorhandenen Schnittgrossen ist eine so aufwendige Berechnung selbst-
verstidndlich nicht notig.

Analog zum Kippen in Kap. [5.4.2] wird der Stab beim Biegedrillknicken auch durch ein
Torsionsmoment M, beansprucht. Nach Gl. (2.200) kann dieses Torsionsmoment analy-
tisch ermittelt werden. Die daraus entstehenden Schubspannungen miissen wiederum der
Bemessungsgleichung

M . TTord
Wx'fv,d B fv,d
geniigen. Durch Einsetzen von Gl. (2.200) in Gl. (5.33) ergibt sich die quadratische Be-
messungsgleichung

<1 (5.33)

0=N?2 ,—N 1d" Mcz'rit ) (VO ’ % - €0 - Nerit +Mx,el) . Mczrit My el (5.34)
nl,d ot Oo - Meriz +Mx.,el e% ’ (190 “Merie + Mx,el)

mit

Myu = foa- Wi, (5.35)

dessen sinnvolle Losung die Traglast M, , fiir die Torsionsbeanspruchung angibt.
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5.5.3 Traglast nach dem kombinierten k.-k,,-Verfahren

Um durch Druck und Biegung beanspruchte Bauteile nach dem kombinierten k.-k;,-
Verfahren zu bemessen, miissen gemil EN 1995:2005-12 bzw. DIN 1052:2004-08 die
Verfahren nach Kap.[5.3.3]und Kap. [5.4.3|kombiniert werden. Die Ermittlung des Bemes-
sungswerts der Tragfihigkeit erfolgt mit Hilfe der Gleichung

N, M
ErSt,d ErSt,d —1 (5.36)
kc'A'fc,O,d km'Wy'fm,d

bzw. unter Verwendung der Beschreibung des duBleren Moments durch M) = N, - ey mit
der Gleichung

NErst.a L+ NErst.a - €o _
kc'A'fc,O,d km'Wy'fm,d

wobei die Beiwerte k. und &, nach den in Kap. und Kap. beschriebenen Glei-
chungen ermittelt werden. Die Traglast ldsst sich dann durch

1 (5.37)

km‘kc'fm,d'fc,O,d'b'l/l2
ki fma-h~+ke feoa 6-eo

bestimmen.

(5.38)

NEgrst.a =

5.5.4 Schubversagen bei biegedrillknickgefihrdeten Stiben

Fiir den biegedrillknickgefihrdeten Biegestab gelten die in Kap. [5.4.4] fiir den kippge-
fihrdeten Stab getroffenen Aussagen sinngemif. In Bild und Bild im Anhang
sind beispielhaft die auf den Querschnitt normierten Traglasten bei Erreichen der Zug-
und der Schubbeanspruchbarkeit fiir Stdbe mit einem Querschnittsverhiltnis von h/b = 10
jeweils fiir Exzentrizititen e = h und eg = h/5 angegeben. In Bild[5.27]ist zur Veranschau-
lichung auch noch der Verhiltniswert rgpk ¢, der das Verhiltnis der Torsionsbeanspruch-
barkeit und der Biegebeanspruchbarkeit angibt, fiir ey = h dargestellt. Es wird ersichtlich,
dass auch fiir biegedrillknickgefédhrdete Stibe mit stark exzentrisch aufgebrachter Nor-
malkraftbeanspruchung die Traglast bei Erreichen der Schubtragfihigkeit nicht wesent-
lich kleiner wird als bei Erreichen der Zugtragfihigkeit. Es ist jedoch angeraten, beide
Nachweise zu fithren. Dies gilt, wie bereits in Kap. [5.4.4] angemerkt, unter Beriicksichti-
gung der zukiinftig in den Normen EN 1995:2005-12 und DIN 1052:2004-08 verringert
anzunehmenden Schubfestigkeiten (f, x = 2,7). Bei Anwendung der alten charakteristi-
schen Schubfestigkeiten (f,x = 3,5) wird die Traglast bei Erreichen der Schubfestigkeit
fiir Holz der Festigkeitsklasse Gl 24h nicht ma3gebend. Fiir Holzer hoherer Festigkeits-
klassen wird ein Schubnachweis fiir biegedrillknickgefidhrdete Stibe wie beim Kippen
dringend angeraten.
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Bild 5.26: Auf Spannungsebene normierte Traglast von biegedrillknickgefdahrdeten Sta-
ben mit h/b = 10 und ep = h bei Zug- und bei Schubversagen
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Bild 5.27: Verhiltniswert rgpk ¢ eines Kipp-Ersatzstabs mit h/b =10 und ey = h
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Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass bei biegedrillknickgefdhrdeten Stiben
gegeniiber kippgefihrdeten Stiben aufgrund der zusétzlich vorhandenen Normalkraft mit
keiner zusitzlichen Abminderung der Schubtragfihigkeit gerechnet werden muss. Die
Traglasten von biegedrillknickgefihrdeten Stiben bei Erreichen der Schubfestigkeit steht
in einem dhnlichen Verhiltnis zur Traglast bei Erreichen der Zugfestigkeit wie bei kipp-
gefdhrdeten Stében.

AuBerdem muss auch hier, wie schon in Kap. [5.4.4] fiir das Kippen angemerkt, bei Be-
anspruchung durch Querlasten, z.B. Beanspruchung durch senkrecht zur Stabachse ein-
wirkende Einzel- oder Streckenlasten und Bemessung mit Hilfe der Kipp- und Knick-
Ersatzstablinge, eine Uberpriifung der Schubspannungen erfolgen. Diese werden erzeugt
durch Torsionsmomente, die von den am verformten Stab angreifenden dufleren Las-
ten hervorgerufen werden. Die Schubspannungen diirfen die Schubfestigkeit nicht iiber-
schreiten. In Kap. [6] wird anhand eines Beispiel eine mogliche Vorgehensweise fiir die
Bemessung dargestellt.

5.5.5 Biegedrillknickgefihrdete Stibe aus Brettschichtholz

Die Vorgehensweise der Untersuchung der drei Berechnungsmethoden (analytisch, nu-
merisch und kombiniertes k.-k,,-Verfahren) ist beim Biegedrillknicken gleich der beim
Kippen (Kap.[5.4). Zunichst wird die Giite der analytischen Berechnung durch die nume-
rische Methode unter Vernachlissigung des Volumeneffekts iiberpriift. Danach wird das
vereinfachte Verfahren nach EN 1995:2005-12 bzw. DIN 1052:2004-08 mit der analyti-
schen Berechnung unter Beriicksichtigung des Volumeneffekts mittels des Beiwerts k.4
verglichen.

Fiir die Vergleiche werden beispielhaft die Ergebnisse der Berechnungen von vier ver-
schiedenen geometrischen und beanspruchungsspezifischen Kombinationen herangezo-
gen. Es werden jeweils Stidbe mit den h/b-Verhiltnissen 500mm/100mm und 1000mm/100mm
untersucht. Diese werden jeweils durch Normalkréfte mit den Exzentrizititen ey = & und
eo = h/10 beansprucht. Mit der Wahl dieser Beispiele soll die Schar der moglichen Kom-
binationen moéglichst sinnvoll eingekreist werden. Die h/b-Verhiiltnisse fiinf und zehn bil-
den niherungsweise obere und untere Grenzen der praktischen Nutzung. Fiir Stibe mit
h/b kleiner als fiinf geht die Biegedrillknickgefihrdung gegen Null. Stibe mit einem Ver-
hiltnis von h/b groBer als zehn finden in der Praxis hochst selten Verwendung. Die Exzen-
trizitdt e = h erzeugt bereits einen groBen Biegeanteil, bei einer weiteren Vergro3erung
der Exzentrizitit geht das Biegedrillknicken in das Kippen iiber. Ahnlich verhilt es sich
bei der Exzentrizitit e = h/10. Wird diese unterschritten, nihert sich das Tragverhalten
des biegedrillknickenden Stabes dem eines knickenden Stabes an. Dabei bilden die ange-
nommenen Werte keine echten Grenzwerte. Uber- bzw. Unterschreitungen sind auch bei
weiter vorhandener Biegdrillknickgefdhrdung mdoglich. Es handelt sich also um realisti-
sche Kombinationen, die ndherungsweise einen Einblick in verschiedene Randbereiche
gewdhrleisten.
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In Bild [5.28] Bild [5.29] Bild [5.30] und Bild [5.31] sind die auf die Normalspannungen
normierten Traglasten nach analytischer (ohne Beriicksichtigung von k,.4) und numeri-
scher Berechnung der vier genannten Beispiele dargestellt. In Bild und Bild
ist der Verhiltniswert rgpg rem, der das Verhiltnis der mumerischen ermittelten Trag-
last zur analytischen ermittelten angibt, fiir die Beispiele iiber den Knick- und Kipp-
Schlankheiten angetragen. Fiir groBe Schlankheiten ergeben sich bei den Ergebnissen der
beiden Berechnungsmethoden sehr gute Ubereinstimungen. Bei gedrungenen Stiiben er-
geben sich jedoch Abweichungen um bis zu 20 Prozent. Dabei ist die Tragfahigkeit nach
numerischer Berechnung jeweils grofler als die nach analytischer Berechnung. Grund-
satzlich liegt die analytische Berechnung damit auf der sicheren Seite.
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Bild 5.28: Normierte Traglasten biegedrillknickgefihrdeter Stibe nach numerischer und
nach analytischer Berechnung mit e = h/10 sowie h/b=5

Um die Ursachen fiir die Abweichungen zu erkennen, miissen die Ergebnisse genauer un-
tersucht werden. Zunichst kann festgestellt werden, dass bei groen Exzentrizititen die
Abweichungen sehr viel weiter in den schlanken Bereich hineinreichen. Bei der hier un-
tersuchten Exzentrizitidt von eg = h reicht die Abweichung bis zu einer Kipp-Schlankheit
Ay von etwa 10 bis 12, bei der Exzentrizitit von ey = h/5 reicht die Abweichung bis zu
einer Kipp-Schlankheit Ay, von etwa 15 bis 17. Die Betrige der groiten Abweichungen
sind jedoch nidherungsweise konstant bei 15 bis 20 Prozent.

In den Bereichen, in denen die Abweichungen festgestellt werden konnen, liegt kein ech-
tes Stabilitits-Versagen der Bauteile vor. Wie Kap. [5.4.5lentnommen werden kann, fangen
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Bild 5.29: Normierte Traglasten biegedrillknickgefdhrdeter Stibe nach numerischer und
nach analytischer Berechnung mit ey = h/10 sowie h/b=10
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Bild 5.30: Normierte Traglasten biegedrillknickgefdhrdeter Stibe nach numerischer und
nach analytischer Berechnung mit ¢y = h sowie h/b=5

Biegestibe erst ab einer Kipp-Schlankheit Ay, von etwa 15 tatsdchlich an, ihre Tragfi-
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7Ln1 [_]
0 12,02 17,00 20,82 24,04 26,88
4,0
3.5 12
o numerisch
3,0 4_\
~
1\’1_‘ 2 5 \\ N\
g ’ S
E X
Z. 2,0 +—/-analytisch
E . ohne Xk red \
= > ~
Z
190 \ \
0,5
0,0
0 50 100 150 200 250
A [

Bild 5.31: Normierte Traglasten biegedrillknickgefihrdeter Stabe nach numerischer und
nach analytischer Berechnung mit e¢g = h sowie h/b=10
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Bild 5.32: Verhiltniswert rgpx rrm von biegedrillknickgeféhrdeten Stidbe mit h/b = 10

higkeit aufgrund des Stabilitdtsversagens zu verlieren. Das Knicken der Bauteile kann
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Bild 5.33: Verhiltniswert rgpx rrm von biegedrillknickgeféhrdeten Stidbe mit h/b =5

theoretisch schon frither eintreten. Allerdings sind die Normalkraftanteile geringer als
beim reinen Druckstab, so dass das Knicken erst bei grosseren Schlankheiten eintritt. Ist
die Exzentrizitit kleiner, so ist der Normalkraftanteil groBBer und das Stabilititsversagen
Knicken tritt frither auf. Ist die Exzentrizitit grosser, so tritt aufgrund des kleineren Nor-
malkraftanteils das Knicken spéter auf.

In Kap. [5.3.8 wird der Schluss gezogen, dass beim Knicken die Querschnittstragreserve
aufgebraucht wird, die nach analytischer Berechnung der Querschnittstragfihigkeit ge-
geniiber der genormten quadratischen vorhanden ist (siehe auch Bild [5.12). Die Begriin-
dung dafiir ist, dass aufgrund des Plastizierens des Querschnitts die Biegesteifigkeit des
Bauteils herabgesetzt wird. Da dieser Effekt in der Bemessung keine Beriicksichtigung
findet, wird die Unterschitzung der Querschnittstragfihigkeit ausgeglichen. Tritt jedoch
kein Stabilitdtsversagen auf, so hat die Abminderung der Biegesteifigkeit keine Auswir-
kung auf die Tragfdhigkeit des Bauteils. Die Tragreserve des Querschnitts gegeniiber der
quadratischen Annahme kommt voll zur Wirkung.

Die Bemessung nach dem analytischen Verfahren mit Hilfe der quadratischen Interakti-
onsannahme liefert also im Bereich gedrungener Stibe Tragfihigkeiten, die so weit auf
der sicheren Seite liegen, wie andere nicht stabilititsgefihrdete Bauteile mit kombinierter
Druck- und Biegebeanspruchung auch.

In Bild [5.34] Bild [5.33] Bild und Bild sind die auf die Normalspannungen nor-
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mierten Traglasten nach analytischer Berechnung (mit Beriicksichtigung von k,,.;) und
nach dem kombinierten k.-k,,-Verfahren gegeniibergestellt. In Bild und Bild
ist der zugehorige Verhiltniswert rgpg £rs; iiber den Knick- und Kipp-Schlankheiten dar-
gestellt. Es zeigt sich, dass die Traglasten, die mit dem kombinierten k.-k,,-Verfahren
erzielt werden konnen, stets deutlich unter denen liegen, die analytisch berechnet werden
konnen. Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass beim kombinierten k.-k,,-Verfahren
der Knickanteil, wie in Kap. [5.3.4] gezeigt wird, offenbar mit einer nur halb so groflen
Vorkriimmungsamplitude in Richtung der schwachen Achse eingeht, zeigen die Abwei-
chungen der Ergebnisse noch deutlicher auf, dass mit dem kombinierten k.-k,,- Verfahren
nicht die vollen Tragreserven eines biegedrillknickgefidhrdeten Stabes ermittelt werden
konnen. Die Bemessung solcher Bauteile mit dem kombinierten k.-k;,-Verfahren ist dem-
nach stark unwirtschaftlich.
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Bild 5.34: Normierte Traglasten biegedrillknickgefidhrdeter Stibe nach analytischer Be-
rechnung und nach dem kombinierten k.-k,,-Verfahren mit ey = h/10 sowie h/b=5

In [13] haben Briininghoff und Klapp 2005 einen Vorschlag fiir die Verbesserung des
kombinierten k.-k,,-Verfahrens bei Anwendung auf biegedrillknickgefdhrdete Stibe un-
terbreitet. Eine Untersuchung dieses Vorschlags ist im Anhang in Kap.[A.2)zu finden.

5.5.6 Einfluss der Imperfektionen exzentrische Lasteinleitung und Vorverdrehung

Die Einfliisse der Imperfektionen exzentrische Lasteinleitung a und Vorverdrehung ¥
sind in Kap. [5.3|und Kap. [5.4] genauer untersucht worden. Die Exzentrizitdt der Lastein-
leitung a hat nur einen Einfluss auf das Knicken. Die Vorverdrehung 9, beeinflusst nur
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Bild 5.35: Normierte Traglasten biegedrillknickgefdhrdeter Stibe nach analytischer Be-
rechnung und nach dem kombinierten k.-k,,-Verfahren mit ey = h/10 sowie h/b=10
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Bild 5.36: Normierte Traglasten biegedrillknickgefidhrdeter Stibe nach analytischer Be-
rechnung und nach dem kombinierten k.-k,,-Verfahren mit ey = h sowie h/b=5
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Bild 5.37: Normierte Traglasten biegedrillknickgefdhrdeter Stibe nach analytischer Be-
rechnung und nach dem kombinierten k.-k,,-Verfahren mit ey = h sowie h/b=10
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Bild 5.38: Verhiltniswert rgpg reym von biegedrillknickgefdhrdeten Staben mit h/b = 10

das Kippen. Auf das Biegdrillknicken, das sowohl das Knicken als auch das Kippen bein-
haltet, haben beide Imperfektionen einen Einfluss. Dabei ist zu beobachten, dass mit zu-
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Bild 5.39: Verhiltniswert rgpk grs; von biegedrillknickgefdhrdeten Stiben mit h/b = 5

nehmender Exzentrizitit eg (die in Richtung der y-Achse, der Haupttragrichtung, exzen-
trisch ist) der Einfluss der exzentrischen Lasteinleitung a (die in Richtung der schwachen
z-Achse exzentrisch ist) abnimmt, der Einfluss der Vorverdrehnung 9y jedoch zunimmt.
Der Einfluss der beiden Imperfektionen verstirkt sich also nicht gegenseitig. Die bei-
den Imperfektionen mindern gemeinsam die Tragfihigkeit gedrungener Stidbe fiir alle
Normalkraft-Momenten-Beanspruchungskombinationen in etwa so, dass die Tragfihig-
keit bei ihrer Beriicksichtigung um 3 bis 5 Prozent abgemindert wird; genauso wie die
Imperfektionen einzeln die Tragfahigkeit beim Knicken bzw. beim Kippen abmindern.

5.5.7 Erkenntnisse der Untersuchung

Wie schon beim Kippen kann auch fiir das Biegedrillknicken gezeigt werden, dass die
analytisch ermittelten Traglasten mit Hilfe von Gl. (2.199) und Gl. (2.200) auf der siche-
ren Seite liegen. Die Tragfdhigkeit bei Erreichen der Schubfestigkeit wird im Vergleich
zum Kippen durch die Normalkraft nicht weiter herabgesetzt. Die Abweichungen zur
Tragfihigkeit bei Erreichen der Zugfestigkeit sind etwa gleich. Die Anwendung des kom-
binierten k.-k,,-Verfahrens als Ersatzstabverfahren fiir das Biegdrillknicken erweist sich
als sehr ungenau. Die damit ermittelbaren Traglasten weichen stark von denen ab, die mit
den analytischen Gleichungen ermittelt werden.

Die Bemessung mit Gl. (2.199) und Gl. (5.27) ergibt brauchbare Ergebnisse. Neben den
schon beim Kippen in Kap. erlduterten Vorteilen der analytischen Gleichungen, wie
bessere Nachvollziehbarkeit und variable Handhabung der Eingangsparameter, kann bei
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Anwendung der analytischen Gleichungen auf das Biegedrillknicken auch eine grossere
Wirtschaftlichkeit der Bemessung erzielt werden, da die Bauteile besser ausgenutzt wer-

den koOnnen.
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6 Anwendung von Ersatzstablingen bei Holzbauteilen
mit Querlasten

6.1 Allgemeines

Die Verwendung von Knick-Ersatzstablingen bei der Bemessung von Stiben mit dhn-
lichen Eigenformen hat sich als akzeptable Nidherung erwiesen. Dabei wird die Ersatz-
stabldnge durch Gleichsetzen der kritischen Last des zu untersuchenden Stabes mit der
kritischen Last des Knick-Ersatzstabs (Eulerstab II) ermittelt. Die Beanspruchbarkeit des
zu untersuchenden Stabs kann dann ndherungsweise am Ersatzstab mit der zugehdrigen
Knick-Ersatzstablinge ermittelt werden. Fiir das Kipp-Problem wird diese Vorgehenswei-
se analog iibernommen. In Kap. [2.2.6] wird beispielhaft fiir den Kragarm mit Einzellast
die kritische Last (Gl. (2.181))) nach Prandtl [58] berechnet und in Gl. (2.182)) die Ersatz-
stablinge ermittelt. In Kap. [2.3.3|wird festgestellt, dass beim Biegedrillknick-Problem die
Ersatzstablidngen fiir das Kippen und Knicken nur kombiniert verwendet werden konnen.

Im Laufe der Untersuchungen in dieser Arbeit hat sich herausgestellt, dass bei der Bemes-
sung von kipp-gefdhrdeten Stiben ab einer bestimmten Kipp-Schlankheit die Schubtrag-
fahigkeit magebend wird. Allerdings konnte festgestellt werden, dass die Abweichun-
gen von der Tragfihigkeit bei Erreichen der Zugfestigkeit gering sind. Es ist jedoch damit
nicht unmittelbar klar, dass dieser Zusammenhang auch gegeben ist, wenn ein kippgeféhr-
deter Stab mit seiner Ersatzstablinge bemessen werden soll. Vor allem dann nicht, wenn
der zu bemessende Stab durch eine Querlast beansprucht wird. Aufgrund der Verschie-
bung des Stabes in Richtung der y-Achse und auch aufgrund der Verdrillung des Stabes
um die Langsachse bekommt die aulen angreifende Querlast einen Hebelarm, wodurch
ein Torsionsmoment erzeugt wird. In diesem Kapitel soll anhand des bereits in Kap.
und Kap. untersuchten beispielhaften Stabes iiberpriift werden, ob durch dieses zu-
satzliche Torsionsmoment eine Bemessung solcher querbelasteter Stibe auf Schub drin-
gend angeraten werden muss.

In einem weiteren Schritt wird in diesem Kapitel (ebenfalls an dem bereits genannten Bei-
spiel aus Kap. untersucht, ob die kombinierte Anwendung der Knick- und Kipp-
Ersatzstablidngen in der Bemessung zu brauchbaren Ergebnissen fiihrt. Dies ist notwendig,
da hierzu aktuell noch keine Untersuchungen angestellt wurden.

6.2 Ersatzstablingen von biegebeanspruchten Holzbauteilen

Fiir den in Bild [6.1] dargestellten einseitig eingespannten Stab mit vertikaler Einzellast
werden in diesem Kapitel die Traglasten bei Erreichen der Zug- und der Schubfestig-
keit ermittelt, auf der Grundlage der in Kap. [2.2.5|hergeleiteten analytischen Gleichungen
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fiir die Momente und Verformungen und mit Hilfe der in Kap. 2.2.6] ermittelten Kipp-
Ersatzstablinge. Zur Uberpriifung werden die Traglasten zusitzlich an einem FE-Modell
mit den in Kap. [5.2.2]erlduterten Annahmen berechnet.

Bild 6.1: Rechteckiger, einseitig eingespannter Stab mit Einzellast

Die Traglast bei Erreichen der Zugfestigkeit kann analytisch berechnet werden durch Er-
mittlung des zusitzlichen Moments um die schwache Achse mit Hilfe von Gl. (5.16)) mit
den Ersatzstablingen nach Gl. (2.182)) und Gl. (2.223) sowie durch Einsetzen des Mo-
ments in die Bemessungsgleichung Gl. (5.15)). Dies geschieht analog zu der Ermittlung
der Traglast am Kipp-Ersatzstab in Kap. durch die Gleichung

ol

M = Neyig - vo - — 6.1)
fiir das Moment um die schwache Achse. Darin wird die kritische Last mit

2
Nerip = EL - 62_ (6.2)

cef
und der Ausnutzungsgrad fiir das Moment mit

M, -/
oy = 2 mel (6.3)
w-\/GLEIL

angenommen. Fiir dieses Beispiel ergeben sich die Werte fiir die Ersatzstablidngen (siehe
auch Tab. A.1 und Tab. A.2) zu

leof =20 (6.4)
Umef = 0,783 1. (6.5)
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Als Imperfektionen miissten nach Norm die Schiefstellung mit dem Verdehwinkel 1/200
und eine sinusformige Vorkriimmung mit der Amplitude vy = ¢/400 tiberlagert angenom-
men werden. Vereinfachend wird hier eine einfachen Vorkriimmung mit der Amplitude
vo = £/200 in Form einer Sinushalbwelle als Imperfektion angenommen. Diese Verein-
fachung ist sinnvoll, da die vereinfachte Form der Imperktion nur geringfiigig von der
nach Norm korrekten abweicht. Die in Kap. [2.2.6) und Kap. [2.3.3] gefundenen analy-
tischen Losungen der Stabilititsprobleme wurden ebenfalls unter Beriicksichtigung der
vereinfachten Imperfektionsannahme ermittelt, sodass die dort ebenfalls ermittelten Er-
satzstabldngen hier verwendet werden konnen.

Die Ermittlung der Tragfdhigkeit bei Erreichen der Zugfestigkeit mit dieser Methode stellt
eine Niherung dar, weil die groBten Momente um die y- und um die z-Achse nicht an der
selben Stelle des Stabes auftreten. Dadurch werden die Tragfihigkeiten unterschitzt und
liegen daher auf der sicheren Seite.

Fiir die Ermittlung der Traglast bei Erreichen der Schubfestigkeit muss abweichend von
der Vorgehensweise in Kap. eine Uberlagerung der Schubbeanspruchung aus Torsion
mit derjenigen aus Querkraft nach Gl. (3.5) erfolgen. Aulerdem muss bei der Ermittlung
des Torsionsmoments die Verformung in Richtung der schwachen Achse beriicksichtigt
werden. Dies ist notwendig, weil die Einzellast mit der Verformung als Hebelarm das
vorhandene Torsionsmoment erzeugt. Durch Verwendung von GI. zur Ermittlung
der Verformung v,; kann fiir das Torionsmoment die Gleichung

1
2

My=P;-(ves+vo) =P;s-vo-

(6.6)

mit oy nach Gl. (6.3) angesetzt werden. Auch hier wird der Vorkriimmung in Form einer
Sinushalbwelle fiir einen einseitig eingespannten Stab mit die Amplitude vo = £,200 ver-
wendet.

Bei dem zur Uberpriifung herangezogenen FE-Modell wird eine sinusformige Vorkriim-
mung ebenfalls mit einer Amplitude von vy = ¢/200 aufgebracht. Auf die Untersuchung
der Auswirkung einer Vorverdrillung wird hier verzichtet.

Durch die Vergleichsrechnungen, die mit der FEM an Stiben mit dem Querschnitt h/b =
1000mm/100mm durchgefiihrt werden, konnen die analytisch nach den oben angegebe-
nen Gleichungen ermittelten Ergebnisse bestitigt werden. Die Tragfihigkeit bei Erreichen
der Schubfestigkeit liegt numerisch berechnet immer knapp iiber der analytisch ermittel-
ten. Die Tragfihigkeiten bei Erreichen der Zugfestigkeit liegen numerisch errechnet zum
Teil knapp unter den analytisch ermittelten. Die Abweichung ist sehr gering. In Bild [6.2]
und Bild[6.3]sind die Ergebnisse gegeniibergestellt.

Die Gegeniiberstellung der Tragfihigkeiten bei Erreichen der Zug- und der Schubfes-
tigkeiten zeigt eine deutliche Abweichung zu den Ergebnissen, die beim beidseitig durch
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Bild 6.2: Analytisch und numerisch ermittelte Traglasten von kipp-gefdhrdeten Stiben
nach Bild [6.T]mit h/b = 1000mm/100mm bei Erreichen der Zugfestigkeit
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Bild 6.3: Analytisch und numerisch ermittelte Traglasten von kipp-gefidhrdeten Stdben
nach Bild [6.T]mit h/b = 1000mm/100mm bei Erreichen der Schubfestigkeit

Momente beanspruchten Stab ermittelt werden konnen. Auch bei Stidben mit einer kleinen
Kipp-Schlankheit ist die Tragfahigkeit bei Erreichen der Schubfestigkeit magebend. Die
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Tragfahigkeit bei Erreichen der Zugfestigkeit wird nur bei Stiben mit einem Verhiltnis
h/b <10 in Teilbereichen kleiner als die Tragféhigkeit bei Erreichen der Schubfestigkeit.
In Bild[6.4]sind die Tragfdhigkeiten fiir Stibe mit dem Querschnitt h/b = 1000mm/100mm
und in Bild [6.5] fur Stiibe mit dem Querschnitt h/b = 500mm/100mm dargestellt. In Bild
6.6 und Bild ist jeweils der Quotient der Tragfdhigkeiten r;, der das Verhiltnis der
Schub- zur Zugtragfihigkeit angibt, in Abhéngigkeit von der Kipp-Schlankheit fiir die
beiden untersuchten h/b-Verhiltnisse dargestellt.
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Bild 6.4: Analytisch mit Hilfe von Ersatzstablingen ermittelte Traglasten von kipp-
gefihrdeten Stiben nach Bild [6.1] mit h/b = 1000mm/100mm bei Erreichen der Zug- und

der Schubfestigkeit
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Bild 6.5: Analytisch mit Hilfe von Ersatzstablingen ermittelte Traglasten von kipp-
gefihrdeten Stiben nach Bild [6.1| mit h/b = 500mm/100mm bei Erreichen der Zug- und
der Schubfestigkeit
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Bild 6.6: Verhiltniswert r; fiir kippgefidhrdete Stibe mit h/b = 1000mm/100mm
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Bild 6.7: Verhiltniswert r; fiir kippgefahrdete Stdbe mit h/b = 500mm/100mm

6.3 Ersatzstablingen von druck- und biegebeanspruchten
Holzbauteilen

Bei der Untersuchung des einseitig eingespannten Stabs mit vertikaler Einzellast und zen-
trisch eingeleiteter Normalkraft geht es nicht mehr hauptsichlich darum herauszufinden,
wann und ob die Tragfihigkeit bei Erreichen der Schubtragfahigkeit unter der bei Errei-
chen der Zugtragfahigkeit liegt. Es kann angenommen werden, dass die Erkenntnis, die
beim Ersatzstab beziiglich der Schubtragfihigkeit bei kombinierter Druck- und Biegebe-
anspruchung erzielt werden konnte, auch fiir den einseitig eingespannten Stab gilt: die
zusitzliche Normalkraft vermindert die Tragfahigkeit bei Erreichen der Schubfestigkeit
nicht.

Vielmehr wird untersucht, ob die Bemessung unter Verwendung der Ersatzstabldngen
Umer und £ .¢ zu brauchbaren Ergebnissen fiihrt. Dabei werden sowohl der Schub- als
auch der Zugnachweis tiberpriift.

Fiir die analytische Ermittlung der Tragfdhigkeit bei Erreichen der Zugfestigkeit muss
zundchst das Moment um die z-Achse nach Gl. (2.199) mit Hilfe der Ersatzstabldngen
nach GI. (6.4) und Gl. (6.5)) durch die Gleichung

2

2

Mz:Ncrit'VO'—
1 —on —ay;

6.7)

unter Vernachlidssigung der Vorverdrillung ¥y ermittelt werden. Im Anschluss kdnnen die
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Momente My, und M, sowie die Normalkraft in die Bemessungsgleichung Gl. (5.27) ein-
gesetzt werden.

Fiir die analytische Ermittlung der Tragfdhigkeit bei Erreichen der Schubfestigkeit, muss
wie in Kap. zundchst die Verschiebung v,; bestimmt werden. Das kann durch GI.
(2.197) erfolgen, die unter Vernachlédssigung der Vorverdrillung ¥y zu

2
Oy, + Oy
vy = v MO (6.8)
I —on—ay,
vereinfacht werden kann. Das Torsionmoment lésst sich durch die Gleichung
1
My =Py (vo+vel) =Pg-vo: —————5 (6.9)

berechnen und in die Bemessungsgleichung Gl. (5.19) einsetzen.

Als Amplitude der Vorkriimmung ist auch hier sowohl fiir den Zug- als auch fiir den
Schubnachweis vo = ¢/200 anzunehmen.

Zur Uberpriifung der Methode werden die Traglasten fiir einseitig eingespannte Stiibe
verschiedener Schlankheit ermittelt. Dabei wird zundchst mit Hilfe der FEM berechnet,
wie grof} die Lasten Ny (Normalkraft) und P; rgy (vertikale Einzellast) bei Erreichen der
Zug- bzw. der Schubfestigkeit werden konnen, unter der Annahme, dass beide Lasten
N; und P;, FEM genau den gleichen Betrag aufweisen. Danach wird die vertikale Last
Py Analyse ermittelt, die nach analytischer Berechnung mit Hilfe der Ersatzstablingen bei
zusitzlicher Belastung durch das mit Hilfe der FEM berechnete N; aufgebracht werden
kann. Die Ergebnisse sind in Tab. [6.1und in Tab. [6.2] dargestellt.

¢ [mm] lc,ef[_] lrmef[_] Ny [KN] ParEm [kN] Pd,Analyse [kN]
3000 162,6 15,3 75,2 75,2 74,5

4500 243.8 18,8 37,2 37,2 36,1

6000 325,1 21,7 21,6 21,6 20,9

7500 406,4 24,2 14,1 14,1 13,5

9000 487,77 26,6 9,9 9,9 9,5

Tabelle 6.1: Traglasten von biedrillknick-gefihrdeten Stidben nach Bild [6.1] mit h/b =
1000mm/100mm bei Erreichen der Schubfestigkeit

In einer weiteren Untersuchung werden Stébe gleicher Linge mit verschiedenen Verhilt-
nissen von Normalkraft zur vertikalen Last auf ihre Traglast tiberpriift. Auch hier werden
wieder die Traglasten bei Erreichen der Zug- und der Schubfestigkeit jeweils mit der FEM
und der analytischen Methode unter Verwendung der Ersatzstabldngen ermittelt. Als Bei-
spiel wird ein Stab wieder mit dem Verhiltnis h/b = 1000mm/100mm sowie mit der Linge



6.3 Ersatzstabldngen von druck- und biegebeanspruchten Holzbauteilen

149

14 [mm] A«c,ef [-] 2«m,ef [-] Ny [kN] Pd7FEM [kN] PdAnalyse [kN]
3000 162,6 15,3 80,8 80,8 75,9

4500 2438 18,8 39,1 39,1 37,2

6000 325,1 21,7 22,5 22,5 21,5

7500 406,4 24,2 14,6 14,6 13,9

9000 487,7 26,6 10,4 10,4 9,6

Tabelle 6.2: Traglasten von biedrillknick-gefahrdeten Stidben nach Bild [6.1] mit h/b =
1000mm/100mm bei Erreichen der Zugfestigkeit

6000mm verwendet. Die Ergebnisse sind in Bild [6.8] Bild [6.9] Bild [6.10] und Bild [6.11]

dargestellt.
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Bild 6.8: Traglastkombinationen eines einseitig eingespannten Stabes mit £ = 6m und h/b
= 1000mm/100mm bei Erreichen der Schubfestigkeit nach analytischer und numerischer

Berechnung

Sie zeigen, dass die mit Hilfe der Ersatzstabldngen analytisch ermittelten Traglasten eine
gute Ubereinstimmung mit den am FE-Modell numerisch errechneten aufweisen. Dabei
liegen die analytischen Ergebnisse immer leicht unter den numerischen. Auflerdem kann
festgestellt werden, dass auch bei biegedrillknick-gefdhrdeten, einseitig eingespannten
Stiaben mit Einzellast am freien Rand ein d@hnlicher Zusammenhang zwischen dem Errei-
chen der Schub- und der Zugfestigkeit vorhanden ist wie bei den kipp-gefiahrdeten Stiben
mit gleichen Randbedingungen.
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Bild 6.9: Traglastkombinationen eines einseitig eingespannten Stabes mit £ = 6m und h/b
= 1000mm/100mm bei Erreichen der Zugfestigkeit nach analytischer und numerischer
Berechnung

35
I~ ~
30 P~
RN Zugversagen
25 \\ ~ ~ [
\\
% 20
o
~ 15
Schubversagen
10
5
0
0 10 20 30 40 50
Ny [kN]

Bild 6.10: Traglastkombinationen eines einseitig eingespannten Stabes mit £ = 6m und
h/b = 1000mm/100mm bei Erreichen der Zug- und der Schubfestigkeit nach analytischer
Berechnung
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Bild 6.11: Traglastkombinationen eines einseitig eingespannten Stabes mit £ = 6m und
h/b = 1000mm/100mm bei Erreichen der Zug- und der Schubfestigkeit nach numerischer
Berechnung

6.4 Erkenntnisse der Untersuchung

Anhand des hier untersuchten Beispiels wird gezeigt, dass druck- und biegebeanspruchte
Stdbe, die vom Ersatzstab, dem beidseitig gabelgelagerten durch dulere Momente bean-
spruchten Stab nach Bild abweichen, mit Hilfe der analytischen Berechnung der
zusitzlich auftretenden Momente M, nach Gl. und M, nach Gl. (6.9) mit guter Ni-
herung bemessen werden konnen. Grund dafiir ist, dass die zur kritischen Last gehorigen
Eigenformen der beiden untersuchten Modelle dhnliche sind. Das Ergebnis legt nahe, dass
auch andere Modelle mit @hnlichen Eigenformen mit der hier beschriebenen Methode be-
messen werden konnen.

Allerdings gibt dieses Beispiel tatsdchlich nur einen Hinweis darauf, dass die Methode
auch auf andere biegedrillknick-gefidhrdete Modelle iibertragbar ist. Eine Untersuchung
weiterer Modelle kann im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht geleistet werden. Es wird
empfohlen, fiir einige in der Praxis iiblich Modelle eine solche Untersuchung in der Zu-
kunft durchzufiihren.
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7 Bemessungskonzept fiir druck- und biegebeanspruchte
Holzbauteile

7.1 Allgemeines

In diesem Kapitel werden die Erkenntnisse dieser Arbeit zu einem Bemessungskonzept
fiir Holzbauteile, die durch Druck, Biegung oder einer Kombination von Druck und Bie-
gung beansprucht werden, zusammengefasst.

7.2 Imperfektionsannahmen

Die fiir die Bemessung von Bauteilen mit Stabilititsversagen getroffenen Imperfektions-
annahmen, haben einen groen Einfluss auf die durch duflere Lasten erzeugten Beanspru-
chungen im Bauteil. Daher kommt der Wahl von Form und Gré8e der Imperfektionen
eine grofle Bedeutung zu.

Einen Einfluss auf die hier untersuchten Bauteile haben die Vorkriimmung um die schwa-
che Achse vy, die Vorverdrillung um die Stablidngsachse ¥y und die Exzentrizitit a der
Lasteinleitung in Richtung der y-Achse.

In den aktuellen Normen werden die Imperfektionen 1% und a nicht beriicksichtigt. Da
im Rahmen dieser Arbeit festgestellt werden konnte, dass diese Imperfektionen nur einen
Einfluss auf gedrungene Bauteile haben, wird auch hier empfohlen, diese Imperfektionen
nicht in die Bemessung einflieBen zu lassen. Die Nichtberiicksichtigung dieser Imperfek-
tionen ist eine allgemein den Holzbau betreffende Annahme. Sie kann durch sinnvolle
Annahmen in der Gesamtheit des Sicherheitskonzepts kompensiert werden.

Die Imperfektion vy ist fiir die hier behandelten Bauteile wesentlich. Fiir die Bemessung
wird vorgeschlagen, die Annahmen, die in der Normung (DIN 1052:2004-08 bzw. EN
1995:2005-12) getroffen werden, namlich

l
Vo = 200 fiir den beidseitig unverschieblich gelagerten Stab (7.1
und
Vo = 200 fiir den einseitig unverschieblich gelagerten Stab, (7.2)

beizubehalten. Dabei muss fiir ¢ die tatsichliche Linge des Bauteils eingesetzt werden,
um mit den in den folgenden Kapiteln beschriebenen Bemessungsvorschldgen sinnvolle
Ergebnissen zu erzielen.
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7.3 Bemessung von druckbeanspruchten Bauteilen

Fiir die Bemessung von druckbeanspruchten Bauteilen kann nidherungsweise der Nach-
weis gefiihrt werden, dass die Traglast bei Erreichen der Zugfestigkeit nicht iiberschritten
wird. Ein Nachweis der Schubspannungen braucht nicht gefiihrt zu werden.

Das durch die Imperfektion vy entstehende zusétzliche Moment um die schwache Achse
wird durch

1

M, = N;-vg- — (7.3)
mit
N
oy = (7.4)
Ncrit
und
2
ne-E-1
Ncril - gz—z (75)
cef
ermittelt und zusammen mit der Normalkraft N, in die Bemessungsgleichung
N\ M
( = ) +———<1 (7.6)
A- fc,O,d Wz : fm,d

eingesetzt. Zur Ermittlung der Knick-Ersatzstabldnge /. . r kann die im Anhang E der DIN
1052:2004-08 angegebene Tabelle E.1 verwendet werden.
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7.4 Bemessung von biegebeanspruchten Bauteilen

Fiir die Bemessung von biegebeanspruchten Bauteilen sollte der Nachweis gefiihrt wer-
den, dass die Traglast bei Erreichen der Zugfestigkeit und die Traglast bei Erreichen der
Schubfestigkeit nicht {iberschritten werden.

7.4.1 Nachweis der Lingsspannungen

Das durch die Imperfektion vy entstehende zusétzliche Moment um die schwache Achse
wird durch

i
M; = Neyit - vo - 1— o2 (7.7)
— Uy
mit
2
nc-E-1I
Nerie = E—Z (7.8)
cef
sowie mit
o My (7.9)
M = .
Mcrit
und

T
Mc,i,zg—-\/G-Ix-E-Iz (7.10)

m.ef

ermittelt und zusammen mit dem Hauptmoment M, in die Bemessungsgleichung

M,
krEd ' u/)"f)md + Wzl'l/[ffn.d
1 > max (7.11)
M M,
Wy']g)m,d + kred ' Wz‘fm,d

eingesetzt. Zur Ermittlung der Knick-Ersatzstablinge /. .r und der Kipp-Ersatzstablidnge
Cn.er konnen die im Anhang E der DIN 1052:2004-08 angegebenen Tabellen E.1 und E.2
verwendet werden.
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7.4.2 Nachweis der Schubspannungen

Das durch durch die Imperfektion v erzeugte Torsionsmoment wird durch

/4 1
M,=—"— M, -vp-
Em,ef

2 (7.12)

mit oy nach Gl ermittelt. Wird der Stab durch eine duflere Querlast P; beansprucht,
ist das Torsionsmoment durch

Mx:Pd-(vO—l—Vel) (7.13)
mit

1
Vel tV0=V0 —> (7.14)

zu ermitteln.

Das Torsionsmoment M, wird zusammen mit duleren Last P; in die Bemessungsglei-
chung

M 1.5-P;\?
X +( )5 d) <1 (7.15)
Wx'fv,d A'fv,d

eingesetzt werden. Zur Ermittlung der Kipp-Ersatzstabldnge £, . r kann die im Anhang E
der DIN 1052:2004-08 angegebene Tabelle E.2 verwendet werden.
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7.5 Bemessung von druck- und biegebeanspruchten Bauteilen

Fiir die Bemessung von druck- und biegebeanspruchten Bauteilen sollten die Nachweise
fiir das Erreichen der Zug- und Schubfestigkeit gefiihrt werden.

7.5.1 Nachweis der Lingsspannungen

Das durch die Imperfektion v entstehende zusétzliche Moment um die schwache Achse
wird durch

oy + o2
Mz = Neyi v T— 27 (7.16)
— oy — o}y
mit
Ny
oy = (7.17)
Ncrit
und
2
n-E-L
Nerie = e—z (718)
c.ef
sowie mit
o My (7.19)
M = .
Mcril
und

Y/
Mm,:E—-\/G-Ix-E-IZ (7.20)

m.ef

ermittelt und zusammen mit dem Hauptmoment M, in die Bemessungsgleichung

2
Ny . MV Mz
(A'fc,o,d> thiea gt Woga
1 > max (7.21)
Ny My . M,
(A'fc,O.d> + Wy fnd +Kred W fna

eingesetzt. Zur Ermittlung der Knick-Ersatzstablinge /. .r und der Kipp-Ersatzstablidnge
Cn.er konnen die im Anhang E der DIN 1052:2004-08 angegebenen Tabellen E.1 und E.2
verwendet werden.
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7.5.2 Nachweis der Schubspannungen

Das durch das Biegedrillknicken erzeugte Torsionsmoment wird durch

M= .m !
= — -V S —
* y 1o 1—oy— o,

. (7.22)
Em,ef

mit oy, nach GL ermittelt. Wird der Stab durch eine dufiere Querlast P; bean-
sprucht, ist das Torsionsmoment durch

M,=P;- (V() + Vel) (7.23)
mit
1
Vel tVO=Vor 5 (7.24)
I—oy—ay

zu ermitteln.

Das Torsionsmoment M, wird zusammen mit der dulleren Last P; in die Bemessungsglei-
chung

M 1.5-P;\?
X +( )5 d) <1 (7.25)
Wx'fv,d A'fv,d

eingesetzt. Zur Ermittlung der Knick-Ersatzstablinge /. .y und der Kipp-Ersatzstablinge
im.cr konnen die im Anhang E der DIN 1052:2004-08 angegebenen Tabellen E.1 und E.2
verwendet werden.
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7.6 Beanspruchung durch Streckenlasten

Der in der Praxis hdufig vorkommende Fall, dass senkrecht zur Stabachse wirkende Strek-
kenlasten den Biegestab beanspruchen, ist nicht Gegenstand dieser Arbeit. In diesem Ka-
pitel wird dennoch ein Vorschlag gemacht, wie die Bemessung solcher Stiabe durchgefiihrt
werden kann. Dieser Vorschlag beruht auf einer anschaulichen Ubertragung der Ergebnis-
se, die bei der Untersuchung des einseitig eingespannten Stabs mit Einzellasten am freien
Ende erzielt wurden. Dieser Vorschlag ist in einer Folgearbeit zu verifizieren.

7.6.1 Nachweis der Lingsspannungen

Der Nachweis der Liangsspannungen fiir einen Stab mit Beanspruchung durch senkrecht
zur Stabachse wirkende Streckenlasten kann genauso gefiihrt werden, wie in Kap.
bzw. Kap. beschrieben. Fiir My muss dabei das maximal auftretende Moment ein-
gesetzt werden. Die Ersatzstabldngen /. ¢ und 4,, .y konnen ebenfalls den im Anhang E
der DIN 1052:2004-08 angegebenen Tabellen E.1 und E.2 enthommen werden.

7.6.2 Nachweis der Schubspannungen

Beim Nachweis der Schubspannungen fiir einen Stab mit Beanspruchung durch senkrecht
zur Stabachse wirkende Streckenlasten ist zundchst die Resultierende der Streckenlast R
zu berechnen. Auflerdem ist fiir die Berechnung des Torsionsmoments der Angriffspunkt
der Resultierenden der Streckenlast am verformten Modell zu ermitteln. Der entstehende
Hebelarm ist ein kleinerer Wert als (vo + v,;), der die groBte Verschiebung in Richtung
der schwachen Achse darstellt. Wird der volle Wert von (vg + v,;) angenommen, so liegt
die Bemessung grundsitzlich auf der sicheren Seite.

Fiir den Fall, dass eine konstante Streckenlast iiber die gesamte Lange des beidseitig ga-
belgelagerten Biegestabs wirkt, kann der Hebelarm, der fiir die Resultierende der Stre-
ckenlast anzunehmen ist, wie sich leicht zeigen ldsst, durch [2/7 - (vo + v.;)] fiir eine si-
nusformige Verschiebung bzw. durch [2/3 - (vo + v,;)] fiir eine parabelférmige Verschie-
bung berechnet werden. Das Torsionsmoment kann dann durch

szz/n'Rd'<VO+Vel)%2/3'Rd'(vo+vel) (7.26)

mit (vo+ v,;) nach Gl. (7.14) bzw. nach Gl. (7.24) jeweils mit My = g - £* /8 bestimmt und
zusammen mit R;/2 anstatt von Py in GI. (7.25)) zur Bemessung eingesetzt werden.
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7.7 Ubersicht

bei Beanspruchung
durch duflere Momente

Versagensform Knicken Kippen
Léangsspannungsnachweis
linear
1> L 1> My»d
kc'A'fc,O,d km'Wy'fm,d
nichtlinear
2 2
Ny Myd Nerie - vo - Oy
1> + |1 >2keq” 1+
- (A-fc,o,d> Wy S W f- (1- )
Ny - vo d Niyir -vo - 02
_|_ 1 > y, + k . crit ‘M
(L—on) We fina | = Wy f red W fu- (1—0)
Schubspannungsnachweis
linear nicht notig nicht moglich
nichtlinear nicht notig

> My7d-7'L"V()
" We frabmer - (1—0tfy)

1

nichtlinear

bei Beanspruchung durch
resultierende Krifte R,

nicht notig

1>
N Wx'fud' (1—(11%,1)

Ry TRes Vo (1,5'Rd)2
A'fv,d

mit 0 < rgps < 1

fiir die Berticksichtigung

des tatsdchlichen Angriffspunkt
der resultierenden Kraft
(sichere Seite: rpps = 1)

Tabelle 7.1: Ubersicht der Bauteilnachweise fiir das Biegedrillknicken




7.7 Ubersicht

161

Versagensform Biegedrillknicken
Léangsspannungsnachweis
linear
1> NErSt,d My,d
- kc'A'fc,O,d km'Wy'fm.,d
nichtlinear
> ( Ny )2—|—k M, 4 Ncr,‘,-vO-((XN-l-OC[%[)
= d -’
A-feoa) " Wy S Wer fur (1 oy — o)
Ny Myd Nerit vo - (OCN‘|‘OC]%/[)
1> + —— +kyeq - 2
AfC,O,d VVyfm Wz'fm'(l_aN_aM)
Schubspannungsnachweis
linear nicht moglich
nichtlinear

bei Beanspruchung
durch duflere Momente

My,d VAR

1>
o Wx'fv,d'gm,ef' (1 _aN_a]%/I)

nichtlinear

bei Beanspruchung durch
resultierende Krifte R,

Ry TRes Vo
1> >
Wx'fv,d' (I_OCN_OCM)

mit 0 < rres < 1

fiir die Beriicksichtigung

des tatsdchlichen Angriffspunkt
der resultierenden Kraft
(sichere Seite: rrps = 1)

+<1,5-Rd>2
A'fv,d

Tabelle 7.2: Ubersicht der Bauteilnachweise fiir das Biegedrillknicken
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N-M-Interaktion M,-M,-Interaktion
_1 90 [ | .- m ] ,O 7
linear elastisch > fm T
0,0 1o fro
~ f10 10 1 ' f‘m !
1’0 | .fc,O |— 4 (—
0,0 ———N———
0,0 1,0
Analytisch linear elastisch -1,0 1,0
ermittelte TSN
Interaktions-| mit probabilistisch 0.0 }/‘/, =10
diagramme angepasster 10
Biegefestigkeit ' 0,0 ——— N
0,0 1,0
elastisch plastisch 1,0 1,0
0,0 el h
mit probabilistisch s 1.0 N
angepasster L0 ol N
Biegefestigkeit ’ 0.0 b AN
0,0 1,0
elastisch plastisch | -1,0 S 1,0
0,0 AN b
mit vollstandiger ) =10 N N\
Beriicksichtigung Lol \\\
des Volumeneffekts ' 0,0 . \
0,0 1,0
Néherung nach DIN 1052:2004-08
1,0 1
0,0 ————
0,0 1,0

Tabelle 7.3: Die Tragfihigkeit eines Querschnitts aus Holz der Festigkeitsklasse C24
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8 Zusammenfassung

Um die in der Einleitung formulierten Ziele zu erreichen, werden zunichst in Kap. 2] die
theoretischen Grundlagen des druck- und biegebeanspruchten Stabs dargestellt. Es wird
ein lineares Materialmodell zur Ermittlung der geometrisch nichtlinearen Schnittgrof3en
des differentiellen Elements verwendet. Darauf aufbauend werden die Stabilitéits- und
Spannungsprobleme ausgewdhlter Biegestibe hergeleitet und gelost. Fiir den im Bauwe-
sen als Ersatzstab fiir das Kippen verwendeten beidseitig gabelgelagerten, durch duf3e-
re Momente beanspruchten Biegestab kann eine mathematisch exakte Losung zunéchst
fiir das Kippen und dann auch fiir das Biegedrillknicken, welches das Knicken und Kip-
pen als Sonderfall beinhaltet, gefunden werden. Daneben wird die Losung des Stabili-
tiatsproblems des einseitig eingespannten, durch am freien Ende angreifende Einzellast
beanspruchten Stabs fiir das Kippen mit Hilfe eines Potenzreihenansatzes auf das Biege-
drillknicken desselben Stabs erweitert. Dies erfolgt, um eine Grundlage dafiir zu haben,
die Ersatzstabldngen, die beim Ersatzstabverfahren verwendet werden, vom Knicken und
Kippen auf das Biegedrillknicken zu erweitern.

In Kap. [3] werden alle fiir das Knicken, Kippen und Biegedrillknicken relevanten Ei-
genschaften des Baustoffs Holz beschrieben. Es werden vereinfachte mechanische Ma-
terialmodelle fiir das Verhalten von Bauholz unter Druck-, Zug- und Schubbeanspru-
chungen dargestellt und begriindet. AuBlerdem werden verschiedene statistische Modelle
zur Ermittlung der Versagensswahrscheinlichkeit erldutert. Das Verhalten von Holz un-
ter Langzeitbeanspruchung wird bei dieser Darstellung ausgeklammert, da es hier darum
geht, ein geschlossenes Konzept fiir die Bemessung bei Kurzzeitbeanspruchung zu erar-
beiten.

Auf der Grundlage der mechanischen und statistischen Modelle fiir Bauholz wird in Kap.
ein Modell zur Ermittlung der Querschnittstragfahigkeit fiir die kombinierte Beanspru-
chung aus Langskraft und Biegung hergeleitet und ausgewertet. Dabei wird zum einen die
elastisch-plastische Arbeitslinie von Bauholz unter Druckbeanspruchung beriicksichtigt.
Zum anderen wird die sich aufgrund des sproden Zugversagens dndernde Versagenswahr-
scheinlichkeit bei sich @ndernder Form der Zugbeanspruchung sowie bei sich veridndern-
dem Zugbeanspruchungsbereich einbezogen. Dieser Effekt ist auch als Volumeneffekt
bekannt. Mit den Ergebnissen dieses Modells werden die Gleichungen zur Bemessung
der Querschnittstragfihigkeit, die in der Normung verwendet werden, verglichen und be-
urteilt.

Fiir die Analyse der Bauteiltragfdahigkeit knick-, kipp und biegdrillknick-gefdhrdeter Sti-
be in Kap. E] wird ein FE-Modell entwickelt, das die materielle Nichtlinearitit des Plas-
tizierens im Druckbereich beriicksichtigt. Die Ergebnisse der Simulationen des Tragver-
haltens werden mit den Traglasten, die mit Hilfe des k.- und k,,-Verfahrens bzw. des
kombinierten k.-k,,-Verfahrens ermittelt werden konnen, und jenen, die mit Hilfe der in
Kap. [2| hergeleiteten analytischen Berechnungsgleichungen in Kombination mit den in
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Kap. @ untersuchten Bemessungsgleichungen berechnet werden konnen, verglichen. Die-
se Untersuchung wird fiir die Ersatzstab-Modelle ebenso durchgefiihrt, wie fiir den oben
bereits genannten einseitig eingespannten Stab mit Einzellasten am freien Ende (Kap. [6)).

In Kap.[7|kann dann auf der Grundlage der Ergebnisse der Untersuchungen aus Kap. [5|ein
Bemessungskonzept fiir knick-, kipp- und biegdrillknick-gefidhrdete Bauteile angegeben
werden. Mit Hilfe des einseitig eingespannten Stabs mit Einzellasten am freien Ende wird
nachgewiesen, dass das Bemessungskonzept grundsitzlich auch als Ersatzstabverfahren
genutzt werden kann. Eine Untersuchung fiir den allgemeinen Fall steht jedoch noch aus.

Der Vergleich der Ergebnisse der verschiedenen Methoden zeigt, dass das neu entwickel-
te Bemessungskonzept einerseits zu Ergebnissen fiihrt, die wirtschaftlich und sicher sind.
Andererseits beruht es im Gegensatz zu den k.- und k,,-Verfahren (bzw. ihrer Kombina-
tion) auf einheitlichen Grundlagen fiir das Knicken, Kippen und Biegdrillknicken, ist gut
nachvollziehbar und es konnen Eingangsparameter, wie Groe und Art der Imperfektio-
nen jederzeit den Erfordernissen angepasst werden. Dariiber hinaus ist eine Bemessung
nach dem vorgeschlagenen Konzept nicht aufwendiger oder komplizierter zu handhaben
als die bekannten vereinfachten Bemessungsverfahren.
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A Anhang

A.1 Herleitung des Verdrehungs- und des Kriimmungvektors nach
Roik [60]

Verformungen, Verdrehungen und Kriimmungen konnen im lokalen oder im globalen Ko-
ordinatensystem beschrieben werden. Das globale Koordinatensystem hat den Vorteil,
dass es fiir alle Verformungszustinde gleich bleibt. Daher wird hier eine Beschreibung im
globalen Koordinatensystem gewéhlt. Die Beschreibung kann allerdings durch die Wahl
von globalen und lokalen Einheitsvektoren konkretisiert werden. Mit den globalen Ein-
heitsvektoren

ex= |0 (A1)

ey=|1 (A2)

=10 (A.3)

konnen mit Hilfe der Transformationsmatrix Gl. (2.6) durch

e | =T | o (A.4)

die lokalen Einheitsvektoren
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-4-g
6_.%: vV —w'o (A.5)
w =V
_V/
en=[1-5 (A.6)
B —v'w
_W/
er= —9 (A7)
.

ermittelt werden. Der Verschiebungsvektor eines Punktes wird im allgemeinen durch

—

V=u- e, +v- ey tw- e, (A.8)

beschrieben. Der Verdrehungsvektor des Punktes eines Stabes

P=0 + 0 (A.9)

setzt sich aus zwei Anteilen zusammen, der globalen Verdrehung aus Biegung

Q1= —w-e,+V- e, (A.10)

und der lokalen Verdrehung aus Verdrillung

Pr= V- ez= 0 ey 1V ey +W' D¢, (A.11)

der Stabes. Daraus folgt fiir die gesamte Verdrehung der Verdrehungsvektor

Q=0 ey +(—w +V0) e+ (V + WD) e= (A.12)
=9 Zg (=W V) eq + (V+ WD) - ZC?

dessen Ableitung der Kriimmungsvektor

—

pal dﬁ = ey + (- HV OV oy + (V0O + W) - e (A.13)
X

= (19/ —v'w’ — v”w’) : e_é + (—w’—I—Zv”ﬁ) . 6'_1; + (v'—|-2w”19) Leg
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ist. So konnen die Verdrehungsgré3en

Py =0z =7 (A.14)
Oy =n=—w+V0 (A.15)
Q.= @ =V +w'd, (A.16)

sowie die Kriimmungsgrofien

K= (A.17)
Ky = —w" V"9V (A.18)
K, = V4w +w' (A.19)
Ke = Y —v'w V"W (A.20)
Kn = —w' + 20" (A.21)
ke =V'+2w"0 (A.22)

ermittelt werden.
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A.2 Untersuchung des Bemessungsvorschlags von Briininghoff und
Klapp

In [13]] haben Briininghoff und Klapp 2005 einen Vorschlag fiir die Bemessung von
biegedrillknick-gefidhrdeten Stiben unterbreitet. Der vorgeschlagene Nachweis beeinhal-
tet einen kombinierten Beiwert k. ,,, der einerseits die beiden Beiwerte k. fiir das Knicken
und k,, fiir das Kippen zusammenfiihren, andererseits auch das nichtlineare Materialver-
halten von Holz korrekt beriicksichtigen soll. Der Nachweis hat die Form

NErst.a MEg,st.a

<1 (A.23)
A 'fc70,d kcm : Wy 'fm,d
mit
NErSt d "

kooo—=k 41— —=2202 A24

\/ (o) (A24)
und

3,25-2,5- )vrehm

n = max (A.25)

sowie den bekannten Beiwerten fiir das Knicken und das Kippen &, k,, und A ,,. Die
Traglasten nach diesem Verfahren konnen nur iterativ ermittelt werden. Die Ergebnis-
se nach dem Briininghoff/Klapp’schen Verfahren fiir eine beispielhafte Geometrie- und
Beanspruchungskombination sind in Bild denen nach analytischer Berechnung ge-
geniibergestellt. In Bild und Bild ist der Wert rppk gk, der das Verhiltnis der
Traglast nach dem Briininghoff/Klapp’schen Verfahren und der analytisch ermittelten an-
gibt, tiber den Knick- und Kipp-Schlankheiten fiir vier verschiedene Geometrie- und Be-
anspruchungskombinationen dargestellt.

Die Ergebnisse zeigen deutlich, dass auch dieser Vorschlag zur Verbesserung des kom-
binierten k.-k,,-Verfahrens fiir die Bemessung von biegedrillknick-gefidhrdeten Bauteilen
keine gute Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der analytischen Bemessung aufwei-
sen. Das tatsdchliche Tragverhalten wird nur in Teilbereichen gut angenihert.
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Bild A.1: Verhiltniswert rgpk prx; von biegedrillknick-gefihrdeten Biegestiben mit h/b
= 10 bei Anwendung des Vorschlags von Briininghoff und Klapp
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Bild A.2: Verhiltniswert rgpk prx; von biegedrillknick-gefihrdeten Biegestiben mit h/b
= 5 bei Anwendung des Vorschlags von Briininghoff und Klapp
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Bild A.3: Traglasten von biegedrillknick-gefihrdeten Biegestdben mit h/b=10und e =h
nach Briininghoff und Klapp sowie nach analytischer Berechnung

A.3 Weitere Diagramme
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Bild A.4: Verformungen von Druckstiben aus Brettschichtholz (C24) im Grenzzustand
der Tragfdhigkeit und auf dem zugehorigen charakteristischen Beanspruchungsniveau
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Bild A.5: Auf spannungsebene normierte Traglast von biegedrillknick-gefahrdeten Stidben
mit h/b = 10 und e = h/5 bei Zug- und bei Schubversagen
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Bild A.6: Charakteristische Tragfihigkeit eines C24 Querschnitts (60/160) nach analyti-
scher und numerischer Berechnung
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A Anhang

A.4 Losungen des Stabilititsproblems einiger Modelle nach Pfliiger

[S6]
Nr. | Statisches Modell Kritische Last Quelle| 4y er = B¢
Y C X D M
—t
S X S& 67 .
* ZF = OC) Meyrir = %\/ EL.GI, [S 2]53 OC) ﬁm =10
y .
B a . v
Z! & My = 2Z\JET =
y ﬁ) crit — g .Gy ﬁ) ﬁm—oys
2 lP
X—-—-—-—-—- ]
77¥7 =
Z
+ g *L 1694 =~ | 1O7],
o % X Z a) Pcrit = [+2 EIZGIX S.268 a) Bm = 07742
y
Vs’
B %——x % B) Poris = 258 /ETCI, B) B = 0,472
y
p
3 A l ?
54 > 7
S — 45 7] —0,56
%* } = Periy = 232 VELGI, B = 0,565
y
Tabelle A.l: Kritische Kipplasten nach Pfliiger [56] mit zugehorigen Kipp-

Ersatzstablingen
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Nr. | Statisches Modell Kritische Last Quelle| 4y er = Bn-¢
4 q
L Ca—
77
[
28,3 o071,
@ =X = @) qoris = B2 VELGL | 70| o) B = 0,888
y
7 v
P Z B) qeri = 43 VEIGI B) Bu = 0,515
y
5| Y D
’% e L M.y = Z\/ELGI, [56] Bn=2,0
6 p
7
 m— —
4
i ¢ | &l
i ! 4,013 )
o %_,X &) Perie = =5~ ELGI; S257 o) B, =0,783
y
7 <z _ 55 _
B %—»x = B) P = 33 VET.GI, B) B =0,571
y
7 77 q
1 Ycrit = % EL.GI P = 0,489
P f
%_,X (671,
S.261
y

Tabelle A.2: Kiritische Kipplasten

Ersatzstabldngen

nach Pfliiger

[S6] mit zugehorigen Kipp-
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