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Numerische Grundlagen

Lagrangesche Basispolynome

grad LN
n = N, LN

n (xi) = δni

B-Spline-Rekursion grad Bi,k = k − 1,

Bi,k(x) =
x− xi

xi+k − xi
Bi,k−1(x)

+
xi+k+1 − x

xi+k+1 − xi+1
Bi+1,k−1(x)

Newtonsche Basispolynome

ω(x) =

N∏
i=0

(x− xi), grad N + 1

Interpolationsfehler

r(x) = − ω(x)

(N + 1)!
f (N+1)(ξ(x))

Quadraturformeln

I(f) ≈ I(p) =

N∑
n=0

f(xn)

∫ b

a

LN
n (x)dx

Newton-Cotes-Formeln

a = x0, b = xN , xi+1 − xi = h
Mittelpkt N = 0, Trapez N = 1, Fass N = 2

Gauß-Quadratur

I(f) = I(p)∀p : grad p < 2N + 2

Quadraturfehler

|I(f)− I(p)| ≤
∫ b

a

|r(x)|dx

Fass |R(f)| ≤ (b− a)5

2880
M4,

Trapez |R(f)| ≤ (b− a)3

12
M2

Romberg-Extrapolation

Qneu =
2qQalt

2J −Qalt
J

2q − 1

Differenzenquotienten

f(x+ h)− f(x)

h
≈ f ′(x),

f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
≈ f ′′(x)

Banachscher Fixpunktsatz ϑ < 1

‖xk − x∗‖ ≤
ϑk

1− ϑ
‖x1 − x0‖,

‖xk − x∗‖ ≤
ϑ

1− ϑ
‖xk − xk−1‖

Newton-Verfahren u.ä.

xk+1 = xk − λD−1f(xk),
z.B. λ = 1, D = ∇f(xk)



Gewöhnliche Differentialgleichungen

Euler-Verfahren
yi+1 = yi + hif(ti, yi),
yi+1 = yi + hif(ti+1, yi+1)

Crank-Nicolson-Verfahren

yi+1 = yi +
hi
2

[f(ti, yi) + f(ti+1, yi+1)]

weitere: Euler-Heun-Verf., verbessertes Euler-
Verfahren, klass. Runge-Kutta-Verfahren

allgemein mit Verfahrensfunktion
yi+1 = yi + hiΦ(ti, yi, hi)

Abbruchfehler

τ =
y(t+ h)− y(t)

h
− Φ(t, y(t), h)

Konsistenzordnung q: τ = O(hq) für h→ 0

Konvergenz = Konsistenz...⊕ Stabilität...

Runge-Kutta, s-stufig
c1 a11 . . . a1s
...

...
...

cs as1 . . . ass
b1 . . . bs

Modellproblem

y′ = −ay, Re a ≥ 0

Stabilitätsbereich
S = {µ ∈ C : |p(µ)| ≤ 1}

A-stabil
{z : Re z ≤ 0} ⊂ S

steife Differentialgleichung Schrittweiten
bei expliziten Verfahren ”unnötig” klein

Adams-Bashforth-Verfahren
m = 2 :

yi+1 = yi + h
[3

2
f(ti, yi)−

1

2
f(ti−1, yi−1)

]
m = 3 :

yi+1 = yi + h
[23

12
f(ti, yi)

− 16

12
f(ti−1, yi−1) +

5

12
f(ti−2, yi−2)

]
Adams-Moulton-Verfahren
m = 2 :

yi+1 = yi + h
[ 5

12
f(ti+1, yi+1)

+
8

12
f(ti, yi)−

1

12
f(ti−1, yi−1)

]

BDF

m = 2 :
3

2
yi+1 − 2yi +

1

2
yi−1 = hf(ti+1, yi+1)

Partielle Differentialgleichungen

Dirichlet-Randbedingungen

u = g auf ∂Ω

Neumann-Randbedingungen

I · n = p auf ∂Ω

Linienmethode u(t, xj) ≈ uj(t)

spec
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= {−2 + 2 cos k

nπ, k = 1, . . . , n− 1}

CFL-Bedingung für Wärmeleitung

u,t = au,xx a∆t ≤ 1

2
∆x2

Diskretisierung von ∆u im R2
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