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Aufgabe 1: Abweichungsrechnung
a) Vollstindiges Messergebnis fiir B = f(V, e, p, R, m, k) mit P = 99%:
Die gegebene Gleichung lautet:

_V-ep-R

B
m-k

(1.1)

Abweichungsbehaftete Einflussgrofen: V,R,m
Als exakt anzusehende Einflussgrofen: e,pk

Das Volumen V kann in der gegebenen Form verwendet werden:
V =2007,5ml£+70,85ml; P=99%
Alkoholvolumengehalt e aus Prozentangabe ,,umrechnen:
e =5% = 0,05
Die Dichte p von Ethanol kann in der gegebenen Form verwendet werden:

g
= 0,789 —
p ml

Der Resorptionsfaktor R kann in der gegebenen Form verwendet werden:
R=08%+005; P=99%

Umrechnung der Kérpermasse m von P = 95% auf P = 99%:
allgemein:

th—1;1-ay/2

Uy, = Uy, -
u 2 thot1-ay/2

mit Stichprobenumfang n,, = 5 folgt:
tn—l;l—a1/2 = t4;0,995 = 4,604

th11-ay/2 = ta0975 = 2,776

4,604
2,776

=4 um;gg% == 1 kg ' =~ 1,659 kg

m =85kg+1,6585kg ; P=99%
Der Verteilungsfaktor k kann in der gegebenen Form verwendet werden:

k =0,69



Berechnung des Mittelwertes B:

— V-ep R
B=—r-++«—
m-k
2007,5 ml - 0,050,789 20,8
= ml " . 10803 =
85 kg - 0,69 kg
Partielle Ableitungen:
- g
OB e-p-R 005-0789 5.08
e [ i ml_ "7 53811-10* —°
oVIlvrm m-k 85 kg- 0,69 kg - ml
0B Vee-p 2007,5ml-0,05-0,789 &
9B _Vep_ ml 13503 =
ORIy rm m-k 85 kg- 0,69 kg
9B Veep-R  20075ml-0,05-0,789 50,8 g
— =—— = - m ~ —1,2709-1072 =
omly gm m’ -k (85kg)?- 0,69 kg?

Vertrauensbereich ug:

OB 2 9B 2 /9B 2
up = (W'“V) +<ﬁ'“R) +(%'“m)

Einsetzen der oben berechneten Werte liefert:

up = \/(5,3811 -10-%*-70,85)% + (1,3503 - 0,05)2 + (—1,2709 - 1072 - 1,6585)? kég

g
~ 0,0803 —
kg

Vollstindiges Messergebnis der Blutalkoholkonzentration B:

B =1,0803 2 +0,0803 2 . P =999
kg kg

oder in Promille

B =1,0803 %0 + 0,0803 %o0; P =99%
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Aufgabe 2: y?-Test

a) Uberpriifung auf Exponentialverteilung auf Signifikanzniveau o = 0,01:

Es soll iiberpriift werden, ob die von Ihnen experimentell ermittelten Daten der Zeitdauer

zwischen aufeinanderfolgenden Tiersichtungen auf einem Signifikanzniveau von o = 0,01 einer
Exponentialverteilung mit dem Parameter A = 0,071 ﬁ geniigen. Die erhobenen Zeitdauern

wurden bereits in Klassen eingeteilt, wobei mit Ausnahme der letzten Klasse die Klassenbreite
fiinf Minuten betrigt.

Zur Bestimmung der theoretischen Wahrscheinlichkeiten p; kann die als geschlossene Funktion
beschreibbare und in der Aufgabenstellung gegebene Wahrscheinlichkeitsfunktion P(x) der
Exponentialverteilung genutzt werden. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion P(x) lautet:

P(x)=1—e™?*

Hierin ist A der Parameter der Exponentialverteilung, e ist die Exponentialfunktion und x die
unabhéngige Variable, im vorliegenden Fall die Zeitdauer in Minuten.

Hinweis: Die in der Aufgabenstellung ebenfalls angegebene Dichtefunktion h(x) wird zur
Losung der Aufgabe nicht bendtigt.

Eine Betrachtung der empirischen Héufigkeiten B; zeigt zunichst, dass Klassen existieren, die
nicht die geforderte Mindestbesetzungszahl von B; > 5 aufweisen. Es werden daher wie aus
nachfolgender Tabelle zu ersehen, die zwei Klassen mit 35 < x < 40 und 40 < x < 45
zusammengefasst, wodurch die fiir die weiteren Berechnungen maf3geblichen beobachteten
Héaufigkeiten B; entstehen (Anmerkung: Andere Zusammenlegungen von Klassen sind
grundsétzlich denkbar, jedoch weniger vorteilhaft).

Zu Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten p;, also der Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis
innerhalb einer Klasse, miissen zunichst die Wahrscheinlichkeiten P (x;), also die
Wahrscheinlichkeiten fiir ein Ereignis im Intervall 0 bis x;, bestimmt werden. Diese
Wahrscheinlichkeiten P(x;) konnen direkt aus der gegebenen Wahrscheinlichkeitsfunktion P (x)
der Exponentialverteilung berechnet werden.

Fiir die erste Klasse, entsprechend einer Wartedauer von 0 bis 5 Minuten, lautet die Berechnung
des zugehorigen Funktionswertes P (x;) beispielsweise:

P(x; =5)=1—e %9715 5 0,298827
Als maBgeblicher x-Wert wird also die Klassenobergrenze von 5 Minuten eingesetzt. Weiterhin

flieft der Wert A = 0,071 ﬁ der zu testenden Verteilung in die Berechnung ein. Die analog

hierzu berechneten P (x;)-Werte der weiteren Klassen sind, jeweils auf vier Nachkommastellen
gerundet, in nachfolgender Tabelle aufgefiihrt.

Die Wahrscheinlichkeiten p; werden durch Differenzbildung der P (x;)-Werte jeweils
aufeinander folgender Klassen berechnet und sind ebenfalls in nachfolgender Tabelle aufgefiihrt.



Die theoretischen Haufigkeiten E; entstehen aus den Wahrscheinlichkeiten p; durch
Multiplikation mit dem Stichprobenumfang von n = 200. Eine Betrachtung von E; zeigt, dass
keine weitere Zusammenlegung von Klassen erforderlich ist.

zecwer | gl s | w | eeo | w |mmnep R
/ Minuten i
0 bis 5 5 61 61 0,2988 | 0,2988 59,76 0,0257
> 5 bis 10 10 45 45 0,5084 | 0,2096 41,92 0,2263
> 10 bis 15 15 24 24 0,6553 | 0,1469 29,38 0,9852
> 15 bis 20 20 20 20 0,7583 | 0,1030 20,60 0,0175
> 20 bis 25 25 13 13 0,8305 | 0,0722 14,44 0,1436
> 25 bis 30 30 16 16 0,8812 | 0,0507 10,14 3,3865
> 30 bis 35 35 5 5 0,9167 | 0,0355 7,10 0,6211
> 35 bis 40 40
- 6 0,9590 | 0,0423 8,46 0,7153
> 40 bis 45 45
> 45 00 10 10 1 0,0410 8,20 0,3951
x5 6,5163

GemiB obiger Tabelle ergibt sich der x3-Wert zu:
X3 =6,5163
Bestimmung der Zahl der Freiheitsgrade:

Zahl der auswertbaren Klassen: r* =9 (Zahl der Klassen nach
Zusammenlegung)

Zahl der Parameter der Verteilungsfunktion: s=1 (der Parameter A = 0,071 ﬁ
wurde laut Aufgabenstellung

aus den ermittelten Rohdaten
abgeschitzt)
= r'—-s—1=9-1-1=7
Festlegen der Irrtumswahrscheinlichkeit:
gegeben: a= 0,01

Vergleichswert ermitteln:

X72«*—s—1;1—a = X%;o,gg = 18,5 (aus Tabelle)

Test: X5 > X5.099 ?
hier:

6,5163 > 18,5



Die Bedingung ist nicht erfiillt!
Die Hypothese H, wird nicht abgelehnt!

Auf einem Signifikanzniveau von a = 0,01 geniigt die beobachtete Verteilung einer

Exponentialverteilung mit dem Parameter A = 0,071 ﬁ



Erliuterungen zu Aufgaben nach dem Antwort-Wahl-Verfahren:

Bei jeder Fragestellung wird im Anschluss an die Antwortalternativen angegeben, um welchen
Fragetyp es sich handelt. Die moglichen Fragetypen sind nachfolgend néher erldutert.

Fragetyp Einfachwahl: Bei Fragen dieses Typs ist genau eine der angebotenen Antwort-
alternativen korrekt. Bei Fragen dieses Typs wird nur dann eine von null Punkten
verschiedene Bewertung vergeben, wenn genau die eine korrekte Antwort markiert wurde.

Fragetyp Mehrfachwahl: Bei Fragen dieses Typs ist mindestens eine der angebotenen
Antwortalternativen korrekt. Entsprechend konnen auch mehrere oder alle Antwort-
alternativen korrekt sein. Bei Fragen dieses Typs werden auch dann anteilig Punkte
vergeben, wenn einzelne Antworten unzutreffend sind (korrekte Antwort félschlich nicht
markiert oder unkorrekte Antwort falschlich markiert). Hierbei gilt jedoch, dass eine Frage,
bei welcher keine der Antworten markiert wurde als nicht bearbeitet gilt und mit null
Punkten bewertet wird.

Fiir alle Fragetypen gilt, dass eine Frage nicht mit weniger als null Punkten bewertet werden
kann. Es werden also keine negativen Punkte vergeben.

Antwort-Wahl-Verfahren, Teil A:

3.

Zur Untersuchung des Nitratgehalts von Grundwasser haben Sie auf der zu untersuchenden
Flache eine Wasserstichprobe vom Umfang n = 20 entnommen und jeweils den
Nitratgehalt C in Milligramm pro Liter (mg/I) ermittelt. Aus der Stichprobe ergibt sich ein
Mittelwert des Nitratgehalts von C= 37,4 mg/1und eine Streuung von S = 2,8 mg/l. Die
Standardabweichung o sei unbekannt.

3.1. Das Konfidenzintervall des Erwartungswertes des Nitratgehalts C flir eine
Aussagewahrscheinlichkeit von P = 95% betrégt fiir diesen Fall rund:
a) C=374mg/l+1,03mg/l;P =95%
b) € =37,4mg/l+ 1,08 mg/l;P =95%
¢c) C=374mg/l+ 1,23 mg/l;P =95%
d) C=374mg/l+131mg/l;P=95%
e) C=374mg/l1+ 199 mg/l;P=95%
(Fragetyp Einfachwahl)

OxOO0O0

3.2. Angenommen, es sei bekannt, dass die Standardabweichung des Nitratgehalts o, =
2,5 mg/1 betrage. Wie grof} ist dann der minimal erforderliche Stichprobenumfang
n, um bei einer Aussagewahrscheinlichkeit von P = 99% das Konfidenzintervall des
Erwartungswertes des Nitratgehalts C auf maximal + 1 mg/1 abschétzen zu kdnnen?

a) 11 O
b) 17 O
c) 34 O
d) 42 [x]
e) 46 O
(Fragetyp Einfachwahl)

Fortsetzung Aufgabe 3 auf der néchsten Seite



3.3. Gehen Sie davon aus, dass Mittelwert und Streuung obiger Stichprobe mit dem
Erwartungswert und der Standardabweichung der Grundgesamtheit iibereinstimmen.
Etwa wie viel Prozent aller Wasserproben weisen dann einen Nitratgehalt auf, der
auBerhalb des Intervalls von 35 mg/1 < € < 40 mg/1 liegt?

a) 19,5% O
b) 31,8% O
c) 37,1% £3]
d) 62,9% O
e) 82,4% O
(Fragetyp Einfachwahl)

3.4. Angenommen, der Erwartungswert des Nitratgehalts C betrage p. = 37,5 mg/l.
Welchen (mathematisch gerundeten) Wert diirfte die Standardabweichung o, des
Nitratgehalts dann maximal annehmen, damit 98% der Wasserproben innerhalb des
Intervalls von 35 mg/l < € < 40 mg/1 ldgen?
a) 0,872mg/l
b) 1,075mg/l
¢) 1,217 mg/l
d) 1,348 mg/l
e) 1,527 mg/l
(Fragetyp Einfachwahl)

O00&®O

Als Hersteller von Geréten fiir die Grundwasseranalyse mochten Sie ein neu entwickeltes,
portables Messgerdt mit einem Referenzgerit vergleichen. Hierzu setzen Sie n = 10
Losungen mit unterschiedlichen Nitratgehalten an und fithren mit Teilmengen jeder
Losung jeweils eine Messung auf dem portablen Gerit sowie auf dem Referenzgerét durch.
Ausgehend von den erhaltenen Messwerten beider Geréte soll die Frage geklért werden,
ob die Messergebnisse des portablen Gerits sich signifikant von jenen des Referenzgerits
unterscheiden.

4.1. Welcher statistische Test ist geeignet, die Frage zu beantworten?

a) t-Test fiir Erwartungswert O

b) t-Test fiir den Vergleich zweier Erwartungswerte O
bei unabhingigen Stichproben

c) t-Test fiir den Vergleich zweier Erwartungswerte [x]
bei verbundenen Stichproben

d) F-Test fiir den Vergleich zweier Streuungen O
bei unabhingigen Stichproben

e) x2-Test O

(Fragetyp Einfachwahl)

4.2. Welche Alternativhypothese ist fiir den Test zu wéhlen?
a) einseitige Alternativhypothese O
b) zweiseitige Alternativhypothese [x]

(Fragetyp Einfachwahl)



5. Anhand einer Stichprobe des Nitratgehalts von Grundwasser mdchten Sie einen t-Test fiir
den Erwartungswert durchfiihren. Aus der erhobenen Stichprobe vom Umfang n = 15
haben Sie Mittelwert und Streuung des Nitratgehalts C ermittelt zu C = 48,74 mg/1 und
Sc = 1,84mg/l. Der gemidll EU-Grundwasserrichtlinie festgelegte Grenzwert des
Nitratgehalts, der hier als Referenzwert verwendet werden soll, betragt C,, . = 50 mg/1.

5.1. Die Testgrofle t, betrdgt in diesem Fall gerundet:

a) —10,27 O
b) —2,65 [x]
c) -—0,18 O
d 2,65 O
e) 41,72 O
(Fragetyp Einfachwahl)

5.2. Der fiir die Bestimmung des kritischen Wertes bendtigte Freiheitsgrad s betrdgt bei
diesem Test:

a) 13 O
b) 14 £3]
c) 15 O
d) 28 O
e) 29 O
(Fragetyp Einfachwahl)

6. Sie mochten mittels eines t-Tests fiir den Vergleich zweier Erwartungswerte bei
unabhingigen Stichproben die Nitratbelastung zweier Gewdsser vergleichen. Der
Stichprobenumfang betragt jeweils n = 10. Thre Nullhypothese lautet, dass zwischen
beiden Gewdssern kein Unterschied besteht (n, = p,,). Ihre Alternativhypothese lautet,

dass der Nitratgehalt beider Gewdsser sich unterschieden (u, # p,). Sie wihlen ein
Signifikanzniveau von a = 0,05. Die von Thnen berechnete Testgrof3e betrigt t, = 1,94.

6.1. Geben Sie an, ob die Nullhypothese abgelehnt oder nicht abgelehnt werden muss!

a) Nullhypothese wird nicht abgelehnt [x]
b) Nullhypothese wird abgelehnt O
(Fragetyp Einfachwahl)

Ende von Antwort-Wahl-Verfahren, Teil A



Antwort-Wahl-Verfahren, Teil B:

7. Geben Sie an, bei welchen der folgenden Zustandsgréfen es sich um intensive Zustands-

groBen handelt!

a) Impuls O
b) Dichte ]
c¢) Temperatur ]
d) dynamische Viskositat [x]
e) Brechungsindex [x]
f)  Enthalpie O
g) Geschwindigkeit [x]
h) molare Masse [x]
(Fragetyp Mehrfachwahl)

8. Geben Sie an, welche der folgenden Gleichungen korrekt sind!

a) 1TW =103GW [x]
b) 103cm®+1dm3=1,110"2m3 O
c) 100hPa+ 1kPa = 1010 Pa O
d 1pF=10"12F [x]
e) 100 ps+20ms = 2,01-10"2s 53

(Fragetyp Mehrfachwahl)

9. In nachfolgender Abbildung sind die Sprungantworten dreier — mit A, B und C
bezeichneter — linearer Systeme 2. Ordnung dargestellt, welche sich hinsichtlich Threr
Dampfung D unterscheiden. Geben Sie an, welche Kombination von Ddmpfungen D,, Dy
und D, das Verhalten der dargestellten Systeme A, B und C qualitativ am besten
beschreibt!

1,8
=16
1,4
1,2
1
0,8
0,6
0,4

0,2

e
T=t" o,

a) D,=5:;D5=+2/2;D;=0,3
b) Dy=1;Dg=3;D;=5

¢c) Dy=01;Dg=1;D,=2

d) DA=0:1;DB=\/§/2;DC=3
(Fragetyp Einfachwahl)

E OOO



10. Sie fiihren ein Zufallsexperiment durch, bei welchem Sie aus einem Gefal3, welches mit

11.

12.

13.

jeweils 10 Kugeln der Farben rot, griin, blau, gelb und violett gefiillt ist pro Versuch jeweils
nur eine einzelne Kugel entnehmen und diese im Anschluss zuriicklegen. Durch welche
statistische Verteilung ldsst sich die bei einem derartigen Versuch zu beobachtende
Auftretenswahrscheinlichkeit der fiinf mdglichen Farben beschreiben?
a) Binomialverteilung

b) Normalverteilung

c) Diskrete Gleichverteilung

d) Poissonverteilung

OO0& OO

e) Hypergeometrische Verteilung
(Fragetyp Einfachwahl)

Geben Sie an, wie viel Prozent der Elemente einer Verteilung oberhalb des ersten Quartils
liegen!

a) 25% O
b) 40% O
c) 50% O
d) 60% O
e) 75% [x]

(Fragetyp Einfachwahl)

Eine normalverteilte, dimensionslose Gréf3e werde mit 20 Wiederholungen gemessen. Das
Konfidenzintervall des Erwartungswertes wird zu 95 < p < 105 bei P = 99% bestimmt.
Die Standardabweichung o sei bekannt. Geben Sie an, wie viele Wiederholungsmessungen
durchgefiihrt werden miissten, um das Konfidenzintervall bei unverdnderter
Aussagesicherheit auf 98 < p < 102 zu reduzieren!

a) 50 O
b) 100 O
c) 125 ]
d) 180 O
e) 200 O

(Fragetyp Einfachwahl)

Bei unabhédngig voneinander durchgefiihrten Messungen der Temperatur eines kleinen
Objekts mittels unterschiedlicher Pt100 Widerstandsthermometer stellen sie fest, dass Sie
abhéngig von der Masse des Messwiderstands unterschiedliche Objekttemperaturen
registrieren. Geben Sie an, welcher Effekt hierfiir aller Wahrscheinlichkeit nach
verantwortlich ist!

a) superponierender dulerer Storeinfluss

b) deformierender dulerer Storeinfluss

c) innerer Storeinfluss

d) Riickwirkung des Messvorgangs auf die Messgrofie
e) Hysterese

OO0xOODO

f) Représentativititsfehler
(Fragetyp Einfachwahl)



14.

15.

Sie untersuchen anhand empirischer Daten die Anzahl der von Fahrschiiler*innen in
Deutschland bendtigten praktischen Fahrstunden bis zur Erlangung der Fahrerlaubnis-
klasse B. Eine Auswertung der Rohdaten liefert folgende Lage- und Streuungsparameter:
Der Median der Stundenanzahl betriagt 22,8; der Modalwert der Stundenanzahl betriagt 24;
der arithmetische Mittelwert der Stundenanzahl betrdgt 25,4; der Quartilsabstand der
Stundenanzahl betrdgt 9,3; das erste Quartil der Stundenanzahl liegt bei 18,3. Geben Sie
an, welche der nachfolgenden Aussagen zutreffend aus diesen Daten abgeleitet werden
konnen!

a) Ein Viertel der Fahrschiiler*innen bendétigt 27,6 Stunden oder mehr.

b) Die Hilfte der Fahrschiiler*innen bendtigt 22,8 Stunden oder mehr.

c) Mehr als die Hilfte der Fahrschiiler*innen bendtigt 24 Stunden.

d) Ein Viertel der Fahrschiiler*innen benétigt 18,3 Stunden oder weniger.

e) Die Hilfte der Fahrschiiler*innen bendtigt zwischen 9,3 und 27,6
9,3 und 27,6 Stunden.

(Fragetyp Mehrfachwahl)

O&XOM&X X

Geben Sie an, welche der folgenden Aussagen {iiber spezielle Verteilungsfunktionen
zutreffend sind!

a) Die Gaulische Normalverteilung ist symmetrisch zum [x]
Erwartungswert p und ihre Wendepunkte liegen bei x = p + o.

b) Die GauBBsche Normalverteilung beschreibt solche Prozesse gut, ]
auf die eine grofle Zahl statistisch unabhédngiger Einflussgréfien
mit gleicher Groenordnung einwirkt.

c) Die Binomialverteilung beschreibt den wahrscheinlichen Ausgang ]
einer Folge gleichartiger Versuche, bei der es nur zwei mogliche
Ergebnisse gibt.

d) Fir eine sehr grole Zahl von Versuchen (n — o0) und eine sehr ]
geringe Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines Ereignisses (p — 0)
néhert sich die Binomialverteilung der Poissonverteilung an.

e) Erwartungswert und Varianz der Poissonverteilung sind gleich groB. [x]
(Fragetyp Mehrfachwahl)

Ende von Antwort-Wahl-Verfahren, Teil B



Kurzfragen:

16.

17.

18.

19.

20.

Nennen Sie alle Grundgroflen des SI-Systems!

Lange, Masse, Zeit, Temperatur, Stromstérke, Stoffmenge, Lichtstarke

Geben Sie an, ob die Aussage ,,Die Messunsicherheit kann beliebig klein gemacht werden,
wenn man ausreichend viele Wiederholungen der Messung durchfithrt“ zutreffend ist!
Begriinden Sie Ihre Aussage!

Nein, denn der systematische Abweichungsanteil kann durch wiederholte Messung nicht
reduziert werden.

Erlautern Sie, was unter der Hysterese eines Messgerites zu verstehen ist!

Die Hysterese eines Messgerites ist das Merkmal eines Messgerétes, dass aus ein und demselben
Wert der Eingangsgrofe verschiedene Werte der Ausgangsgrof3e resultieren konnen, je nachdem
wie die Abfolge der vorhergehenden Werte der Eingangsgréf3e war.

Erlautern Sie die Begriffe superponierender diufierer Storeinfluss und deformierender
duferer Storeinfluss und grenzen Sie diese gegeneinander ab!

Superponierende dullere Storeinfliisse liberlagern sich der Messgrofle, die dadurch verursachte
Abweichung ist damit unabhingig von dem Wert der Messgrofe.

Deformierende duBere Stdreinfliisse beeinflussen das Ubertragungsverhalten eines Messgeriites.
Im Unterschied zum superponierenden dulleren Storeinfluss ist die hierdurch entstehende
Messabweichung abhingig von dem Wert der Messgrofe.

Bei der Durchfithrung eines statistischen Tests stellen Sie fest, dass wiederholt der Fall
eintritt, dass die Nullhypothese infolge des Testresultats abgelehnt wird, obwohl
weiterfithrende Untersuchungen zeigen, dass die Nullhypothese tatsichlich zutrifft. Wie
wiirden Sie das Signifikanzniveau o des Tests verindern, um die Wahrscheinlichkeit fiir
das Auftreten einer derartigen Fehlentscheidung zu reduzieren? Begriinden Sie Ihre
Antwort!

Bei der beschriebenen Fehlentscheidung handelt es sich um eine Fehlentscheidung 1. Art
(Ablehnung der Nullhypothese obwohl diese =zutrifft). Die Wahrscheinlichkeit fiir eine
Fehlentscheidung 1. Art wird gerade durch das Signifikanzniveau a angegeben. Um die
Wahrscheinlichkeit dieser Fehlentscheidung zu reduzieren, muss also das Signifikanzniveau o
verringert werden (kleinerer Zahlenwert).



