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Verzeichnis der verwendeten Abkiirzungen.

1. Verzeichnis der Indices.

= ideell
kritischer Wert
antimetrisch
symmetrisch
Zugband

Bogen
Héngestangen

il

L]

[

oy Ne e O
[

2. Verzeichnis der iibrigen Abkiirzungen.

Pfeilhthe des Parabelbogens

= Stiltzweite des Parabelbogens

= Querschnittsflache

= Trigheitsmoment

Schlankheit

= jnzahl der Hingestangen

= Einzellast am Bogen angreifend

Gleichlast iiber die Bogenstiitzweite verteilt

9, q(x) = Belastung des Zugbandes durch die Hingestangen am
verformten System

o "B R
]

¢, c¢(x) = Ideelle Pederkonstante (ohne Index i verwendet)
| = Biegemoment
N =

Normalkraft im Parabelbogen bzw, im geraden
Ersatzstad

Horizontalschub des gleichmiBig symmetrisch bela-
steten Zweigelenkbogens

Vertikalauflagerdruck des Parabelbogens

laufende Koordinaten nach jeweiliger Angabe

" vertikale Abweichung des verformten Systems vom
unverformten

f = % = HilfsgriBe f'a (1 - f )

‘f

Neigung der unverformten Bogenachse gegen die
Horizontale
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= Winkeldrehung der verformten Bogenachse
= Bogenlinge

= Dehnung AI.L z.B.

= |4+ _4%{_ = HilfsgriBe

'4 + I{E{l = HilfsgroBe

= Durchbiegung des "Bogenersatzstiickes" (vgl. Punkt
3.31) in Peldmitte

‘*’"i-.l;]nn{

= Koeffizient zur Bestimmung des kritischen Horizon-

2
talschubes H = § LPE_J_
Q = .-ZTL_ = Hilfsgrofe

= Knickzahl nach DIN 4114 fiir Stahl
Faktor zur Bestimmung von A; -—%"’——
14 = Knicksicherheit

> &
]

Es wurden auSerdem die folgenden Symbole als mathematische
Gr8B8en verwendet. Einige davon haben zum Teil doppelte Be-
deutung. Diese GriBen werden jedoch bei der Einfiihrung
fallweise erliéutert, so daB eine Verwechslung ausgeschlossen
ist.

l'ﬁl/“’l T,¢,r‘: € b, 1, kK, r, ¢
" B, c, Dj !, G‘, L.

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00057738 14/10/2014



- 10 -

Zur Stabilitétsfrage des Zweigelenkbogens mit biegewelchem

Zugband und schlaffen Hiéngestangen.

1. Problemstellung

In der Baupraxis werden gelegentlich zum Uberspannen groBer
stiitzenfreier Uffnungen Tragglieder verwendet, denen als sta-
tisches System ein Zweigelenkbogen zu Grunde liegt, dessen
Horizontalschub durch ein die Kiédmpfer verbindendes Zugband
aufgenommen wird.

Beil Konstruktionen dieser Art im Hochbau wird das Zugband in

der Regel biegeweich ausgebildet, da es nur Normalkrifte auf-
zunehmen hat. Um ein Durchhiéngen dieses Zugbandes zu vermei-

den, werden gewshnlich Hingestangen angeordnet, die den Bogen
mit dem biegeweichen Zugband verbinden und dieses tragen.

Diese Hingestangen beteiligen sich nicht wesentlich an der
Abtragung der HuBeren Lasten gegen die Aﬁflager hin und sind
zufolge der ihnen zukommenden Aufgabe meist schlaff, also
biegeweich, und zur Aufnahme von Druckkréften nngeeignet.

Das, dieser Konstruktionsform entsprechende, typische Trag-
werk wire ein Stahlbetonbogenbinder mit einem Zugband aus

Rundstahl und Hiéngestangen, die ebenfalls aus einfachen Rund-
stiéhlen bestehen.

In den meisten Fdllen wird es notwendig sein ~ aus Griinden
des Rostschutzes oder der besonderen Funktion des Bauwerkes
wegen -, das Zugband "mit Beton zu umkleiden", so daB8 dann
das Zugbend eine gewisse Eigensteifigkeit erhilt.

Soweit nicht aus anderen Griinden elne besonders geringe Bau-
hthe gefordert wird, und wenn ein hinreichend groSer Anteil
aus stindigen Lasten symmetrisch angreift, ist ein derartiges
Tragsystem im Hinblick auf seine Wirtschaftlichkeit den Bie-
getrigern iiberlegen, da die Lasten bei ihm nur iiber Normal-
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kréfte abgetragen werden und deshalb sehr schlanke, material-
sparende Konstruktionen m&églich werden.

Mit zunehmender Schlankheit als Folge immer grtBerer Material-
festigkeiten tritt dabei das Festigkeitsproblem mehr und mehr
in den Hintergrund zugunsten des Stabilitétsproblems, das ja -
zumindestens in seiner "klassischen" Form - keine unmittelbare
Abhéngigkeit von der Werkstoffestigkeit aufweist. In vielen
Fédllen wird daher die Knickfestigkeit dieser Konstruktionsform
das ausschlaggebende Kriterium filr ihr Tragvermigen.

Im folgenden soll daher versucht werden, die Stabilitidt des
eingangs beschriebenen Systems ngher zu untersuchen. 2Zweckmi-
Bigerweise geht man dabei vom Studium bereits geltster "Nach-
barprobleme" aus.

Die Stabilitiat eines kreisftrmigen Zweigelenkbogens unter
radialer Gleichlast wurde erstmals von Hurlbrink [9]+) 1908
untersucht. Weitere, exaktere Untersuchungen wurden von

R. Mayer ﬁi], Chwalla [3], [4], [S] u. a. durchgerfiihrt,

Das Stabilitiétsproblem des parabelftrmigen Zweigelenkbogens
unter symmetrischer Gleichlast senkrecht zur Kédmpferverbin-
dungslinie wirkend, wurde erstmals von Lockshin [1é] gelsst,
spdter auf mathematisch einfachere Weise von Dischinger [B],
Stiissi [19], Chwalla [3], R. Mayer I1 5] und anderen.

Die gewonnenen theoretischen Erkenntnisse wurden experimen-
tell durch die Versuche von Chwalla und Kollbrunner [3],
R. Mayer [15], Gabver [7], Busch [2] u. a. bestitigt.

Hinweise auf den Zweigelenkbogen mit Zugband unter symmetri-

scher Gleichlast finden sich u. a. bel Woinowsky-Krieger [?2].
Sonderfille des Zweigelenkbogens mit ganz spezieller Lastein-
tragung wurden ebenfalls untersucht, vgl. z.B. Schibler [18].

+) Die Zahlenangaben in[ ]bezeichnen die entsprechenden
Literaturstellen (vgl. Literaturverzeichnis).
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Der Zweigelenkbogen mit Zugband und biegeweichen Hingestangen
wurde von Pfliiger [17] behandelt. Die gleichmiBig iiber das
ganze Zugband verteilte Last wird dabei iiber die Hiéngestangen
in den Bogen eingetragen. Es werden zufolge der beschriebenen
Lasteintragung alle Hingestangen gleichmiéBig auf Zug bean-
sprucht. Das dazu typische Konstruktionsbeispiel wiire der
"Briicken-Parabelbogen mit vVersteifungstriger",bei dem die
Lasten iiber Versteifungstriger und Héngestangen eingeleitet
werden.

Der Parabelbogen mit Zugband (EZIz % o oder EyI; = 0) und
starren, 4. h. zug- und druckfesten Hiéngestangen, bei dem die
Last iiber den Bogen eingetragen wird, fiihrt wieder zum Span-
nungsproblem zuriick., Ahnlich wie bei vorgespannten Konstruk-
tionen, bel denen der Abstand des Betonschwerpunkts vom Spann-
glied unverinderlich 1st, kann hier kein Knicken in der Trag-
werksebene eintreten.

Im folgenden s0ll nun die Knickfestigkeit des Zweigelenkbogens
mit Zugband (EZIZ = 0) und schlaffen, biegeweichen Héngestan-
gen untersucht werden. Die Last soll dabei nur iiber den Bogen
eingetragen werden. Im Gegensatz zu dem bei Pfliiger [17] be-
handelten Fall, sind die Héngestangen in unverformtem Zustand
dann kaum belastet (vgl. Punkt 2.1). Erst beim Beginn der
Knickverformung beginnt ein Teil der Héngestangen mitzutragen,
Das Zugband soll die Eigensteifigkeit EZIZ = 0 besitzen.

2. Theoretische Untersuchung des Problems fiir idealelastische,

schlanke Kongtruktionen.
2.1 Erlsuterung der Rechengrundlagen,

Die Arbeiten von Chwalla und Lockshin [3], [4], [12] insbeson-
dere zeigen, daB bereits ein erheblicher mathematischer Auf-
wand notwendig ist, um das Stabilitdtsproblem des reinen
Zweigelenkbogens auf der Grundlage der strengen Elagtizitiits-
theorie zu l¥sen. In der Arbeit von Chwalla [3] wird zwar fir
ein Bogentragwerk gans allgemein eine Differentialgleichung
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6. Ordnung exakt abgeleitet, beim Ubergang auf den parabelfsr-
migen Zweigelenkbogen wird jedoch auch von mehreren Ndherungen
Gebrauch gemacht und schlieBlich eine N&herungsformel angege-
ben (Pkt. 2.2 dieser Arbeit nimmt darauf Bezug).

Die mathematisch exaktere L&sung diirfte wohl von Lockshin [12]
abgeleitet worden sein. Lockshin geht Jjedoch von einer Diffe-
rentialgleichung aus, bei der gegeniiber der Gleichung nach

[3] einige Glieder vernachléssigt wurden. Alle iibrigen Arbei-
ten gehen ebenfalls von mehr oder minder guten Niherungen aus.

Es 1ist daher kaum sinnvoll, hier den Versuch einer exakten L&~
sung auf der Grundlage der Elastizititstheorie zu machen. Es
wird vielmehr versucht, unter der Annahme von gewissen ein-
schrénkenden, aber vereinfachenden Voraussetzungen zu iiber-
sichtlichen, ingenieurmdBigen Ansdtzen 2zu kommen, die fiir die
Baupraxis geniigend genaue L&sungen liefern.

Dies ist gegeniiber dem vorliegenden Problem um so mehr berech-
tigt, als die gewonnenen theoretischen L&sungen auf experimen-
teller Basis (vgl. Abschnitt 3) nachgepriift wurden. Im iibrigen
diirfte der mathematische Aufwand bei einem Bogen mit Zugband
und Hingestangen noch bedeutend gréBer werden als in den ge-
nannten Arbeiten fiir den reinen Zweigelenkbogen.

Im folgenden werden die fiir die weitere Behandlung des Pro-
blems getroffenen Annahmen aufgefiihrt und erléutert:

1. Die Gleichlast wird direkt von oben in den Bogen einge-
tragen und ist zur lotrechten Symmetrieachse des Systems
symmetrisch,

2. Der Bogen ist aus idealelastischem Material und sehr
schlank.

3, Der Bogen hat Stiitzlinienform (Parabel).

4. Das TrHgheitsmoment des Bogens ist konstant iiber die
gesamte Linge.

5, Das Zugband hat die Biegesteifigkeit EZIZ = 0, hat je-
doch geniigend Pliche, um eine waagerechte Verschiebung
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des beweglichen Auflagers nur soweit zuzulassen, daB
keine wesentliche Abweichung der Bogenachse von der
Stiitzlinie eintritt.

6. Die Héngestangen beteiligen sich erst unmittelbar beim
Beginn des Ausknickens an der Lastabtragung. Sie haben
die Steifigkeit EHIH = 0, jedoch eine geniigend grofe
Flédche FH’ die auch wihrend des Ausknickens nur eine
vernachlissigbar geringe lLéngeninderung der Hiéngestan-
gen zZulift (EHFH =ze® ),

7. Die Hiingestangen haben gleichen Abstand vomeinander.

Die Annahmen 1 bis 4, sowie Annahme 7 stellen keine besonderen
Einschrénkungen im Sinne der obigen Ausfiihrungen dar. Sie lie-
gen auch den meisten der angefiihrten Arbeiten zu Grunde.

Die Annahme 5 stellt mit ihrer Forderung E,I, = 0, F, £ 0,
eine gewisse Einschriénkung dar. Es wird jedoch im weiteren
Verlauf der Arbeit unter Punkt 2.5 eine Erweiterung auf PRille
B,1, # O gegeben.

Die weitere Abgrenzung<£z = 0 diirfte fir die meisten bauprak-
tischen Félle wohl zutreffen, denn der grofe Vorteil eines
Bogens ginge beil gr&Beren Abweichungen der Bogenachse wvon der
Stiitzlinie wieder verloren. Im iibrigen bringt selbst eine
Léngenénderung des Zugbandes von einigen cm bel baupraktischen
Beispielen nur eine Abweichung der Bogenachse von der Stiitz-
linie um wenige mm in Richtung der Pfeilhthe f. Die Herstel-
lungstolleranzen solcher Konstruktionen liegen ja bekanntlich
mindestens in der GrdBSenordnung von mm.

Annaghme 6 diirfte ebenfalls berechtigt sein, wenn man bedenkt,
dag8 den Hingestangen bel den geschilderten Baukonstruktionen
zundchst keine besondere statische Aufgabe zufillt und man
weiter in Betracht zieht, daB eventuelle ILingeninderungen der
Hingestangen nur aus Kréften resultieren xtnnten, die durch
Auslenkung des gespannten Zugbandes (EZIz = 0) aus seiner
horizontalen Lage entstehen. In Pkt. 2.8 wird der Einflus
einer Hiéngestangen-Dehnung (EHPE ¥ o» ) abgeschitzt.
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2,2 Erlduterung der Lisungswege.
Wenn man annimmt, daB die Héngestangen bis zum Beginn des Aus-
knickens keine nennenswerten Kridfte aufnehmen, so trégt der Bo-
gen zuniéchst wie ein normaler Zweigelenkbogen seine Lasten iiber
die stiitzlinienfSrmige Bogenachse nach den Auflagerpunkten hin
ab. Das Zugband wird dabei nur durch die entstehenden Horiszon-
talkriifte gespannt.
Beginnt nun der Bogen mit Zugband genau so wie der reine Zwei-
} gelenkbogen antimetrisch aus-
L zuknicken (vgl. Dischinger
[6]), so wird der Bogen zu-
néichst eine unendlich be-
nachbarte Gleichgewichtslage
einnehmen (vgl. Abb. 1). Da-
bel wird sich die Bogenachse
in einem Bereich X, um einen
Betrag dy nach oben verschie-
ben, in einem anderen Bereich
x, nach unten. Dabei wird
Abb. 4 ein Teil der Hingestangen im
Bereich X, gezogen und hebt
wegen der unter 2.1 Punkt 6 gemachten Voraussetzungen das Zug-
band an dieser Stelle ebenfalls um den Betrag dy.
Die Hingestangen im Bereich X, und ein Teil der Hiéngestangen
im Bereich X, dagegen werden schlaff bleiben bzw. seitlich
ausweichen.

Die aus der Anhebung des gespannten Zugbandes resultierenden
Kriifte werden iiber die Hingestangen als Riickstellkridfte in den
ausgelenkten Bogen eingeleitet. Das zushtzliche Auftreten von
Riickstellkriéiften muB aber die Knicklast des Bogens gegeniiber
der des reinen Zweigelenkbogens erhi¥hen.

Da aber, wie unter 2.3 und 2.4 gezeigt wird, die Riickstell-
kraft jeder Hédngestange nur linear von der Auslenkung abhiin-
gig ist, kann man das Problem wie folgt vereinfachen (Abb.2):

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00057738
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Es wird ein Zweigelenk-Parabelbogen
angenommen, der in einem bestimmten Be-
reich X, auf so vielen elastischen Un-
terstiitzungen ruht, als Héngestangen

Pay pa% vorhanden sind. Dies fiihrt zur rechne-~
rischen Annahme von ideellen Feder-
Abb. 2 konstanten Cj.

Es wird nun folgendes Gedankenmodell angewendet: Nimmt man
einen geraden Eulerstab und beginnt ihn langsam in der Mitte
auszulenken, so ist er - unter Annahme einer parabolischen
Auslenkung - in der lLage, mit zunehmender Pfeilhthe f in

x =-%— eine immer grtSere symmetri-

N N sche Gleichlast momentenfrei aufzu-
Afr 5?5 nehmen, wenn an seinen Enden Krifte

A, B, N vorhanden sind, die stindig
um entsprechende A -Betrige anwachsen,
entsprechend den einzuhaltenden Gleichgewichtsbedingungen.

Der durch die Auslenkung entstehende Bogen wird in seiner
Bogenachse in erster Niherung durch den Kimpferdruck N iiber
die ganze Linge beansprucht.

Abb.3

Ein Bogen kann also ndherungsweise als gekriimmter Eulerstabd
aufgefaft werden, dessen Krimmung durch die gleichzeitig wir-
kenden Querlasten kompensiert wird. Xhnliche Uberlegungen
liegen den Untersuchungen von R. Mayer [15] und Dischinger [6]
zu grunde. In der Arbeit [15] ist dies deutlich zu erkennen.

Damit widre das hier zu untersuchende Problem auf den Fall
eines Eulerstabes mit teilweise elastischer Stiitzung zuriick-
zufithren. Der Wert Nkrit im Falle des Eulerstabes geht damit
in den Wert Nkrit bzw. Hkrit beim Bogen iiber.

Dies gilt jedoch nur, wenn man unter Pkrit hier den 2. Eigen-
wert versteht, der einer antimetrischen Knickfigur entspricht.

Die antimetrische Knickfigur stellt beim Zweigelenkbogen eine
dehnungslose Verformung dar, im Gegensatz zu einer symmetri-
schen Knickfigur, bei welcher beim tbergang zum ausgelenkten
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Zustand zusidtzlich Dehnungsenergie verbraucht wird. Es ist
daher einzusehen, da8 beim Bogen eine antimetrische Verfor-
mung den niedrigsten Eigenwert liefern muB und deswegen beim
Vergleich mit dem Eulerstab der 2. Eigenwert, entsprechend
einer antimetrischen Knickfigur, zu wihlen ist.

Der zunédchst etwas willkiirlich erscheinende Ubergang vom para-
belfsrmigen Bogen unter symmetrischer Gleichlast zum geraden
Eulerstab, der nur an seinen Enden mit N belastet sein soll
und keine Querlasten aufzunehmen hat, soll im folgenden niher
begriindet werden.

Nach Kollbrunner/Meister [10] kann fiir den Parabelbogen unter
Gleichlast folgende Ndherungslisung abgeleitet werden:

Parabel im unverformten
Zustand

y=4L4-(23)°]

Abb. 4
Fir einen Bogenabschnitt ergibt sich:

dq-ﬁ-d%+y-dx

////1‘ : x 1*7 sofern & die Zusammen-
y
—

] driickung des Bogens zufol-

- ge Normalkraft bezeichnet
und Y die Winkeldrehung.

Fir & = 0, also unter Vernachliissigung der Normalkraft wird

L .
dn _dy
d x* dx °
Da ferner £4L -— ég , wobel s die Bogenlange bezeichnet,
wird ¢
dy - -
d.'t«.\\f EY
der N7 - . M ,__J‘n . - — | .
ode %ﬁl ¥t EJ ARt B

Nach Kollbrunner/Meister [107] und Chwalla [37] kann dabei fiir
wy der Wert am Auflager verwendet werden, solange man
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flache Bogen betrachtet. Fir ws ergibt sich
A A

w3 = ;= ;
T ’4+4A-§' Y

und damit wird weiter mit

N
v 1 L
- ¢ — * °
¢ Ve=p-4 und #=P 57
H v T
N=H]5HL',:+4 - H'V*Ab-t; ,
oder N=H T
der Ausdruck ot YO geht iiber in
er A& 77 E3
d"g - M
dx* T EJ °

Mit M=H-v fiir den im unverformten Zustand momentenfreien
Stiitzlinienbogen ergibt sich

4* +Y<
e

Dieselbe Naherungslésung wird von Chwalla [3] angegeben.

Da__ H-TZ' = N ist, stellt diese Gleichung jedoch die Diffe-

rentialgleichung eines geraden Stabes dar, der an seinen Enden
mit N belastet ist.

Daf dieser Ubergang nur fiir flache Bogen mdglich ist, kann
sofort gezeigt werden. Entwickelt man ces ¥ in einer Reihe
in Abhéngigkeit von 'i— , 80 ergibt sich nidherungsweise:

4 3
WP = =4~ _{'_
T Y/l+463::: F=A-ep

oder .
b=N-wnyg =N-[4-847]

d. h. der Ansatz ist mur sinnvoll, solange mindestens
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WV

> t A
1= &—i‘; oder 0,55 7

PFir eine eventuelle Erweiterung auf steile Bogen, vgl. die
Ausfiihrungen zu Pkt. 3.4 "Deutung der Versuchsergebnisse",

2.3 Lbsung des Problems mit Hilfe der Gleichgewichtsmethode
{Differential-Gleichungsmethode) bei unendlich vielen

Hingestangen.

2.31 Ermittlung der ideellen Federkonstante C3 fiir den Fall
n = oo (Héngestangen, gleichmiéBig iiber die Linge des
Zugbandes verteilt),

Piir den Fall n = ¢ hat man sich die Verbindung zwischen
Bogen und Zugband als diinne, dehnungslose Membran (ohne
Schubsteifigkeit) vorzustellen, die lediglich in der Lage
ist, Zugkrdfte aufzunehmen. Bilegebeanspruchungen und
Druckkrdafte kann sie wegen EHIH = 0 nicht aufnehmen. Wenn
der Bogen bel Beginn des Ausknickens von der urspriingli-
chen Parabelform in die unendlich benachbarte Knickfigur
iibergeht, wird die Kriimmung im Bereich der mitwirkenden
Héngestangen grdBer, da sich die Stiitzlinie der Gleich-
last und der hinzukommenden Last aus den Riickstellkriéften
noch mehr entgegenzukriimmen sucht. Der Schnittpunkt der
verformten Bogenachg8e mit der parabelfdrmigen urspriingli-
chen Bogenachse verachiebt sich also geringfiigig in Rich-
tung jenes Bereicheg, in welchem sich der Bogen nach oben
bewegt.

Piir die auf Seite 20 dargestellte Figur (Abb. 5) gelten
folgende Bezilehungen, wobei 77 die Abweichung des ausge-
lenkten Bogens von der normalen Parabelachse bedeutet
und x nach Abdb., 5 eingefiihrt wird.

Wenn man annimmt, die verformte Bogenachse verlaufe von
B bis x, annihernd simuefdrmig, so gilt dies in gleichem
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MaBe fiir dae Zugband. Der
Punkt x, wird durch die
Bedingung vestimmt, daB
die Tangente an das Zug-
band in x4 durch den Punkt
A geht. Fir Bogen und Zug-
band gilt:

q-C-M-’-—’Z"—"—,

J«:a(,.-n-y—'ﬁ’- Y)'(x_x , fr das Zugband.

F A

Mit q'-%‘—'—-c~m§z‘1‘_ wird
(R 4 v ) ivx,
R

A

r
s XXXy 1 (3- +x1),
L

lr Xa
.T_

oder 4-?,%& -Ir(/l-a--’f{—"-‘l-) ’

oder mit 1§ = 1’;4 , 4} x§ -(4+Lj)‘r .

Damit lautet die Bedingungsgleichung fiir .Zf
#?J.T-j -r(4+zj)

mit der durch Iteration gewonnenen L¥sung

L ..&.{n_ -0,u432
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Mit diesen Annahmen ergibt sich somit die Verformungskurve
fiir das Zugband nach Abb. 6.

. Es wird nun diejenige
o430 340 5be f4- Gleichlast p im Bereich
0,568 - L >X >0

s 2
¢ 5/&"“ (vgl. Bild 6) gesucht,
e il x Zx " die ein mit H gespann-

2
b v % LI tes Seill in der angege-~
Abb. b benen Weise verformt.

EV ¥ liefert
+V-(V+d\/)+q(x)o|x-r
LoortttrrrrreeN o a. B
1 J(:) I\—// dv=q(x)dx,
oder
Abb. 3 4Y_ . q(x). (1)

Ferner gilt fiir das Momentengleichgewicht um den Drehpunkt M
Vdx +q(x)%i +hody -0,
oder Vdx + hdy =, a. b VA7 ¢

da (als GrtBe von 2. Ordnung)

qr(X)dz-dx >

Bel nochmaliger Differentiation nach x wird

jz #——’3— i oder mit %:—-—q(x),
dt (x) o

Fiir den gekriimmten Bereich des Zugbandes gilt aber:

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00057738
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.oty

- C- (3
=G =
1 AT ey XX
mt o= ey
d* 41t Comn irx
und ..___',Ld,!' =_T— AV 1 j
somit—’-(z—)-%!;l:—~c-m.§_%."_ . (3a)
#

Fiir eine Pederkonstante C(x) gilt allgemein:

C(’()-Y)(x)=q(x)-————+c(x)--%}£(l‘;)-)—- . (4)

Im allgemeinsten Fall also ist C = C (x).
Setzt man Gleichung (3) und (%a) in Gleichung (4), s° wird

&11-1' ,C,ml‘l’x T

Al lwx
¢ £

C(x)=

fir 0,568 % >% > ¥

oder
2
Clx) - i:f.{rj_ , (5)

d. h. die Federkonstante wird hier von x unabhéngig.

{
Die elastiache Stiitzung des Bogens im Bereich 0,5687%"

kann somit qurch Einfithrung einer ideellen Pederkonstante C
erfaft werden,

L
Ersetzt men mun in ¢ = #X% aje Zugkraft H im Zugband dureh

den kritischen Bogenschub Hy 440 da Ja das im Augenblick des
Ausknickens vorhandene H ale maBgebend erscheint, 80 kpnnte
man meinen, da@ Hy ... nicht nur aus der Gleichlast Pyrit
allein zu errechnen wire, sondern zu Pypity 2UCH Anteile ause
den halbseitig wirkenden Riickstellkriften zuzugihlen WAren.
Da8 dies nicht der Fall ist, soll im folgenden gezeigt werden:
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Belastet man den Parabelbogen mit einer symmetrischen Gleich-
last von p = O beginnend bis p = Prrit’ %° wdchst H von H = 0

bis H=H o« Tritt nun bei H = H dle ausgelenkte Gleich-

krit krit

: art iy ()
gewichtslage auf, so wiirde p um den Betrag ¢(x) q(x)=THK yl

im Bereich o 568--—;— >x >0

vergrBert werden, und man ktnnte den zusHtzlichen Horizontal-
schub A H durch Auswerten einer H-EinfluBflinie

mit Ap --—%—i‘;-n(x)

Ndherungswelise gewimmen. Damit wiirde

L
e M) T

(FL soll dabei den entsprechenden FlH#chenanteil aus der H-
EinfluBlinie repridsentieren).

A, -

Ayt

Bezeichnet man = ‘M =T , 8o wird A#,‘-HKAI‘.T(.

Es wiirde nunmehr Hy + A H, auf das Zugband wirken, so daB
sich der Horizontalschub insgesamt um

) L
Ay~ (v AH) T Fa T T+l o F
erhhen wiirde. Es ergibt sich ein "Aufschaukelungsvorgang",
well
— 3

Aby - (Bt AH)TF, SR AR VR A AT A
T I A A0 A L AN R A I (6a)

Damit wirkt insgesamt auf den Bogen gemiS8 Gleichung (5) eine
Last p-C- 71,

<M 'r)"ﬂﬁi'( HK*A”n)’
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oder (.Av]='c-ﬂ’K+‘C~AH'“ . (65)

Der 2. Summand in Gleichung (6b) enthdlt aber wegen Gleichung
(6a) nur Glieder mit T¥* (bzw.7n’) und Glieder noch h&herer
Ordnung und kann daher bei der Ermittlung des Eigenwertes ver-
nachlissigt werden, da.hierfiir die linearisierte Differential-
gleichung geniigt. Eine Erhthung des kritischen Horizontal-
‘schubes Hy infolge der Riickstellkrdfte aus Zugbandverformung
ist daher nicht vorzunehmen.

Die weitere Aufgabe

H— ﬁjz%i}éd kemn somit auf das in
~— — Abb. 8 skizzierte Pro-
+— 4 — blem zuriickgefiihrt wer-

Abb.8 den.

wobei: l, =02842, 2 -0F4b6¢ j
_4rt 4
C - ‘“r{z_ ) (#)
2.32 Anwendung der Gleichgewichtsmethode auf das in Abb. 8
skizzierte Problem fiir n = oo ,

Man gewinnt die Differentialgleichung des vorliegenden Pro-
blems, indem man von der unendlich benachbarten Gleichge-
wichtslage des verformten Systems ausgeht (vgl. Abb. 9).

A— L — L+
Die Pfeile kennzeich-

- -

N - ~ N B
b i -—— nen die aus den Hinge-
A& SR :
L gtangen resultierenden
" | Riickstellkrdfte.
Abb.4

Man greift ein Element des Bogens im Bereich {, heraus.
(Im folgenden wird die Auslenkung v durch y ersetzt, da
nunmehr nur der gerade Stab betrachtet werden soll.)
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M Vv £ 0‘
vV =
el T
M+ M dy - Y+ q(Y)dX—(Vi—d\/) =0
AR RARL) N —|~ 4
n———q‘(”)_—’ %:V oder q()()- :_TI
I dx oder q(x)- C'lf (nach G1. 4).(8)

Piir das Momentengleichgewicht im Punkt B folgt:
M+N -d11+(deV)dx~(M+dM)—q(X)%‘—dL -0 ()

Vernachlédssigt man alle von 2, Ordnung kleinen GréSen, wie
dies fiir die Ermittlung eines Eigenwerts getan werden darf,
so folgt:

N-dy+V-dx~dM-0. (40)

Differenziert man (10) zweimal nach x, so folgt:

N.Alq LAY diM

At " ax Taxe "~ 0 (41)

dtM_ o d*
Mit (8) und Lt EJ oTx_z,L_’

wird

N-—°L—L‘jr+c~ +EJ#‘&}—-O’ (44a)

A x 11' o x* . a

" 3
Fiilhrt man die Abkiirzungen /u"- ECJ , 2. —E%—
ein, so ergibt sich:

(%) LW 4

EEL S SV SRS (42)

Gleichung (12) stellt die Differentialgleichung fiir den ge-
samten Stab dar, wenn man im Bereich 4,> x> (vgl. Abb.9)
/44‘ =t setzt.

Das Problem fiihrt also auf zwei lineare, homogene Differen-
tialgleichungen 4. Ordnung, die durch Randbedingungen mit-
einander verkniipft sind.
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‘?(4))( ‘x,l'-'\?(l‘)'f'/b\.“."l} .. (12)
‘1(“),.::‘-11“') - . (12)

Die Losungen der beiden Differentialgleichungen (12) und (13)
werden am besten in der folgenden Form engegeben:
Lésungsansatz fir Gleichung (12):

Y veh'(A-m%x “Boaing x)+e-m(Cm%x - DWQX),(M)

2 L 2 2
r,.x L_ %’
wobei h % +-f‘f— und 9 — -/&z— .

Lsungsansatz fir Gleichung (1%):

11-5+Lx+K~mx_x+G-maex_ (45)

Mit den Randbedingungen

v
%(Y-V)-G’ und 1}()(_0,) =t

folgt aus (15) D =K -t
also

Y=Lx+G rcm x . (46)

Die Kombination von Gleichung (14) und Glelchung (16) wiirde

auf eine 6-reihige Determinante zur Bestimmung der Eigenwerte
fiihren.

Um den damit verbundenen sehr groBen Rechenaufwand etwas zu
vermindern, wird von einer Vereinfachung Gebrauch gemacht,
die H. Granholm [8] in seiner Dissertation verwendet.

Gleichung (14) setzt sich aus einer mit ehx zunehmenden

Schwingung und einer mit e'hx abnehmenden Schwingung zu-

sammen.

Betrachtet man nun Fdélle - fiir viele baupraktische Anwendun-
gen trifft dies zu -, bei denen x groB ist, so nehmen die
Werte ¢ sehr rasch suSerordentlich groBe Werte an. Dies hat
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zur Folge, daB die Koeffizienten A und B sehr klein werden
missen, da ja die Form der Kurve endlich bleiben muB.

Man streicht deshald zur rechnerischen Vereinfachung den
msdruck e " (A s gx »Boaingx)
und erhilt damit Gleichung (14) in der Form
-h
e

Man erhilt damit eine 4-reihige Nennerdeterminante zur Bestim-

Y(Cmgx+DM3x). (13)

mung der Eigenwerte.

Es muB8 jedoch festgestellt werden, daB die so gewonnenen Ei-
genwerte nur Ndaherungslosungen darstellen und grtBer als die
"strenge L&sung" sein miissen, Diese Folgerung kann sofort ge-
macht werden, wenn man bedenkt, daB diese abgekiirzte Lisung
eine Vergleichsfunktion im Sinne der Variationsrechnung dar-
stellt, die immer gritBere Eigemwerte liefert, als die genaue
Lsung (vgl. dazu Punkt 2.4 dieser Arbeit).

Man gewinnt nun aus Gleichung (16) und (17) ein 4-gliedriges,
lineares Gleichungssystem mit der Forderung, daB die Werte

dy dt d‘g
T B T
aus beiden Gleichungen fiir x = £, iibereinstimmen miissen.

Aus rechentechnischen Griinden verschiebt man dabei den Ur-
sprung des Koordinatensystems 2 fiir Gleichung (17) in den
Punkt x, = {1. Der Ursprung des Koordinatensystems 1 bleibdt
wie angenommen (vgl. Abb. 9).

Es gilt also
\14(&-14)'3&(&-"’) '
Y, (x,=4,) =y, (%, =6)
?: (x,=4)= \}l(xz_-V) |
Yo (=2 =Yy ey =)
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Gleichung (16) und ihre Ableitungen lauten:
11,4“LX*GM‘X.)()
’b}:= L +Greomtex,
%:= —GxﬂWuxx,
111“‘ -G s’ x.
Gleichung (17) und ihre Ableitungen lauten:

Y, °_M(Cm%x + Daimgx)

yy =€ [Dg-hC)cos gx~(CqehD) mineg]
11:-e'k‘[(k®C*D3L+C%k+H’“D)M}u(3x +(h*C-Dgh —Czl-h?b)mﬁx],
y - €™ [(KqD+Cg*+ Dth-kgC -hg C+Dg*h-Cqh*- L'D) men g »

+(CqH -Dg*+ cﬁlmh‘? D-A5C+D?h‘+6%‘h+h"3D)m%X] .

Mit den Randbedingungen ergibt sich damit folgendes lineares

Gleichungssystem:
Lt +Gaiem L, -C -0
L +Bewuszed,+Ch 'D‘} -

- G sl ~C(k*- il) +D2;<}h -0
-Gl e |, - Ch(:&%"—h")—])%(%"’—%”) =t
Dieses lineare, homogene Gleichungssystem hat nur dann eine

Lésung - von der triviglen L¥sung L = G = C = D = O abgeae~-
hen - wenn die Nenmerdeterminante zu Null wird,
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Diese Bedingung liefert die transzendente Gleichung zur Be-
stimmung der Eigenwerte.

Die Nennerdeterminante lautet:

L G C D

L wwxt, -4 v
1 rosz l, h -9 v
v ~etmine t, ~@1—%v lh? g
v -retuandl, ~h(3¢*-h*) —%(Shz—%") '

Das Nullsetzen der Nennerdeterminante liefert die transzen-
dente Gleichung.

1- (-L%)L*-"'rr ) V_—TC,—F . e
(FE-E (2 - (=4

Eine #hnliche Gleichung wird von H. Granholm fiir ein ver-
gleichbares technisches Problem in [8) angegeben.

Zwischen den Werten ¥ = v—ENJ— und den Werten/u = i Ec_.,

besteht nun hier ein Zusammenhang, da C von N bzw. H abhéngig
ist.
Wie bereits gezeigt (vgl. Punkt 2.2), gilt am Bogen mit

t9

ﬁz( -e{,-

N als Normalkraft im Bogen am Auflager
H als Horizontalkraft im Bogen
V als vertikale Auflagerkraft

die Beziehung

hl'H'Lﬁ% +4 = H.Y:Zﬂﬂ,
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4
GemiB Gleichung (5) ist ¢~ {;

. EJ
Setzt man ferner HK =9 e 0 )

wa &,=-0%4-1 (vgl. Gleichung (7) ), o0 kann man die
Gleichung (18) wie folgt umformen:

z(, =oﬁ1br~‘fx -'3 i

}A{4=o,‘+4br¢i43 i

=13
t(ioubw < g =°*46'W—1{;—%W

Gleichung (19) gibt also eine Bestimmungsgleichung fir 3
in Abhéingigkeit von « - 1416 —i—— '

also vom Pfeilverhiiltnis.
nkr:lt kann sofort angegeben werden, da

+*. EJ

Bepgt = =g —— " § -

Da die Lésung von (19) nur auf halbgraphischem Wege gefunden
werden kann, wird Gleichung (19) weiter umgeformt.

Tg =7; T -v.

Nach einiger Zwischenrechnung ergibt sich

o '1. 5
fqrasTo p=225T'y troser- 63 T
/l+oSv'r- +4LvTT-‘l -0 ‘5'\«"1"
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Da die Auswertung von Gleichung (20) sehr miihsam ist, wurde
die Gleichung nur fiir den praktisch wichtigen Bereich 0,4 >

> 0,2 ausgewertet, Die halbgraphischen L¥sungen sind aus
Abb. 10 zu ersehen.

Die linke Seite von (19) wurde als $ =@ (—i—)

iber 7 aufgetragen. Die rechte Seite als F'r‘{!{')
ebenfalls iber T . Die Schnittpunkte der Kurvenscharen Q
und [~ 1iefern die Lisung T'T(J;:)

Halbgraphische Losung von Gleichung (20)

»0,3 7-495
ez 1oz

(%)
r(ﬂ
¥
é [ ] (]
4 1 I t
4! ! :
u s\ el E{'
. H 4
! R
N
g Lo T
I" 1 4!
2 1 1
II 4 /
;s 7 /
404 V4 7/ //
// Ve //
0 1L ‘k/’ /'/ -
1l
4'.-
s \
4 \ "\
r ~03
o I te s
i a
bt t.o,to T4 ! ' '
i | )
1 ] L]
1 ] |

Abb. 10
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Es wurden dabei nur die fiir den Bogen maSgebenden Eigenwerte
beriicksichtigt (vgl. dazu die Ausfilhrungen unter Punkt 2,2).

Es wird somit fiir

b oo

. EJ
-&- = 0,3 § = 3,8, wobei 4, =3LT— .

z.
{
-ﬁ- = 0,2

2,9,

Co
[}

4,81,

o
]

2.4 Lsung des Problems mit Hilfe der Energiemethode.

Nach (12) und (13) filr n = o lauten die beiden Differential-
gleichungen wie folgt:

W N W C
ot ET e e (12)
NI =

Die beiden Differentialgleichungen (12), (13) wurden durch
eine Gleichgewichtsbetrachtung am verformten Stabelement ge-
wonnen,

Die allgemeine Stabilititsbedingung fiir indifferentes Gleich-
gewicht nach der Energiemethode, i -0, )(ibf)s-V,

fiihrt zu einer Extremumsbedingung fiir das Potential der beil
der Verformung auftretenden "Zusatzenergien", d. h. zu einer
2. Bestimmungsgleichung,

Ee lassen sich also 2 #uBerlich verschiedene Gleichungen auf-
stellen, die jedoch zZur selben Knicklast filhren miissen; d. h.
gwischen den belden Gleichgewichtsbedingungen - Energiegleich-
gewicht, Kriftegleichgewicht - muB also auch ein rein mathe-
matischer Zusammenhang bestehen. DaB dies wirklich der Fall
ist, zeigt die sog. Variationsrechnung, die mathematisch be-
weist, daf es grundsiitzlich mdglich ist, die Lisung einer
Buler'schen Differentialgleichung -~ um eine solche handelt

es sich hier - aus einer "Extremums-Bedingung" zu gewinnen;
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d. h. zu jeder Euler'schen Differentialgleichung geh¥rt ein
Variationsproblem.

Es wird jJedoch nur bewiesen, daB jede L&sung des Variations-
problems eine Lésung der Differentialgleichung ist, nicht um-
gekehrt.

Zur Losung der Variationsaufgabe ist es jedoch norwendig,
Losungsfunktionen anzusetzen, die einmal die Randbedingungen
des Systems erfiilllen und auSerdem noch geniigend Preiwerte be-
sitzen, die mit Hilfe der "Extremalforderung” so bestimmt wer-
den, daB sich die angesetzte Niéherungsfunktion optimal der
tatsdchlichen Lésung anpaBt. Die rein mathematischen Zusammen-
hidnge sind z. B. bei Szabo [20] iibersichtlich zusammengestellt,

Die Variationsrechnung als Hilfsmittel zur Lbsung technischer
Probleme kommt dabei dem "ingenieurmdBigen Denken" insofern -
entgegen, als die Giite der L&sung weitgehend von der "vorge-

schiitzten" Ansatzfunktion abhéngt. Bei der Wahl einer Ansatz-
funktion kann die technische Erfahrung des Ingenieurs im all-
gemeinen mit groBem Vorteil genutzt werden.

Meist verwendet man als Ansatzfunktion einen Reihenansatz nach
Ritz, bei dem die einzelnen Reihenglieder jeweils einen FPrei-
wert enthalten, jedoch jedes Reihenglied fiir sich alle natiir-
lichen Randbedingungen erfiillt. Benutzt man nur einen einglie-
drigen Ansatz, so kann man zur Bestimmung eines Elgenwertes
vorteilhaft den sog. Raleigh-Quotienten einfiihren. PFir weitere
Einzelheiten vgl. z. B. A. Pfliiger [16].

Die beiden Euler'schen Differentialgleichungen (12), (13) wer-
den nun, wie beschrieben, auf ein Variationsproblem gurlickge-
fithrt,
Allgemein gilt:
Zur Differentialgleichung

-f,—[P(x)'q'(x)]+/\q(x)-'q(x)]= r €3
gehdrt die "Extremal-Bedingung" »

XuX

I "%j [‘P(X)A\_}'l(X)'-/\.q(X)i‘l( )()JO{X = Extremum; (22)

L3 %
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und zur Differentialgleichung

t4) L]

y )+ oy ) -by(x) =0 @53)
gehdrt das Variationsproblem

xex,

J [’lj'(k)-—mjll(x)—bvl(x)] o % = Extremum. Q4)

x *X‘

Damit ergibt sich fiir (13) mit (21) und (22)

;.olilb-‘
[-5 [(e g -Noy')dx = Bxtromam,  (25)

y=f

und fir (12) mit (23) und (24)

x~d
4 2 N 11 C I
Ih.f IE:““,(:) =054 e }dx= Extremum. (&)
X=0F1b-

Gleichung (25) stellt dabei den sogenannten Raleigh-Quotien-
ten dar, wie folgt:

4 14
- TJEJq 0{)‘
4 l
I th dx
Differenziert man Gleichung (13) zweimal nach x, so folgt

(25q)

N

) »
11(“' +~E—'\Jl_—1i ‘U: (Z})

und das zugehdrige Variationsproblem lautet mit (24)

x;ol'HL-l.
§0a o ]y - metrema. (28)
x=d
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Gleichung (26) und (28) werden nun addiert, so daB sich ergibt

Yoo ¥bt x-{ roq¥el vel ¥l :

4 3,4 ) Ly oA L 1 <

‘JE]H. dx+75E3\" Ax-i—JN-" dhx _IINH' o{yor}c-% L x = Extremum. (29)
Xsp xea 6L x=0 03462 AR

Diese Ausdriicke lassen sich aber wie folgt zusammenfassen:

X =t : x=t R x=l

4 ] 3

EEUJ"‘. a(x--i-JN.L" dx+ch~11 d x = Extremum. (bo)
. ¥ X0 *»0,346- ¢

Gleichung (30) kann wie folgt gedeutet werden:

xel

-‘?EJJ 11' dx stellt die Biegeenergie dar, die in-

X0

folge der Verformung aufgebracht werden mus.

x -l
4

IIN .,1".‘“ stellt beim geraden Stab die Energie
dar, die von der angreifenden Normal-

PREY 4
kraft geleistet wird.
. —p X Die Verschiebung des
1 = ‘s‘:_'_’_,’ ® Punktes B unter N be-
1 trigt (vgl. Abb. 11)

Abb.11

ds ~dx = dx-‘4—(%%—)b - dx,

oder dg-dx=~ {(id'i—)z .

x
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Die Arbeit betrdgt also
t

PN

x=l
4 ot
Der Ausdruck ['i ¢ 'tﬂ d x]

x=031b6-¢

i#fﬂx-%rqfv&dx.

stellt den Betrag der
Energie dar, der bei der

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00057738

Verformung der Feder ge-
leistet werden musB.

Gleichung (30) besagt also lediglich, wie bereits erl#utert,
daB die 2. Variation des Energiepotentials zum Minimum werden
muB.

Es ist damit gelungen, die beiden Differentialgleichungen,
die durch ihre Randbedingungen miteinander verkniipft sind,
auf mathematischem Wege auf ein Variationsproblem zuriickzu-
fiihren,

Dieser nun auch mechanisch deutbare Ansatz entspricht - wie
eingangs erwihnt - weit mehr dem ingenieurmiiSigen Denken,
als die reine Differentialgleichung (vgl. dazu auch Timo-
shenko [21] .

Der beschriebene Weg gewinnt in dieser Arbeit besondere Bedeu-
tung, da die gleichzeitig durchgefithrten experimentellen Unter-
suchungen einen weitgehenden AufschluB iiber die im folgenden

zu wihlenden Ritz'schen Ansatzfunktionen geben.

Es wird folgende Vergleichsfunktion gewidhlt:

. }'4 . rX .
‘}‘444"“’%—*“;"“"%‘“ """ GHM“IX !
n - - (31)
a.-m nT X
" Aaa .

oder 1 <
nsl
A

Die Reihe beginnt mit einem antimetrischen Glied, da der kriti-
sche Eigenwert fiir eine antimetrische Verformungsfigur bestimmt
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werden soll (vgl. Punkt 2.2).

x={
4 vl
3 BTy ax
P TY 4
aus Gleichung (30) wird mit (31) wie folgt gebildet:
Die 2. Ableitungen von (31) lauten:

d* 2wt o awx _pt, o 3wx 32
FToR Rt i Sy S

Setzt man (32) in den 1. Ausdruck von (30) ein, so ergeben
sich fir q'LAnsdrﬂcke von der Form

L
La*e® . nTx ntmr . nTX . mTX
o, s 0 und la.“ a, o - A 7 A 1

Beim Integrieren ergibt sich daraus
t !

jmb_!‘F. dx -% ) JM n:x At m;'x dx - 0'/

]

d. h. es verschwinden alle Ausdriicke mit dem Koeffizienten n ¥ m.

Somit wird
x-( nes e
EJ L P
SEJ\"LOlX T—-—g—-(l & ..... ) =-1TTE—;!—' noQan . (Sb)
w A J
x»0 A
(Biegeglied)
Der 2. Ausdruck in Gleichung (30)
{
‘IgN..,""dx fihrt mit den gleichen
]
{lberlegungen zu
4 N L nwes
4 I nta * 4
zﬁN"i‘“ 4{ Z nov (54)
ne
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Der 3. Ausdruck in Gleichung (30)

x»l

%CJ%de

¥=031&°L
wird dabei wie folgt beriicksichtigt:
M-" n = we

11 Z[a a,, Aac "(Trx-m'”:—x . (35)

Dieser Summenausdruck ist zu integrieren (vgl. Gleichung (30),
3. Glied). Firm = n ergében sich dabei Integrale von der Form:

Uy
L{ry¥ a;d .ot
%J 1 olx 7?—IMM'MA% i
)(‘l w,
LT X du &7 L
—_— e 2= -
1 i i o dx:]

mit uq-i--o,wbnl- W,=4T ; also

pA
U,
ail SMM. udu-__“iz"[.‘l“‘_mm' i opby - L 0FHeT]
ir it LL & 06T = ———
u

4
oder nach einigen Umformungen:

t
4w

8 .
N 93 (o 5651:‘-0—%4—’%'3—2'1) .
Summiert man nun noch allgemein iiber m und n, so ergibt sich
daraus folgender Ausdruck:

N = os

L ) A 1, 4327
— > o, (05687 +
4v : "

n=21

Fir n # m ergeben sich Einzelintegrale von der Form
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Qa,a, | v T - At d x
0tb-L

= __°'4',_'_°'_K_$-~i4~iu A Ko d e
T

0,367 .
Laiay. L[M(K i) M(Kn.)] I
L) L 2{x-i) 2{Kk+a} nem
0¥46x
.La Q rM(K*i)-O,HbT_M(K_;,__).O':;,{é.r]
z“ KL (K"';L) (K—L)

oder allgemein fiir Glieder n ¥ m, iiber n, m summiert

ZQ o m(m* n)-oFer Mm-nlo,‘*'fh]
n m

(m+n) (M"n)

Der 3. Ausdruck in Gleichung (30) wird damit allgemein zu:

Tt 4,%2. Sl Hac(men)opier siwa (m-n)-01ex .
i{h— Z (05681'+M- X, [Q, Q [ (men) (m-n) ]
ned \mvl. ned v
(38)

2. Summand

wobei der 2., Summand fiir n = m Null gu setgzen ist. Diese
Einschrénkung muB8 beil allen folgenden Operationen beachtet
werden,
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Das Varietionsproblem lautet somit mit dem gewihlten Ritz'-
schen Ansatz unter Beriicksichtigung von (33), (34), (36) und

(30):
ne s l L
IES J gl N .thb.q*
I-3% Y "
L
cf t L A A HBLT
Ll L 5, M A HILT
*L{Ar E"(o' som e n )
ned
L K udundl M'..,..(m+n)-o¥46r M(m-n)b?»ﬁbt
+_.[[o.,,otm [ ! - . ]- Extremum. (67)
m+n Mm-n

™Ml ned
Nach A. Pfliiger [16] ist der aus dem Ritz'schen Ansatzver-
fahren gewonnene kleinste Eigenwert stets grifSer als die
"strenge L8sung". Des Verfahren konvergiert jedoch mit stei-
gender Gliederzahl gegen den strengen Wert. In den meisten
Arbeiten iiber Stabilitétsprobleme wird jedoch in #hnlichen
Féllen fast immer nur mit 2 Gliedern gearbeitet, da sonst
der Rechenaufwand zu grof wird (vgl. dazu die {iberlegungen
von Pfliiger [16]). Dies erscheint im vorliegenden Falle
ebenfalls als berechtigt, weil die Ergebnisse der theoreti-
schen Uberlegungen im Experiment nachgepriift werden konnten
(vgl. dazu Punkt 3 dieser Arbeit).
Es wird daher mit dem Ansatz

Lwx +a, 6:*

‘-‘Q/wu.

welter gearbeitet.

Gleichung (37) wird mit _I:'l!'“ multipliziert:

hel n-u

L
I'J-FE—J—' E\"un"- N-) nal *—-—‘c{“ E‘“ 0,5687 + 4%2:)

ne2 n= ned

maed Nese

+____ [“-nam ﬁg,gm;‘rl)no 46y _ M.u.(m-n)o?%‘rl} = Extremum.
(38)

meZ nes
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Die Summenausdriicke in Gleichung (38) werden nun der Reihe
nach einzeln ermittelt.

n-3
4 2 2 t
Zn a, =4ba +84a, ,

ns

ez I 2
aln -4GL +9a, .

n
nel

Der folgende Ausdruck

n«3

L. Zan"(o,s'balr+

Araa 4,“"521’)
by n

nel

wird getrennt fiir n = 2 und n = 3 ermittelt.
Fir n = 2:

¢

4x
fir n = 3

. L
m".l""} L o) (o568 %+0,08367) ~0463a 4

! al(ose8
T;- 1(,5‘ T+ 3 -Fl_'

Es ist nun noch der letzte Ausdruck in Gleichung (38)

Munt M ogn .
! Z (4 (Mm+n).0F46x MM'(m-n).o,"Mbr]
a0, -

_I’;;-..:, L, L (ms+n) (m-n)

za ermitteln, wobei wieder zu beachten ist, da8 dieser Aus-
druck nur fiir n ¥ m auszuwerten ist.

Firn =2, m = 3 gilt:

o TS oMoy Auorer] ¢ o Fons o 0.t - L
g s o btk

5 2 J&
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: ety I Py owor) - 2182 0,632 - 45702
"—“:.(015“'*_1,"‘— =‘-;-;QL(O,‘3“T+O,D )=T-o, =0, 5’8-0.4- .
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(Pir n = 3, m = 2 ergibt sich derselbe jusdruck.)

Die s0 ermittelten Summenausdriicke werden nun in Gleichung
(38) eingefiihrt unter Beachtung von ¥ = H - 3 mit

L.
V< - V"”’b% (vgl. Punkt 2.2) und ¢ = _“iT'L

(Gleichung 5).

Gleichung (38) wird damit zu:

B o’ e ta)-H T (teg +90)) + $H{osta tegéa, L- ~a,ay5-0a6a) |
oder
W (40t + 9] (o) A2e - 04 Lok va ] A 304) - T “Fllealrgtal)-1 -

Der Ausdruck I = I (a2&3) 80ll ein Extremum werden, d. h.
es muB8 sein:

LRSI (39)
da,
und
] -, oder grad I = 0. (40)

da,
Mit den folgenden Gleichungen (41) und (42) besitzt man 2 homo-
gene lineare Gleichungen fiir a, und as.
Ein homogenes lineares Gleichungssystem besitzt Jedoch be-
kanntlich nur dann eine L¥sung - von der trivialen L¥sung
8, = a5 = 0 abgesehen - wenn die Nennerdeterminante des Sy-
stems verschwindet. Diese Bedingung D = O dient auch hier
zur Ermittlung von Hkrit'

d1
da.z’

BT (84, )-(25280,-2,

= liefert
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oder

e,

("LEJ 32 -8H- r*ZSZBH)-'r.Z‘l-é‘f Hoo, =0, (44)

dI | 0 1liefert
da5

H-{10 - 48a,-(~a, 464 +2,608a,) - “:fJ Abla
oder
o (T "B po2-18H-TZ+2,b08H)+ 2,44k Hay =0, (#2)

Fir Gleichung (41) und (42) ergibt sich folgende Determinante:

a, as
1

3 X EJ -8V +258H rLA6HH 0
+ 1464 H 13X

Mit der Bedingung D = O folgt:

2
T LEJ)~54Q0—4246H~TZ‘-I—1—L-E—2+40QH-—Z,— CEJ

2
-5¥5H. T X EJM#AH‘..,L -455 4 Y
v EJ

+8%,5-H

-20,864 HYT+4,58 H -60aH: - &,

oder zusammengefaﬁt

HE (s - b, 30T +049)-HE EJ(,,437,4T" -442,5)+ 5190 (LEJ LEJ) -

{(43) stellt eine quadratische Gleichung fir Hy 44 dar. Mit
der {iblichen L¥sungsformel fiir die quedratische Gleichung
ergibt sich daraus:
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L EL (agp T - 442,5)

”"*al- ) 2444 & ~66,36TT +0,49)

T EJJY
rz» EB}L“ grATA - 442, 5)* h(a4us —6(9,367?’+o,4q)~54%( o 371
(444 e 66,36V +0,49)

+

Umformung und Zusammenfassung ergibt:

b LTEET (BHTT-4925) 10514 <4 3TT + 3 A7
Koy {2 L(MHHR L - 66, 364TL + 0,49)

. (44)

Diese Gleichung (44) liefert Hy .4t 1D Abhiingigkeit vom & .
Wertet man Gleichung (44) fiir 4le verschiedenen Verhiltnisse

-% aus, s0 ergibt sich die in Abb., 12 dargestellte Abhéngig-
keit.
34 “K '_!,'Et’ i _-?-
[ P/ [ - 'T&
7 prokt.interesdanter | 3-3
] 2-— Bereich —-—2
Vy
‘ 7 4
» '\\\:\\é 2
\g;“e\ 7
i 7, 5 ~J 7
..... 7 \\-\\ /
» 2 e \-\,Aé/)iﬁ.-ﬁhimung
Y R S| .
. Y e N ‘}:letgh(‘leﬂedL
7 . 7 <Ritz{Sreder)
e 2 \'é\_ﬁﬁs&.l
7 2
o . 2 .
o4 oL s o4 op k3
[3
Abb. 12
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In Abb. 12 ist ferner die Kurve H . = {('%ﬂ nach Stiissi Bﬂ
fiilr den reinen Zweigelenkbogen bei symmetrischer Belastung
aufgetragen. AuSerdem wurde das Ergebnis nach Punkt 2.32
(Differential-Gleichungsmethode) eingetragen.

Im folgenden so0ll nun die Methode nach Ritz mit nur einem An-
satzglied wiederholt werden (Methode des Raleigh-Quotienten),
um einen ungefihren Uberblick iiber die Konvergenz des gewihl-
ten Relhenansatzes zu gewinnen.

Es gilt also

. lvx
Y=o A=

Das Variationsproblem (30) 1lié8t sich wie folgt als Raleigh-
Quotient darstellen:

L . 4 L
[] .C- x
. EJ !11 dx +o,£45-:1

N ; : (45)
jjddx
o
Pihrt man nun die Integrationen aus, so ergibt sich
1 »
Ri at.8r
E]"H dx s —— ET
13 i ) 2
J(‘\jl) dY = M_'__ /
o, t
<
c~jq"otx L et 0,3468.
o¥16-L
Somit wird
Ejectet, C':U‘-o.su
4
NK' 318 ) (4&?0)
{
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oder
+EIT |3
N,gr—l‘r—"’C';;r 0,5468
LTt 4

und mit C = ]

{b

kFLE]
T PR o + 03469 ¥

EJv® 4
(T -0,34%)

d. h, = (k&)

Gleichung (46) liefert sofort By .4y in Abhiéngigkeit von

<- ’4-.-/1(9—}2-! (vel. Abb. 12).

2.5 Zusammenfassung und Diskussion der unter Punkt 2.3 und 2.4
gewonnenen Ergebnisse.

In Abb. 12 sind die theoretischen Ergebnisse nach der Diffe~
rentialgleichungsmethode und nach der Variationsrechnung mit
einem ein- und einem mehrgliedrigen Ansatz eingetragen. Zum
Vergleich wurde ferner die Kurve nach Stiissi [19] fiir den rei-
nen Zweigelenkbogen angegeben.

Es zeigt sich, daf die Nsherung mit Hilfe der Differential-
gleichung wesentlich schlechter ist als die N&dherungsl@sungen,
die nach dem Verfahren von Ritz bzw. Raleigh gewonnen werden.
Hieraus ist die SchluBfolgerung zu ziehen, daB8 auch die in der
Dissertation Granholm [8] gewonnenen Ergebnisse iiber die Trag-
fihigkeit von Pfdhlen, die nur geringfiigig in den Untergrund
eingreifen, allzu sehr auf der unsicheren Seite liegen. Natur-—
gemiB kdnnte andererseits nun die Differential-Gleichungsme-
thode mit dem ungekiirzten Ansatz weiter verfolgt werden; dies
erscheint aber angesichts der schon gewonnenen Ergebnisse aus
der Energiemethode nicht mehr sinnvoll.

Es ist ferner zu sehen, daB8 sich die Ergebnisse mit einem ein-
gliedrigen Ansatz und einem zweigliedrigen Ansatz nach Ritz im
Hinblick auf die technische Anwendung kaum unterscheiden.
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Dieses Ergebnis berechtigt jedoch noch nicht zu dem SchluB,
der Unterschied zwischen dem 2. und 3. Glied miiBte noch gerin-
ger sein als zwischen dem 1. und 2. Wahrend das 2. Glied eine
symmetrische Knickwelle wiedergibt, miiBte das 3. wieder eine
antimetrische Verformung beschreiben. Es wire also prinzipiell
durchaus mglich, daB das 3. Glied dem Betrage nach gréSer
wire als das 2. Glied.

Der Eigenwert aus einem ansatz mit 3 Gliedern muB jedoch klei-
ner sein als der Eigenwert aus einem Ansatz mit 2 Gliedern, da
der rechnerische Eigenwert aus einem Ritz-Ansatz mit steigen~
der Gliederzahl immer mehr gegen den tatsichlichen Eigenwert
konvergiert, jedoch stets groBer oder hichstens gleich dem
wirklichen Eigenwert sein kann.

Die Giite der mit 2 Gliedern erreichbaren Konvergenz wird in
dieser Arbeit experimentell iiberpriift (vgl. Punkt 3).

Fiir eine praktische Anwendung der Ergebnisse bietet sich das
Verfahren nach Raleigh an, da es besonders anschaulich und
einfach in der rechnerischen Durchfiihrung ist; auBerdem ist es
nur bei dieser Methode m&glich, B it explizit in einem einfa-
chen Ausdruck anzugeben.

Auch die unter 2.31 zur Ermittlung von c getroffene Annahme,
daB8 der verformte Bogen eine einfache sinusférmige Verformungs-
linie habe, gilt fiir das nach Raleigh gewonnene Ergebnis exakt.

Was die technische Verwertung der Ergebnisse betrifft, so
zeigt sich, das Hkrit beim Bogen mit Zugband und schlaffen
Héngestangen etwa 1,5 mal hther liegt, als beim reinen Zwei-
gelenkbogen. Fiir die baupraktische Anwendung kommt dabei nur

der Bereich 0,4 )-%- > 0,2 in Betracht, so daB es sich

eriibrigt, die Bedeutung des hier gewonnenen kritischen Hori-
zontalschubes fiir %.= 0 ndher zu diskutieren. Ebenso wird

das Verhalten steiler Bogen mit % 2 0,4 streng nicht weiter

verfolgt. Niherungsbetrachtungen fiir steile Btgen werden in
Punkt 3.4 versucht. )
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Dagegen sollen noch einige Erwelterungen der theoretischen
Ergebnisse fiir den gewdhlten Anwendungsbereich versucht wer-

den.
2.6 Erweiterung der Ergebnisse auf den Bogen mit biegesteifem
Zugband.

Wie bereits unter Punkt 1 erléutert, gibt es in der Baupraxis
Pdlle, in denen auch ein von "duBeren lLasten" freies Zugband
‘biegesteif ausgebildet werden muB; man denke z. B. an Bogen-
triger iiber Hallen, in denen aggressiv Rauchgase und Ddémpfe
auftreten. In solchen Féllen muB das Zugband durch eine Beton-
ummantelung geschiitzt werden. Es ist jedoch einzusehen, da8
dann die Biegesteifigkeit EZIZ & EBIB sein wird. Auf derarti-
ge Pidlle sollen die gewonnenen Ergebnisse im folgenden erwei~
tert werden.

Fille, bei denen die Biegesteifigkeit des Zugbandes gro8 ist,
weil z. B. das Zugband als Tortréger dient, sind nach der Ar-
bei von Pfliiger [17] auf ihre Stabilitét zu untersuchen, da
dabei die "Hauptlasten" unmittelbar iiber das Zugband eingetra-
gen werden.

Geht man von den nach Raleigh gewonnenen Ergebnissen aus und
wird eine sinusfy¥rmige Verformung des Bogene und damit auch
des Zugbandes angenommen, so ist VI-C-A&u-&Iii.

¢

Die ideelle Feder-
konstante kann wie
folgt ermittelt wer-
den:

Gesucht ist die Belastung q(x), die in dem Bereich, in dem

die Zugstangen mitwirken, eine sinusf8rmige Verformung des
Zugbandes hervorruft.
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Schneidet man aus dem Zugband Abb. 14 im Bereich { 3x>Z,

+—t, —— 4+ ein Element heraus,
b 80 gelten fiir dieses
T‘ - S Element sinngemif die
# ad ftetty A
* y— A Ulberlegungen, die zu
| ¢ } Gleichung (12) fithr-
ten.
Abb. 14

Es mu8 lediglich N durch -H und ¢ durch -q(x) in Gleichung
(11a) ersetzt werden, da diesmal die Belastung im Sinne der
Durchbiegung wirken soll.

Man erhdlt also die folgende Differentialgleichung:

w_¥ W a4 _ 4 : n3
T TR, EzJs ' ()

Nimmt man aber wie oben an: n-= C'M—:%i-

4 2

so folgt n'-— {: (un "‘{’( und (#8)
)
n _;1!3’*(: Lz-x .

(48a)
Setzt man (48) und (48a) in (47) ein, so ergibt sich
1Tt . Arx Hrt 5 o 3(x)
A - A —— (49
{" C ‘- C Ezjz '{ Ez Jz )

Da ferner fiir eine Federkonstante allgemein gilt

q(x)

() N(x) = qlx) —= clx) = T

]

folgt aus (49)
L .S '
(—‘LEJ +H AT )-C"““ 2 __ . c(x)

1* : LY ¥
P
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oder

3 A LS
R PELL RN (50)

Piir den Grenzfall EzIz = 0 folgt daraus wieder

4y H
LL

C=

Verwendet man nun der Einfachheit halber Gleichung (45a), so
folgt mit (50)

2 4yt
N.K-4E535%+015468H+°,54‘8 = "EzJs
oder
T2 EgJg Ea I,
TR SN UL 1% BN
{ EgJg

L 4,,,_,1'2"7.5%12.

=L p ] — 7 Egdy (51)
krit tl [ 3] _’-Z-, _ OI 342

Man konnte allgemein Gleichung (51) als Ausgangsgleichung fiir
die niherungsweise technische Stabilitédtsuntersuchungen der-
artiger Probleme angeben, da fiir E,I = 0 Gleichung (51) in
Gleichung (46) iibergeht.

EI
Abb. 15 gibt die Werte fiir o= =  O0; 0,25; 0,5
B'B

in Abhiingigkeit von %. an.

Konstruktionen, bei denen das Zugband extrem groBe Steifig-
keit besitzt, kdmnen mit dieser Methode nur niherungsweise
untersucht werden, da die ganze vorliegende Untersuchung auf
derartige Pille nicht abgestellt ist.
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Abb. 18

2.7 Untersuchung fiir den Fall einer endlichen Anzahl von
Hingestangen n = 1, 2, 3 ...

Im Verlauf der bisherigen Untersuchungen wurde stets voraus-
gesetzt, daB der Bogen durch unendlich viele Hiéngestangen
gleichmifig mit dem Zugband verbunden sei. Dies stellt den
einen Grenzfaller aller méglichen Fille dar. Die 2. Schran-
ke ist durch den Fall des reinen Zweigelenkbogens gegeben.
Im folgenden s0ll nun auch fiir "baupraktische Konstruktio-
nen", die ja immer zwischen diesen beiden Grenzen zu suchen
8ind, eine Aussage gemacht werden,

Um die unendlich vielfachen Méglichkeiten der Verteilung-der
Hingestangen iiber die Linge des Zugbandes einzuschrinken,
wird zundchet die Annahme getroffen, die Hingestangen seien
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regelmiBig verteilt, d. h., sie hdtten alle gleichen Abstand
voneinander.

Der Abstand betrdgt dann , wobei n die Anzahl der Hénge-

n+1
stangen bezeichnet.

Dies stellt zunichst eine willkiirliche Annahme dar. Die Bau-
technik macht jedoch iiberwiegend von einer gleichmifigen Ver-
teilung der Héngestangen Gebrauch, zum Teil &us architektoni-
schen Grinden, zum Teil auch, wie bereits unter Punkt 1 erldu-

tert, zur gleichmdBigen Unterstiitzung des Zugbandes.

Im iibrigen kénnen, wie im folgenden gezeigt wird, auch alle
von diesem Schema abwelchenden Fidlle mit fiir technische Pro-
bleme geniigender Genauigkeit eingeordnet werden.

Es wédre somit zunidchst der Fall n = 1 zu behandeln, d. h. eine
Héngestange in % .

Es ist sofort einzusehen, daB bei einer rein antimetrischen
Knickfigur - der fiir den Zweigelenkbogen maBgebenden - die
AnschluBstelle der Hiéngestange am Bogen wihrend des Ausknickens
keinerlei Verschiebungen erféhrt, so daB auch keinerlei Riick-
stellkrédfte wirksam werden. Der kritische Horizontalschubd ist
also etwa gleich dem des reinen Zweigelenkbogens. Die Hinge-

stange vermag die Stabilitiét des Systems nicht zu erhdhen.

Die néchste M8glichkeit besteht darin, 2 Hingestangen anzu-
ordnen (n = 2).

Unter Punkt 3 (experimentelle Untersuchungen) wird gezeigt
werden, daB die Versuchsergebnisse zwar zwischen n = oo

und n = 2 noch einen Unterschied erkennen lassen, da8 jedoch
die Ergebnisse schon nahe beieinander liegen. Es ist deshaldb
wohl zulédssig - insbesondere im Hinblick auf die technische
Anwendung der gewonnenen Ergebnisse -, diesen Fall mit Hilfe
der relativ einfachen Methode nach Raleigh zu untersuchen.
Die Versuche zeigten Verformungskurven, die es angebracht er-
scheinen lassen, dabei mit dem Ansatz

-
11 = a.-m;{—x—zu arbeiten.
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Betrachtet man Abb., 17
und 16, so lassen sich
folgende Zusammenhinge
leicht erkennen:

BeB mHlAgd, + 4gdy) =P

Pok () =W R

‘b
Fiihrt man ‘:_ ‘S—l : s S P ein,
so folgt:
{ #:n
P,HT) - LS + . (52,
A 4

Geht man wieder von dem Begriff der ideellen Feder, also von
c 7 =p aus, 80 ergibt sich

AL
1 §§-¢
In Gleichung (45) iet dabei der Ausdruck fir die Federenergie

2
£ Su‘l’o(x zu ersetzen durch %‘11 (x*b) "
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Unter den getroffenen Voraussetzungen wird fir n = 2,
§ = 0,333
Nxeb)= O Aie r S
Mit (52) und n =y wird

o) | Hoabiet axof (53)

Die iibrigen Ausdriicke der Gleichung (45) bleiben erhalten.

t

1 2y L togpt
E{(y") dv -_3’.0_{}__.[;3 ;o ey < 2L
o ]

Mit (53) lautet die zu (45) analoge Gleichung

H-Q. MM,‘z,TT §

-
N--2 {‘ . jrl L } (54)

oder mit der Beziehung N = H . T< nach einiger Umformung

L ED it
HK=1”CL ’ 1y T (55)
[T'F Z‘;u Tg) S]

Gleichung (55) gibt also fiir eine mitwirkende Hingestange
- die zweite kommt wegen ihrer fehlenden Biegesteifigkeit
nicht zur Wirkung - ganz allgemein den Zusammenhang

H_K ‘”K(ﬁ—'l S) :

Bringt man nun gedanklich eine weitere Hingestange an und
gelangt somit zum Fall n = 3, so ist sofort einzusehen, daB
die mittlere der 3 Hingestangen ebenfalls nicht mitwirkt. Es
188t sich somit der Fall n = 3 auch durch Gleichung (55) be-
handeln. Pir § ist allerdings statt

S = 0,333 (n = 2) 5 = 0,25 fir n = 3 einzufiihren.

Abb. 18 zeigt die Auswertung der Gleichung (55) fiir n = 2,

n =3 gowie n = oo bei verschiedenen Verhiltnissen T
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Auf Grund dieser Ergebnisse wurden die Versuche fiir n =eo=
mit 14 Hingestangen (n = 14) angendhert. Es kann als hinrei-
chend gesichert gelten, daB schon fir n = 5 die Werte n = o=
praktisch erreicht werden. Wird von gewissen Versuchsstreu-
ungen hier abgesehen, so 1ldBt sich der Wert in Abhiingigkeit
von n fiir die iiblicherweise in der Baupraxis vorkommenden
Fille 0,4 >{5 > 0,2 wie folgt angeben (vgl. Abb. 19):

9 |
' L TLEJ Q
K ‘U’ J
Seo
% O i _g -o,b
Y S i SR | [ eep ] L
I - OO WY AN I 2. A
N e x
g Kssymiptote Jor nf =V
4o
o n «Zahl derH&nd’er
° . N i s }
40 S0 &0 LA LY 44,0 43,0 r:-

Abb. 19
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Aus Abb. 18/19 kann somit - fiir technische Probleme geniigend
genau - fiir jeden Wert n der 2zugehtrige ¢ -Wert entnommen
werden.

2.8 EinfluB der Dehnung der Hingestangen.

Unter 2.1 Selte 14 wurde vorausgesetzt, daB die Hinger einen
Querschnitt aufweisen, der es erlaubt, ihre Verformungen zu
vernachldssigen, zumal die Hingerkridfte klein bleiben. Im
folgenden soll nun gezeigt werden, daB es keine besonderen
Schwierigkeiten bereitet, auch diese Verformungen zu beriick-
sichtigen. Dies hat bei der Ermittlung der PFederkonstante zu
erfolgen, da nur diese Gr8Be von der Hiéngerverformung beein-
flu8t wird.

Nimmt man &hnlich wie auf Seite 20 an, das Zugband verforme
sich im Bereich der mitwirkenden Héngestangen nidherungsweise

in Form einer Sinuskurve, so gilt fiir das Zugband:
LY x

'q =C.' Mo
Die dieser Verformung zugeordnete Querbelastung q(x) des Zug-
bandes ergibt sich mit
¢
‘N")"H':—’JE ;
X gemiB Gl. (2)

T
zu q(x)=C‘*':%%-'*M~ LIX mit der zugehdrigen

Langeninderung der Hinger

_S(“Z h _Cc- . 4yt . dr x
An RS A #(x)- T Th“(*)MM T '

Ey %

wobei mit hH(x) die Lénge der einzelnen Hingestangen bezeich-
net wurde.
Die Gesamtverformung des Bogens betrigt also

In=n+ An und
die Federkonstante C(x) . (L d. h,
(q+An) /
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2 . A o

: ) LFY] + HRv* ,
c ,14- — L;“ )t)

oder
L ol
Cix) = X fz, (?-q)

e )

Die Federkonstante c(x) ist hier u. a. von der Linge der Hién-
ger abhingig, so daB sich fiir die vergleichende Beurteilung
die Einfiihrung einer mittleren Federkonstante empfiehlt.

Setzt man, wie urspriinglich angenommen, EHFH ~ == . 80 ergibt
sich wieder Gleichung (7), die der vorliegenden Arbeit zugrun-
de gelegt wurde.

Mehrere Untersuchungen unter Einfiihrung baupraktischer Zahlen-
werte haben gezeigt, daB die mittlere Federkonstante

x~0,568 %
C(x)dx

m osez.l (vgl. Abb. 6)

nur um 1 bis 2 % von den Werten nach Gleichung (7) abweicht.
Grundsétzlich ktnnte mit Hilfe der Energiemethode auch der
hier abgeleitete, genauere Wert fiir c(x) gem#B Gleichung (7a)
in der Rechnung beriicksichtigt werden, doch kann angesichts
aller anderen Rechenunsicherheiten hierauf mit Recht verzich-
tet werden.
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3. Experimentelle Untersuchungen.

Die strenge elastizitdtstheoretische Losung des gegebenen
Problems erfordert einen auBerordentlich hohen mathematischen
Aufwand; in den vorhergehenden Abschnitten wurde eine ingeni-
eurmiBige Niherungslosung angestrebt, wobei vereinfachte An-
sitze verwendet wurden, ohne daB angegeben werden konnte, wel-
chen Fehler diese Vereinfachungen nach sich ziehen.

Es lag nahe, die Genauigkeit der gewonnenen Lisungen im Expe-
riment zu iiberpriifen.

Zu diesem Zweck wurden Knickversuche an sehr schlanken Stahl-
bogen durchgefiihrt.

3.1 Beschreibung der Versuchs- und Belastungseinrichtungen.

Die Versuchseinrichtung wurde méglichst genau nach den Anga-
ben in einer Verdffentlichung von Chwalla und Kollbrunner [3]
entworfen, in der iiber eine Versuchsreihe an der E. T. H. Zii-
rich zur Bestimmung des kritischen Horizontalschubes bei Zwei-
gelenkbogen berichtet wird.

Bei den hier durchgefiihrten Versuchen wurden 3 Bogen mit den
Pfeilverhiéltnissen % = 0,2, '%’0,3 und %“ 0,4 unter-
sucht. In diesem Bereich liegt erfahrungsgemiB der griBte
Prozentsatz aller baupraektisch ausgefiihrten Konstruktionen.

Die Versuchsbogen hatten alle eine Stiitzweite von 1200 mm, ihr

Querschnitt betrug 26,0 x 1,0 mm. Der Querschnitt des Zugban-
des betrug bei allen Bsgen 10,0 x 0,1 mm.

An diesen 3 Bogentypen wurden Versuche mit 14 Héangestangen,
gleichmiBig verteilt, und 2 Hingestangen im Abstand ::z: -5

= 0,22 vom Auflager durchgefiihrt. Als Material des Bogens
wurde St. 37 verwendet; das Zugband bestand aus gehédrtetem
Federstahl. Als Ersatz fiir die gleichmiBig verteilte Strecken-

last wurden 8 Einzellasten angebracht, wobei auf die Erfah-
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rungen aus dem Versuchsbe-
richt der E. T. H. Ziirich
iiber die Zuldssigkeit die-
ser Ersatzbelastung Bezug
genommen wurde.,

Die Lasten wurden iiber am
Bogen befestigte Dridhte

_L— Schnitt A-A eingetragen, an denen un-

F—-ZG—*4 ten ein Haken zur Umgehung
des Zugbandes angebracht
nicht maBastéblic war. Die Dréhte waren da-

bei durch eine Bohrung des

"Bogenbandes" gefiihrt und

endeten in einem kugelfdr-

mit angedrehten Messing-

Abb.20o zylinder, in dem sie mit-

tels einer Feststellschrau-
be gehalten wurden. Das kugelftrmige Vorderteil des Messing-
zylinders ruhte dabel allseitig drehbar in einer konischen
Bohrung im "Bogenband" (vgl. Abb. 20).

Die zur Umgehung des Zug-
bandes erforderlichen Ha-
ken trugen kleine gleich-
artige Blechbiichsen, die
mit Gewichten bzw. Stahl-
schrot belastet wurden
(vgl. Abb. 21). Als Hinge-
stangen wurden diinne Stahl-
drdhte mit einem Durchmes-
ser von 0,2 mm verwendet.
Diese Dréhte waren an ih-
rem oberen Ende ebenfalls
durch eine Bohrung gefiihrt
und mit einem angeldteten
Blechpléttchen am Bogen
Abb. 24 verankert. Das andere Ende

wurde durch eine Bohrung
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im Zugband gefilhrt und mit
einem kleinen Messingzylin-
der mit Stellschraube gegen
das Zugband verankert (vgl.
Abb. 22).

Die Ausbildung des festen
und beweglichen Auflagers
ist aus Abb. 23 und 24 zu
ersehen. Bogen und Zugband
wurden an einer Seite des
Systems auf Kugellagern ge-
lagert, um m&glichst jeden
ReibungseinfluB auszuschal-
ten. Das feste Auflager hat-
te auBerdem eine Einrichtung,
die es gestattete, das Zug-
band mit Hilfe einer Stell-
schraube so anzuziehen, daB
die beiden Auflagerpunkte
des Bogens genau den gefor-
derten gegenseitigen Abstand
von 1200 mm hatten.

Das bewegliche Auflager be-
stand im wesentlichen aus
einer in zwei Messingrddern
mit Kugellagern gelagerten
Achse, auf die sich der Bo-
gen ebenfalls wieder iiber
ein Kugellager abstiitzte.
Die beiden Messingrdder konn-
ten sich auf der Oberseite
eines Walzprofiltrégers be-
wegen (vgl. Abb. 24).

Das feste Auflager hatte
statt der beiden Messing-
réider einen Lagerbock (vgl.
Abb. 23). Jedes der beiden

Abb.24 Bogenauflager stiitzte sich

14/10/2014
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so bearbeitet, daB es einem ebenso breiten Ausschnitt des
Bogens im Scheltel genau entsprach.

Ein gleiches Priifstiick wurde einem Abschnitt am Kédmpfer ent-
sprechend hergestellt.

Diese Abschnitte wurden auf zwel 50 cm entfernten Schneiden

gelagert und in Feldmitte mit Gewichten belastet. Mit Hilfe

einer 1/100-MeBubr wurde die Durchbiegung unter dem Lastein-
tragungspunkt ermittelt.

Die Belastung des Bogens erfolgte bei den "Eichversuchen"
stufenweise, wobel zunidchst Gewichte von je 125 g in die
Biichsen eingelegt wurden. In der Nihe der kritischen Iast
wurde die weitere Belastung in 10 g Stufen aufgebracht.

Geringfiigige Abweichungen (seitliche Verschiebungen) des Bo-
gens von der aufgezeichneten Parabel wihrend der Belastung
wurden analog zu den Versuchen an der E. T. H. Ziirich durch
Aufbringen von einigen Schrotkérnern in den entsprechenden
Dosen riickgingig gemacht.

Es war wihrend der stufenwelsen Belastung deutlich eine zu-
nehmende Empfindlichkeit des Bogens gegen Storkrifte, die

ihn aus der Gleichgewichtslage zu bringen versuchten, fest-
stellbar.

Das Erreichen der kritischen Last war entgegen zundchst ge-
hegten Befiirchtungen absolut einwandfrei festzustellen. Die
Hochstlast, unter der es nicht mehr méglich war, eine Gleich-
gewichtslage zu finden, konnte einwandfrei auf 5 g je Dose
genau im Versuch bestimmt werden.

Nach diesen "Eichversuchen" wurden die Hinger fiir die Haupt-
versuche mit 14 Hiéngestangen auf folgende Art eingebaut:

Die Héngestangen wurden zuerst in der beschriebenen Weise oben
am Bogen befestigt. Dann wurde das bewegliche Lager des Bogens
nach auBen gezogen und dadurch das Zugband gespannt. Die unter
dem Zugband angebrachten zylindrischen Ankerk®pfe der Hiénge-
stangen wurdenan das waagerecht gespennte Zugband so heran-
geschoben, daB sie das Zugband gerade berihrten und in die-~
ser Stellung an den Hiéngerdrdhten befestigt. Das Heranschie-
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ben dieser zylindrischen AnkerkSrper an das Zugband mit dem
Ziel, ein gleichmiéBiges Mittragen aller Hingestangen zu er-
reichen, war jeweils sehr zeitaufwendig und erforderte gréBte
Aufmerksamkeit. Es muBte dies ja erreicht werden, ohne eine
st¥rende UberhShung ("Stich") in das Zugband hineinzuspannen.
Trotz grtSter Mithe war ein Stich nicht ganz zu vermeiden; er
betrug maximal 1 - 1,5 mm auf 120 cm Liénge. Es ist nicht anzu-
nehmen, daB8 hierdurch die Voraussetzung nicht mehr eingehal-
ten war, da8 die Hingestangen erst bei Beginn des Ausknickens
zu wirken beginnen sollen.

Die Belastung wurde auf den so vorbereiteten Bogen, wie be-
reits bei den Eichversuchen erliutert, stufenweise aufgebracht.
Das Gewicht der Lasteintragungskonstruktion wurde naturgemiB
beriicksichtigt.

Eine Lastkorrektur zur Erhaltung der planm#iBigen Bogenform
wurde bei diesen Versuchen nur vor dem Brreichen der Stabili-
tétsgrenze des reinen Zweigelenkbogens vorgenommen. Im Lastbe-
reich oberhalb dieser fiktiven "Stabilitétsgrenze" wird die
Stabilitit des Bogens ja nur mehr durch die Hiingestangen einer
Bogenseite erhalten.

Lastkorrekturen im Bereich dieser mitwirkenden Héngestangen
hdtten vermutlich deren Riickstelleffekte vergrtBert und so ei-
ne scheinbar hthere Stabilitétsgrenze des Systems vorge-
tduscht.

Die kritische Belastung war hier ebenfalls eindeutig dadurch
gekennzeichnet, da8 es nicht mehr mbglich war, eine Gleichge-
wichtslage des Bogens zu finden.

Bei dem Bogen mit nur 2 Hiéngestangen wurde in #dhnlicher Weise
vorgegangen. Aus versuchstechnischen Griinden betrug dabei der
Abstand der beiden Hingestangen vom jeweiligen Auflager 27 cm.
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3.3 Versuchsergebnisse und Auswertung der Versuche.

3.31 Bestimmung von EBLB*

Es wurden drel 55 cm lange "Bogenersatzstiicke” untersucht und
zwar ein "Scheitelstiick" des Bogens = 0,2, sowie ein
"Scheitelstiick"” und ein "Kdmpferstiick" des Bogens -%} = 0,3.

Die beiden erstgenannten Abschnitte wurden je 10 mal mit 150,
200 und 250 g belastet und die Durchbiegung bei jeder Bela-
stung abgelesen., Das Kdmpferstiick des Bogens-% = 0,3 wurde
je 10 mal mit 200, 250 und 300 g belastet, wobei wiederum bei

jeder Belastung abgelesen wurde.

Die mittlere Durchbiegung lag bei den beiden ersten Versuchen
bei 1,20 mm, beim 3. Versuch bei 1,3 mm, bezogen auf eine
Einzellast von 50 g.

Der Wert EBIB 1d8t sich daraus wie folgt bestimmen: Piir den
gelenkig gelagerten, in Peldmitte mit einer Einzellast bela-
steten Triger gilt

P-Z
W, = ZeET " (wWm = Durchbiegung in
Feldmitte)
Fir 4 = 47,95 cm
und P = 50 g ergibt sich daraus

EI = 0,2295 - 10* « 2 [xg en?] ,
wmn

wobei P in [kg] anzugeven iet und W, in [cm].
Fir eine Durchbiegung von 1,2 mm wird somit
Eply = 0,0955 - 10* [kg cn?]

fiir eine solche von 1,3 mm wird

Eylg = 0,0885 - 10* kg em® .

Fir die weitere Auswertung wurde daher mit einem Mittelwert
von EBIB = 900 kg cm2 gerechnet.
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3.32 Experimenteller Nachweis des kritischen Horizontalschubes
bei reinem Zweigelenkbogen auf starren Widerlagern.
(Eichversuche)

a) Bogen-% = 0,4:

Zuerst wurde der Bogen %- = 0,4 auf zweil festen Lager-
bScken eingebaut und wie unter 3.2 beschrieben bela-

stet. Die einzelnen laststufen betrugen dabei (die Ge-
wichtsange: en beziehen sich auf jeweils eine der 8 Be-

lastungsdosen):

Eigengewicht der Belastungs-

1. Lastetufe 169 & Yonstruktion und Stahlschrot
2. Laststufe 294 g Gewicht

3. Laststufe 304 g Gewicht

4. Laststufe 314 g Gewicht

5. Laststufe 324 g Gewicht

6. Laststufe 329 g Stahlschrot

Der Bogen lieB sich bei dieser Laststufe nicht mehr im
Gleichgewicht halten.

Eine Wigung aller 8 Dosen ergab:

1.Dose 2.Dose 3.Dose 4.Dose 5.Dose 6.Dose 7.Dose 8.Dose
325 327 328 325 325 329 336 325

Beim zweiten Versuch wurde in #dhnlicher Weise vorge-
gangen. Die Nachwigung der Dosen fir die kritische
Belastung ergab:

1.Dose 2.Dose 3.Dose 4.Dose 5.Dose 6.Dose 7.Dose 8.Dose
326 341 306 325 325 334 338 325

Die etwas hsheren Gewichte in einigen Dosen riihrten

von den unter 3.2 beschriebenen Zusatzlasten zur Er-
haltung der planméiBigen Bogenform her.
Ein 3. Versuch ergab etwa 329 g/Dose. Im folgenden wer-

den die Ergebnisse der Nachwdgung nicht mehr einzeln
aufgefithrt; es wird nur mehr der jeweilige Mittelwert
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der kritischen Belastung angegeben.

b) Bogen {: = 0,3:
Es wurden zwei Belastungsversuche durchgefiihrt. Die
groftmoglichen mittleren Gewichte je Dose betrugen
380 g und 365 g.

c) Bogen %— = 0,2:
Wiederum wurden zwei Versuche durchgefiihrt. Die maxi-
malen mittleren Gewichte betrugen 338 g und 335 g.

Weitere Wiederholungen der Versuche schienen iiberfliissig, da
sich bei den einzelnen Wiederholungen kaum meBbare Unterschie-
de feststellen lieBen,

Die Versuchsergebnisse sind in der folgeuden Tabelle Seite 68
iibersichtlich zusammengestellt.

3.33 Hauptversuche; experimentelle Nachpriifung der theoreti-
schen Ergebnisse.

Bei den Hauptversuchen wurde in #hnlicher Weise wie bereits
beschrieben vorgegangen. Es wurde jeweils ein Belastungsver-
such mit allen 14 ,Héngestangen durchgefiihrt. Danach wurden
12 Hingestangen entfernt und erneut Pkrit bestimmt. Nach die~
sem zweliten Versuch wurden sdmtliche Hingestangen entfernt,
untereinander vertauscht und dann erst erneut eingebaut. Ins-

gesamt wurde jeder Bogentyp mit n = 14 und n = 2 Hiéngestangen
Jjeweils 3 mal gepriift.

Bogen %: = 0,2 n = 14: Mittleres Gewicht je Dose:
1. Laststufe 205,0 g
2. Laststufe 330,0 g
3. Laststufe 455,0 g
4. Laststufe 480,0 g
5. Laststufe ' 490,0 g
6. Laststufe 500,0 g
7. Laststufe 510,0 g
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Mit dieser Laststufe war die kritische lLast erreicht. Es konn-
te fiir den Bogen keine Gleichgewichtslage mehr gefunden werden.
2 weltere Versuche ergaben 500 g und 500 g.

Bogen % =0,4 n=2 S = 0,22:
Es wurden drei Versuche mit den Ergebnissen
455 g, 455 g, 450 g durchgefiihrt.

Bogen -% = 0,3 n = 14:
Die maximalen Lasten betrugen 555 g, 560 g und 570 g.

Bogen % = 0,3 n = 2%

Maximale Lasten 530 g, 550 g und 540 g.

Bogen % = 0,4 n = 14:
Maximale Lasten 525 g, 550 g und 585 g.

Bogen % = 0,4 n = 2:
Maximale Lasten 505 g, 535 g, 540 g und 485 g.

Weitere Wiederholungen und statistische Auswertungen der Ver-
suche erschienen iiberfliissig.

%3.34 Auswertung der Versuche.

Unter Benutzung der Beziehungen

EJ 5
Hkrif.‘ l!: S !
H E~(L (Sstatisch bestimmter Horizon-
talschub)
120
P=p-F

(wobei P = Gewichit je Dose und
p = gleichmiiBig verteilte Ersatzlast)
ergibt sich
£y 45-8-¢ - P EI -

=

¢ i 45-8- 1 2°

P-
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oder mit den Werten
EI = 900 kg/cng { =120 cm

P —_
0524 Ao S -
(wobei £ in [9!] einzusetzen ist und P in [kg] ).

Die Versuchsauswertung im einzelnen ist der folgenden Tabelle
zu entnehmen.

.ﬁ_ f fem] | 0,52. 2| P fex] | = g Bemerkung

n
-3
o

0,2 | 24 12,5 338 -

Eichversuch
335 - "

"
"

380 -
0,3 | 36 18,7 365 -

: 326 -
0,4 48 25,0 326
329

510
500
0,2 | 2a 12,5 igg
455
450

555
560

0,3 | 36 18,7 270

|
|

2 |
|

|

)

— N\)

- e

SERAOON| POO | WVIN

"
n
L

!
PRGN

QOUEOOOW | oo o | VW WO

- e -

Hauptversuch
"

L]
L]
L
[

N

“w e . w e v w

550
540

525
-
o,4 48 25,0 505
535
540
485

IS LM A A VR IR RS AN B o ing

WOWaVINO
3332333

- e v e w w

n
Q
-
N
3333333

In der folgenden Abbildung 26 werden die theoretischen
§ ~Werte den im Versuch bestimmten § ~Werten gegeniiberge~
stellt. Dabel i1st zu beachten, daB die eine Kurve fir n = 3,
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d. h.j = 0,25 gezeichnet ist, wihrend der im Versuch bestimmte
Wert zu § = 0,22 geh¥rt.
Die Versuchswerte sind durch folgende Zeichen kenntlich ge-

macht:
M = Eichversuche fiir den reinen Zweigelenkbogen
A = Hauptversuche fiir n = 14
® = Hauptversuche fiir s = 0,22,
§
Yot
EJ =
== §
bo
\\
~N
TN
N
5o & Y AN
0N\
2\ ;Kﬂaleigh( neo=)
2.\
A A\.A /L
o \\ 2\\\ 7 ta (n = =)
~ S 4 h(n=3 )
: eigh(n=3; € =025
21 7 '3 MM 3 '3
4 \-\ ;
% [ N 4/3_.]55 (nee)
7 . ~
« 7 LIy
7 R -E
4 N,
“ Z 2
A prakt.interessanter [/
/ Bereich ——a;
+ 4 4 L + }
01 e ) o4 0% %6 Iy
2
Abb. 26
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3.4 Deutung der Versuche.

Betrachtet man die Gegeniiberstellung der gewonnenen experimenw
tellen Ergebnisse mit den theoretischen, so kann man sagen,
da8 die Ubereinstimmung hinreichend gut ist. Wenn man mit der
Durchfithrung von Experimentaluntersuchungen vertraut ist,
mchte man vielleicht die allzu gute Uvereinstimmung sogar
etwas skeptisch beurteilen. Vergleicht man jedoch die tberein-
stimmung der Versuchsergebnisse nach Chwalla und Kollbrunner
[3] mit den theoretischen Ergebnissen nach Stiissi [19], 80
stellt man auch dort fest, daB - mit wenigen Ausnahmen - die
Abweichungen der Ergebnisse voneinander etwa 5 % betragen. Es
ist also offensichtlich mbglich, bei derartigen Knickuntersu-
chungen mit einem relativ geringen experimentellen Aufwand be-
reits befriedigend genaue Ergebnisse zu erzielen.

Eine nihere Betrachtung zeigt, daB die theoretischen Ergeb-
nisse fiir % = 0,2 im Versuch besser zu erreichen sind, als
die fiir % = 0,4; die empirisch gefundene Kurve hat die Ten-
denz, etwas steller zu verleufen, d., h. fiir hhere Werte -%
tendieren die Versuchswerte zu niedrigeren 9 -Werten, als es

die theoretische Untersuchung erwarten ligt.

Dies wird verstidndlich, wenn men die Ausfijhrungen zu Punkt 2.2,
sowie die folgenden {berlegungen beriicksichtigt. Betrachtet
man das theoretische Ergebnis fiir den Fall symmetrischer
Gleichlast, EzIz = 0, n = oo

- o 4rtE3
krit = 4 (Tl -o,31%)

sowle den bei der Ermittlung dieses Ausdruckes benutzten
Raleigh-Quotienten,

L t )
EJJ(H')Ld.x + Z;C ~-¥'—°l¥

. 20
(g '
(q')"dx
POk MR
so miigte sich filr i N d. h. Streichung des zweiten Aus-

C~=0

http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00057738 14/10/2014



-7 -

drucks im Nenner, Nkrit baw. Hkrit filr den reinen Zweigelenk-

bogen ergeben. Benutzt man wieder den Ansatz Y = a Ao f:*

fir den Raleigh-Quotienten, so folgt

4ua* ET

H = d. h, die von
krit LT '

Kollbrunner/Meister [10] angegebene NiherungslBsung fir den
flachen Parabelbogen.

Das folgende Bild (27), in dem die Ergebnisse H_ .. = f ( %~ )
nach Kollbrunner [10] denen nach Stiissi gegeniibergestellt
8ind, zeigt, daB mit steigendem Verh#dlinis i: die N&herungs-
1l¥sung nach [10] zu groBe Werte _? ergibt. ﬁén kann daraus
schlieBen, daB auch die rechnerischen Hkrit-Werte fiir den
Zweigelenkbogen mit Zugband und schlaffen Héingestangen, die

Ja auf der gleichen Niherungsl8sung aufbeuen, wahrscheinlich
etwas zu hoch liegen.

3

ho

20 nach Stiassi

4o 4

o4 ol 0,3 on o5 XS {
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Benutzt man die Ldsung nach Kollbrunner/Meister [10] fiir den
radial belasteten Kreisbogen

S - kwtEY
Kkeit. 5L

als Niherung filr den
reinen Zweigelenk-Para-
— 5 belbogen, indem man fiir
S die Normalkraft des
Bogens im Viertelspunkt
einfiihrt und filr s die
6] } ¢ L\5 Bogenlinge, so ergibt
gich filr den reinen
Zwelgelenkbogen

T !

¢
mit s = t[A+%fz] und

1‘1/4 = 'H'TT ’ Wobeiﬁﬂ- V'f*""% (weil auf den 1/4-

Punkt bezogen)

H ., = he* EY ' . (564)
krit l"-'[4+4-—£1 [A+_§_§;]L

Fir den hier zu behandelnden Spezialfall des Zweigelenkbogens
mit Zughand wird ngherungsweise

Ly tET

Byerig =
Tit {‘[4+%%HL.”4+4{_& _0,54?]

Die folgende Abb. 28 zeigt eine Gegeniiberstellung der Ndhe-
rungslésungen nach Gleichung (56a), (56) mit den strengen
Werten nach Stiissl fir den reinen Zweigelenkbogen, den Ver-
suchspunkten fiir den Bogen mit Zugband, und mit Gleichung
(46). )

. (56)
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an

mit Zugband nach Gleichg.(#6)

mit Zugband nach Gleichg.(56)

1o

Bogen ohne 2ugb‘:h>'
kP iad

..

s

bogen ohne Zug

nach Gleichg.(56/a)

r~ite

Abb. 18

4us dieser Gegeniiberstellung geht deutlich hervor, da8 der
stellere Verlauf der "Versuchskurve" gegeniiber dem rechneri-
schen Wert keine Versuchsstreuung darstellt sonderu seine Be-
rechtigung hat. Es kann daraus jedoch noch nicht geschlossen
werden, daB die Versuchswerte sich unbedingt der hier abge-
leiteten Ndherungsltsung (56) anpassen miiBten, da ja bel der
Einfiihrung der Federkonstante ¢ etc. Niherungsansitze gemacht
wurden, bei denen nicht ohne weiteres abzusehen ist, in wel-
cher Weise das Ergebnis von ihnen beeinfluB8t wird.

Man kinnte jedoch grundsitzlich bei den theoretischen Ergeb-
nissen T durch TZ' =4+ “"%1

3
und 1° durch 62 =1 [/l*

od

ersetzen und wiirde damit etwas niedrigere

Werte fir B g beim Zweigelenkbogen mit Zugband und schlaf-
fen Hingestangen erhalten, die vermutlich bei gréBerem Werte

¥

folgenden Betrachiungen.
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Die Versuche geben auch Hinweise zu der bereits angeschnitte-
nen Frage nach der Zuldssigkeit der getroffenen rechnerischen
Vereinfachungen.

So wurde z. B. beil der Erliuterung des Losungsweges (vgl.
Punkt 2.2) ausgefiihrt, die Verformungslinie des Bogens ver-
laufe nicht genau antimetrisch, weil sich der Schnittpunkt der
Knickwelle mit der urspriinglichen Gleichgewichtelage etwas in
Richtung der mitwirkenden Hiéngestangen verschieben miisse.

Der 2-gliedrige "Ritzansatz" bestitigt diese tberlegungen.

Der eingliedrige "Ritzansatz", der eine streng antimetrische
Knickfigur vorschreibt, liefert jedoch fast genau die glei-
chen Ergebnisse, d. h. es bleibt nur der SchluB, die Verschie-
bung des Nullpunktes der Verformungslinie aus der Mitte mu8

80 gering sein, daB sie praktisch vernachld#ssigt werden kann.
Die Versuchsergebnisse bestitigten dlese Vermutung. Es war bei
keinem der ausgelenkten Bogen im Versuch eine merkliche Ver-
schiebung des Nullpunktes der Knickbiegelinie aus dem Schei-
tel des unverformten Bogens feststellbar.

Die hinter dem Modellbogen aufgeklebte Zeichnung des unver-

formten Bogens ermdglichte eine genaue Beobachtung dieses
‘Effektes.

Es 1st elnzusehen, daB bei fast exakt antimetrischer Knick-
welle die Verformungsfigur hinreichend genau durch eine
sinus-Funktion wiedergegeben werden kann., Dies erklért bis

zu einem gewissen Grade die Glite der Nsherungsldsungen, lber
die Jja von der mathematischen Behandlung dee Problems her
nmur sehr wenlg gesagt werden konnte, da der Vergleich eines
eingliedrigen Ansatzes mit einem zweigliedrigen nur eine sehr
beschrénkte Aussage iiber die Konvergenz eines derartigen
Reihenansatzes gestattet.

Es wurde ferner ndherungsweise ein nicht mitwirkender Bereich
der Hingestangen von 0,716 1 errechnet. Auch dieses Ergebnis
konnte im Versuch verhdltnismiBig genau bestdtigt werden.
Eine kiinstliche Auslenkung des nahezu mit der kritischen
Iast belasteten Bogens lieB den nicht mitwirkenden Bereich
der Hingestangen deutlich erkemnen. Im Bereich von x = O bis
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x = 0,68 1 bzw. 0,73 1 je nach Bogenart hob sich das Zugband
von den Héngestangenverankerungen deutlich ab (vgl. Bild 29).

Abb.Z29

AuBerdem zeigten die Versuche deutlich, daB sich bereits bei
kleinen antimetrischen Zusatzbelastungen der Bogen sehr stark
antimetrisch verformt, wenn sich die symmetrische Gleichlast
dem kritischen Wert nihert. Nach dem von Kl&ppel und Lie

(vgl. z. B. [10] , S. 256) angegebenen Kriterien handelt es
sich bei einem so belasteten System um kein "Stabilitétspro-
blem mit Verzweigung", sondern um ein Spannungsproblem, das
nach Theorie II. Ordnung zu untersuchen ist. Die Schnittkréfte
und Verformungen aus der antimetrischen Belastung nach Theorie
II. Ordnung k&nnen aus denen nach Theorie I. Ordnung niherungs—
weise durch Multiplikation mit

;———ﬁ#;s;ij bestimmt werden. Der Wert g—%%f%f
- B krit.

wird dabei nur von der vorhandenen symmetrischen Last be-
stimmt (vgl. [6], [10]). Piir die "Uberlagerung" der Anteile
aus symmetrischer und antimetrischer Last nach Theorie

II. Ordnung vergleiche [6].

Wenn auch derartige {lberlegungen den Rahmen der vorliegenden
Arbeit bereits iiberschreiten, so soll doch darauf hingewie-
sen werden, daB bei antimetrisch belasteten Systemen ein
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Spannungsnachweis nach Theorie II. Ordnung unumginglich not-
wendig fiir die Beurteilung der Standsicherheit wird. Xhnli-
ches gilt selbstverstédndlich fiir eventuelle waagerecht angrei-
fenden Krifte.

Im iibrigen zeigte sich bei der Versuchsdurchfiihrung, daB so-
wohl fir den Zweigelenkbogen als auch fiir den Zweigelenkbogen
mit Zugband und schlaffen Hingestangen optimale Pfeilverhdlt-
nisse -%»existieren, die es im Hinblick auf dle Stabilitit
des Systems gestatten, eine relative Maximallast abzutragen.
Selbstverstdndlich 148t sich diese Tatsache, wie im folgenden
gezeigt wird, auch direkt aus der Beziehung ¢ = § (%) ohne
Bezugnahme auf Versuchsergebnisse ableiten. Jedoch brachte im
Rahmen der vorliegenden Arbeit erst die Versuchsdurchfithrung
dies deutlich zum BewuBtsein. Driickt man ganz allgemein so-
wohl fiir den reinen Zweigelenkbogen als auch fiir den Bogen
mit Zugband Hkrit wie folgt aus

EJ =

Berat = 73

~ P 'll !JSI' . z
wobei Hkrit = 8{ = 3 ‘ )
. EJ -
so wird ‘psﬁe—=—£b— T -8
8§EIJ = 1
d = - .
oder P O S 1

Bezeichnet man §° & mit G2 , eo ergibt sich dle in Abb. 30
dargestellte Abhingigkeit.

hus Abb. 30 ist abzulesen, da8 sich der WertSd ___ beim An-
bringen des Zugbandes und Hingestangen verschiebt. Wihrend
beim reinen Zweigelenkbogenge max bel etwa -% = 0,3 liegt,
liegt das Maximum beim Bogen mit Zugband bei etwa -%- = 0,4.

Abb. 30 gestattet es also, fiir einen vorgegebenen Fall sofort
das gilinstigere Pfeilverhéiltnis im Hinblick auf die Stabilitit
des Systems zu wihlen, sofern andere Gesichtspunkte der Form-
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gebung keine Grenzen ziehen.

444
4o
q 4
G2 ot
3 m
# Bogen nach Stissi
& // = _nhne_zugb.cmd_____
Ve ~
5+ Vd N
/ AN
. J / AN
/ . N
/ Krit. Gleichlast: \\
! E
N / P = _%Q_ Q \
/
2
4
Yy
04 ot o Py o8 o g
, , ;
Abb. 30

Eine gewisse zusitzliche ErhShung der Traglast kann beim
Zweigelenkbogen mit Zugband und Hiéngestangen dadurch er-
reicht werden, daB man das Zugband in der Mitte etwas iiber-
htht, d. h. mit Hilfe der Hiingestangen einen geringen "Stich"®
hineinspannt. Es konnte dies aus einzelnen Versuchsergebnis-
sen geschlossen werden; aber auch die theoretischen tberle-
gungen fithren zu dieser Feststellung. Diese Erkenntnisse
werden jedoch in der vorliegenden Arbeit nicht weiter unter-
sucht, da sie auBerhaldb des hier gestellten Themas liegen.
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4., Ubertragung der gewonnen Ergebnisse auf baupraktische
Konstruktionen.

Bei der Frage nach der baupraktischen Anwendungsmbglichkeit
des hier untersuchten Stabsystems findet men - von Spnderf#l-
len abgesehen - nur 2 Konstruktionsformen.

1. Der Bogen, das Zugband und die Héngestangen bestehen
aus Stahl.

2. Der Bogen Yesteht aus Stehlbeton, als Hingestangen
und als Zughband werden Rundstiihle verwendet.

Wegen der, der theoretischen Untersuchung zu Grunde liegenden
Yoraussetzung EzIz = 0 oder EzIz « EBIB’ iet fiir dle folgen-
den Ausfilhrungen nur zu unterscheiden zwischen einem Bogen
aus Stahl und einem solchen aus Stghlbeton.

4.1 EKonstruktionen, bei denen der Bogen aus Stahl besteht.

Vom geraden zentrisch gedriickten Stab, dem sogenannten
"Bulerstab” ist bekannt, daB die Werkstoffbeanspruchung
durch folgenden Zusammenhang gegeben ist

13 L
P WI_EJ oder ¢ = v -E
L &9.11_
1 J
Wit |2 .o und A= 2_ folgt
¥ i
T -E
K A2 :

Gleichung (57) zeigt einen hyperbolischen Zuesammenhang zwi-
schen L und ¢; - die sog. Eulerhyperbel -. Dieser hyperboli-
sche Zusammenhang besteht nur so lange, als E = const., 4. h.
80 lange die Abhiingigkeit o= 0-(¢) linear ist. Die Eulerhy-
perbel gilt nur bis zu einer Grenzschlankheit KQ, , die durch
die Proportionalitéitsgrenze des Werkstoffes festgelegt ist.
Nach Uberschreiten der Proportionalititesgrenze treten elasto-
plastische Effekte auf, die fir A < X¢r ein Abkrimmen der
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Linie o < 0y (A) gegen eine hori-
zontale Assymptote bewirken. Die
\ Assymptote wird bestimmt durch
die Bedingung, da8 sich fiir A = 0,
o~ = Werkstoffestigkeit bzw.
FlieBgrenze unter zentrischer
Druckbelastung ergeben mus.

Diese theoretischen und experimentellen Untersuchungen wurden
im wesentlichen von Engesser, Tetmejer, Karman, Young,
Shanley, Prandtl und Chwalla durchgefiibhrt und sind hinrei-
chend bekannt.

Ihren Niederschlag fenden die Ergebnisse dieser Untersuchun-
gen in den Bemessungsregeln der DIN 4114 nach dem sog.

&)

-Verfahren, das auf folgenden Voraussetzungen aufgebaut

ist:

1.

2.

3.

Filr das Versagen eines gedriickten Stabes ist die Traglast
mafgebend.
Auch bei planmidBig zentrischer Belastung wird eine unge-
wollte Ausmittigkeit

4 N

2o Soo vorausgesetzt.

as=

Es wird das unglinstigst mtgliche Profil zu Grunde gelegt.

Anstelle der iiblichen Streckgrenze von o0 = 2400 kg/cm2
fir St 37 und o, = 3600 xg/om® fir St 52 wird éine Streck-
grenge von 67, = 2300 kg/cm2 fir St 37 und ¢, = 3400 kg/

cn2 fir St 52 festgelegt.

Unter diesen Voraussetzungen wurde der Stabilitétsnachwels
auf den Nachweis

< wlor

‘O'

-ﬂlﬁ

beschrinkt.
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Die Werte w= %:T wurden dabei in Abhingigkeit von A so
festgelegt, daB die Kurven acl ¢ ={-()L) stets einen Sicherheits-
beiwert von v = 1,5 bzw. 1,31 gegen die Grenzspannung nach
der Traglastverfahren aufweisen, Gleichzeitig ist gefordert,
da8 stets eine Mindestsicherheit von v = 2,5 gegen die
1deelle Knickspannungslinie o, -0} (\) vorhanden ist (vgl.
Birgermeister/Steup [1] ).

Im folgenden soll nun ein Weg vorgeschlagen werden, die in
dieser Arbeit behandelte Stabilitdtsuntersuchung auf das
einfache w -Bemessungsverfahren nach DIN 4114 zuriickzufiihren.

Nach DIN 4114, 13 sind Bogent'rager wlie folgt auf Knicken zu
untersuchens:
Man errechnet eine ideelle Vergleichsschlankheit,

oAt wober . -

und bestimmt den entsprechenden Wert @ fiir die gewdhlte Stahl-
gite. Die Werte f sind in Abhingigkeit von
zu entnehmen.

Die Stabilitdtesuntersuchung beschrénkt sich dann nur mehr auf
den Nachweis

% einer Tabelle

e 2o N
T

Man kann nun mit den gegebenen ﬁ-Werten nach DIN 4114 z. B.
filr den reinen Zweigelenkbogen "riickwiirts" den kritischen

Horizontalschub errechnen. Der Wert © braucht dabei natiirlich
nicht beriicksichtigt zu werden.

Mit der Beziehung

2

Y E .
C’= 1 und A = —é—s—— s = halbe Bogenliénge
4

+ A
folgt N--[T;-E_J_._%r )

oder unter Beriicksichtigung von N = #- T
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JYDET 4 )
= PR (58)

Schreibt man nun Gleichung (58) wieder in der hier eingefiihr-
ten Form, s~ ergidt sich unter Beriicksichtigung von

-t 8-{"]
Sz—z-[liﬁ ——r-3 1

” L;-§ ! (sa)

wobei dann
Lyt

TR (6

Gleichung (59) wurde flir den reinen Zweigelenkbogen 4

s

[4
ausgewertet und in Abb. 31 den genauen Werten nach Stiimel
gegeniibergestellt,

(R

=EJ
3--} HK;S——z—-—L
be

§ nach Stagoi = § nach DIN 4444

5.*. ~o

~
20 — \\\
¢ nach DIN w444 \\\\

ot mit )\-.b‘_s. ~ -

-]
-
L]
[
]
o
o
>
.
a
o
L
e~
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Es zeigt sich dabei, daB mit zunehmenden Werten % ' 8
immer mehr nach unten abweicht, 4. h. das Verfahren nach
DIN 4114 liefert stets etwas kleinere Werte fiir Hkrit und
liegt damit auf der sicheren Seite.

Setzt man dagegen

statt A -5 A ’1344-,
£ S
d. h. ersetzt man die halbe Bogenlinge durch die halbe Bogen-
stiitzweite, so geht Gleichung (59) und (60) iiber in

H,K, ._EL_;_ . § (64)
4.'[1,
mit 8= N (62)

Wertet man Gleichung (61) mit den ﬁ-Werten nach DIN 4114 fiir
den reinen Zweigelenkbogen aus, so zeigt sich, daB8 der so er-
mittelte § ~Wert genau mit den Werten nach Stiissi iiberein-
stimmt (vgl. Abb. 31).

Wahrscheinlich wurden also die P ~Werte in DIN 4114 urspring-
lich aus Gleichung (61), (62) ermittelt. Man hat vermmtlich

dann aus Sicherheitsgriinden - die Werte nach Stiissi gelten
Ja nur exakt fiir den parabelftrmigen Stiitzlinienbogen -

statt A = %— den Ausdruck A- _ﬁl—s zur Ermittlung
von A in die DIN 4114 aufgenommen.

Um den AnschluB an DIN 4114 herzustellen, wird deshalb fiir
den Zweigelenkbogen mit Zugband und schlaffen Hingestangen
P unter Beriicksichtigung von A = -%— hergeleitet.

a) PFir den Fall symmetrischer Gleichlast, EZIZ = 0,
n = oo wird wegen

TEI *EQ
H="5— 9 N=H-T
und
. S
3 "I -0, 347
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& T oder (v= _—_—_—L" /

L 3'.'5,'Tz’

L \’ 4
d. h. l‘—;- Tﬁ— .

Nach Voraussetzung soll A -—-Lh—f—— sein, d. h.

f; ,._._L___
I S T
Fach Gleichung (63) wird

’5')"#34-1‘.’8 - L-—;—Trxi-o,sﬂ J:CE
p

=’4-q541~%%

(&)

In der folgenden Tabelle sind die ,5 -Werte fiir den reinen
Zweigelenkbogen und den eingespannten Bogen, den nach Glei-
chung (64) errechneten P -Werten gegeniibergestellt.

Zweigelenkbogen 1,02 t 1,06 | 1,13 | 1,19

Eingespannter Bogen 0,71 0,72 0,74 | 0,75

Bogen mit Zugband 0,84 | 0,87 | 0,89 | 0,91

Die {5 -Werte des Zweigelenkbogens mit Zugband fir n = oo
liegen also etwa gwischen denen des eingespannten Bogens
und denen des reinen Zweigelenkbogens.

b) Symmetrische Gleichlast E,I, = 0, n = 2

Analog zu a) wird
- - —
P |4 0' ‘l 1’" .
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¢) Symmetrische Gleichlast E,I, = 0, n =3

(5 = '/I -o,u-o._'z .

d) Symmetrische Gleichlast E,I, # 0, Ejl, & Egly, n = o

4 w’ue‘fiﬁ_

Ep -3,

i
p- 4-0,34% ——

fir n <-«lassen sich die Werte in analoger Weise errechnen.

e) Unsymmetrische Gleichlast

Nach Dischinger [6] kann - wie bereits unter Punkt 3.4 er-
ldutert - die Last in einen symmetrischen und einen antime-
trischen Teil aufgespalten werden. Fiir den Stabilitétsnach-
weis ist nur der symmetrische Lastanteil zu beriicksichtigen;
f kann dann wie unter a), b), c¢), d) errechnet werden
(vgl. jedoch die Bemerkung zu diesem Verfahren unter Punkt
3.4).

Der Stabilit¥tsnachweis kann somit beim Bogen mit Zugband
und schlaffen Hingestangen ebenfalls nach DIN 4114 gefiihrt
werden; es sind lediglich die hier angegebenen ﬁ>-Werte zZu
verwenden..

4.2 Konstruktionen, bei denen der Bogen aus Stahlbeton besteht.

Die tatsiichliche Knickfestigkeit von Baukonstruktionen aus
Stahlbeton weicht von den Ergebnissen, die aus der elastosta-
tischen Behandlung von Stabilitﬁtaproblemen resultieren, noch
weit mehr ab, als dies bel Stahlkonstruktionen der Pall ist.

Im folgenden sollen einige Probleme, die bei Stabilitdtsunter-
suchungen von stahlbetonkénatruktioneh ganz allgemein auftre-
ten, kurz angedeutet werden.

Alle Vorschlige zur Neufassung von DIN 1045 § 27 "Skulen und
Druckglieder" gehen von der Annahme aus, daB die Stabilitéts-
untersuchung einee Stahlbetontragwerkes nur dann mit ertrig-
lichem rechnerischen Aufwand durchgefiihrt werden kinne, wenn
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zumindest die Schnittkréfte des zu untersuchenden statischen
Systems nach Theorie I. Ordnung mit einer linearen o/-§ -Be-
zlehung ermittelt werden diirfen. Idealelastisches Verhalten
des Baustoffes wird auch vorausgesetzt, wenn die Knicklast
eines Systems bestimmt werden scll, um die "ideellen Schlank-
heiten" einzelner seiner Bauteile zu ermitteln (z. B. Knick-
last eines Rahmens und hieraus ideelle Schlankheiten seiner
Stiele). Erst beim Ubergang zur Bemessung bzw. Stabilititsun-
tersuchung des einzelnen Baugliedes wird dann von der Theorie
II. Ordnung und einer wirklichkeitsnahen ¢-- ¢ -Beziehung Ge-
brauch gemacht.

Dieses Verfahren gibt fiir einen GroSteil der zu untersuchen-
den Korstruktionen brauchbare Werte. Die (Giite der gewonnenen
Néherungslsung wird jedoch sehr davon abhiingen, wie "empfind-
lich" daes System gegen zus#dtzliche nichtelastische Verformun-
gen ist.

Es i1st verstdndlich, daB beispielsweise Systeme mit starken
Kriechverformungen mit dieser Niherungsmethode nur h&chst
unbefriedigend beurteilt werden kb&mnnen. Uberhaupt ist die
Frage des Einflusses von Kriechverformungen auf die Stabili-
tHdt von Stahlbetontragwerken generell noch nicht hinreichend
geklért.,

Neuere Untersuchungen weisen auBerdem darauf hin, daB die
beim Stahlbeton auftretenden, zum Teil geit-~ und klimeabhidn-
gigen Eigenspannungen spiirbaren Einflu8 auf die Stabilitdt
der Bauteile haben konnen.

Weitere noch kaum beantwortete Fragen ergeben sich im Zusam-
menhang mit einer Bemessung nach dem sogenannten "Ultimate
Load Design". Wird bei Stahlbetonkonstruktionen mit dem Auf-
treten von plastischen Gelenken bei Anndherung an den Er-
echpfungszustand gerechnet, ergeben sich naturgemif h&chst
ungiinstige Stabilititsverhdltnisse, wenn die Steifigkeit in
diesen Querschnitten fiir die Sicherung eines stabilen Gleich-
gewichtszustandes entscheidend ist.

Die hier angeschnittenen Fragen zeigen deutlich, daB es heute
noch nicht m8glich ist, ein wirklichkeitsnahes Verfahren gzur
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Stabilitdtsuntersuchung von komplizierten Stahlbetonkonstruk-
tionen anzugeben.

Im folgenden soll zundchst ein Weg fiir die Stabilitétsuntersu-
chung des Zweigelenkbogens mit Zugband in Anlehnung an

DIN 1075 gegeben werden. Dieser Vorschlag beriicksichtigt zwar
nur genz wenige der oben erwidhnten Einfliisse, stellt jedoch
ein einfaches Verfehren dar, das #hnlich wie DIN 1075 zu eini-
germaBen brauchbaren Ergebnissen filhren wird.

Hieran anschliefend wird versucht, zwel weitere Vorschlidge zu
entwickeln, die gegebenenfalls wirklichkeitsndhere Stabili-
titswerte errechnen lassen.

4.21 Die Ermittlung der Knicksicherheit in Anlehnung an
DIN 1075.

Nach DIN 1075 darf die Knicksicherheit eines Stahlbetonbogens
aus seiner elastischen Knicksicherheit errechnet werden, wo-
bel lediglich der Elastizitdtsmodul durch den Tangentenmodul
filr Stahlbeton zu ersetzen ist, d. h. filr den hier vorliegen-
den PFall geht

+)

EJ = T . 3m

veg T Uber in v -o- Y

(wobet

Im = PTrigheitsmoment des Bogens im Viertelspunkt und

T = Tangentenmodul).

Der Tangentenmodul darf debeil aus dem Elastizitétsmodul er-
mittelt werden nach folgender Beziehung

++)

T-pE /

+) In DIN 1075 wie folgt geschrieben: v, -J—;}J&—T-
++) In DIN 1075 T.»5.E
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wobel u < {(A) den Tafeln fir $ 1in DIN 1075 zu entnehmen

ist.
A ist dabei aus folgendem Ausdruck zu errechnens
,\=T,z.],;bmp
5 Im
(wobei

¥ = Nelgungswinkel der Bogenachse im Viertelspunkt.)

Fir den vorliegenden Pall des Stahlbetonbogens mit Zugband
und schlaffen Hingestangen ktnnen die f -Werte der folgen-
den Zusammenstellung entnommen werden,

a) Symmetrische Gleichlast, E,I =0

n S -VWerte
2 4x’
1< - o1%0
5 4yt
T - olto
. Ly¥
TC - 0,34%

b) Symmetrische Gleichlast E, I £ 0, E, I, < Eglg

n = o° E, 3
- L+ 4,264 —2""2
3 -'ITL En - Jg

T -0, 31+

Die Abminderung fir n <oe kann der Abb. 18 und 19 entnom-

men werden.
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¢) Unsymmetrische Streckenlast,
Fiir diesen Fall gelten Uberlegungen, wie sie bereits unter
Punkt 4.1 e) erdrtert wurden.

Ist der Bogen nicht genau nach der Stiitzlinie geformt, so daB
neben den Normalkrdften auch noch Momente nach Theorie I. Ord-
nung suftreten, so errechnet man die Knicksicherheit aus
Vv,
VA ATm
M-F
N-W

wobei m =

Die vorhandene Sicherheit muB8 den in DIN 1075 geforderten Be-
dingungen geniigen.

4.22 Bestimmung der Knicksicherheit nach Dischinger [6].

Wenn die strenge Lisung eines Stabllitdtsproblems z. B. aus
mathematischen oder anderen Griinden scheitert, so sché¥tzt man
im Stahlbau die Stabilitit eines Tragwerks gelegentlich iiber
einen Spannungsnachweis nach Theorie II. Ordnung ab. Es wird
dabei jeweils gefordert, daB die aus diesem Nachweis resultie-
renden Spannungen die FlieBgrengze des Stahles nicht iiberschrei-
ten. .

Einen #hnlichen Lisungsweg einzuschlagen, gestattet im vor-
liegenden Falle eine Arbeit Dischingers, in der die Schnitt-
kréfte des Zweigelenkbogens aus den verschiedensten Einfliis-
sen nach Theorle II. Ordnung ale Funktion der antimetrischen
Knicksicherheit abgeleitet sind (vgl. auch Punkt 3.4 dieser
Arbeit).

Im folgenden seien die Schnittkréifte aus den wichtigsten Ein-
fliissen kurz angegeben:

a) Pir den Lastfall sténdige Gleichlast gilt folgender Zusam-
menhang, der den EinfluB des Kriechens bereits mit beriick-
sichtigt:

S M =M {ArF() [v,e LI )
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\’*4 191 \’}_ ]
F(vs)s[‘,s—4 + Vs -+ Vl- ..... ]

wobei

V' 4 = Enicksicherheit bel symmetrischer Knickwelle
VvV a ™ Knicksicherheit bei antimetrischer Knickwelle
m = Endkriechzahl (Bezeichnung nach Dischinger [6]).

Fir den Viertelspunkt wird dabel

Flo ) = EﬁiﬁflJ '

w4

H. 2_73‘__ H.{, und
_.A5 % e

He = ] {’L .Fe i

wobel

H = Horizontalschub infolge stindiger Last

He = Zustitzlicher Horizontalschub infolge der elastischen
Bogenverkiirzung

uo = Moment im Viertelspunkt infolge Hg.

b) PFir die Zusatzmomente aus Schwinden gilt
- m
e ey 2 o (A=) oy 4)- Flo) [ 5T}

wobel

HB = Horizontalschud zufolge Schwinden
Z = Bogenhbhe
F(v,) wie vor.

¢) Piir eine Widerlagerverechiebg?g g%lt
M, -M,{e'"’ +'F(v‘)e7(-4} '
wobel
Mo =H, - 2 und
H,_, = Horizontalschub zufolge Widerlagerverschiebung
(v 8) wie vor.
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Nimmt man niéherungsweise an, daB diese Zusammenhinge auch fiir
die Knicksicherheit der hier zu untersuchenden Sonderform des
Zweigelenkbogens noch gelten, so kemnn man die Schnittkréfte M
und N nach der Theorie II. Ordnuyng fiir den Viertelspunkit des
Zweigelenkbogens mit Zugband unmittelbar angeben. Die elasti-
sche Knicksicherheit va ist dabei aus folgendem Ausdruck zu er-
mitteln:

s . EJ
VQ’S'*'ILL)

wobei‘§ nach dem im ersten Vorschlag (Punkt 4.21) angegebe-
nen Formeln fiir die einzelnen Fi#lle a), b), ¢) errechnet wer-
den kann, und H den aus den HuBeren Lasten resultierenden Ho-
rigontalschub darstellt.

Der Ausdruck fir Widerlagerverschiebung kamn dabei sinngeméB
anf den Fall der Zugbanddehnung angewendet werden.

Es 1st damit m8glich, im Viertelspunkt - bei einer antimetri-
schen Knickfigur tritt die gr8B8te Beanspruchung im Viertels-
punkt der Bogenachse auf -, die Schnittkréfte aus den HuBeren
Lasten den im Querschnitt aufnehmbaren gegeniiber zu stellen.

Da die Ableitungen Dischingers jedoch nur im elastischen Be-
reich gelten und der Beton keine ausgeprigte Proportionali-
tiitsgrenze aufweist, miiBte eine jeweils gilltige Maximalspan-
mang und ein zugehdriger E-Modul definiert werden, damit dem
tatsiichlichen Festigkeits- und Verformungsverhalten des Bau-
stoffs Beton Rechnung getragen werden kann.

4.23 Bestimmung der Knicksicherheit nach JHger, Habel und
Kordina,

Es wire noch ein anderer Weg zur niherungsweisen Bestimmung
der Knicksicherheit eines Stahlbetonbogene mit Zugband und
schlaffen Hidngestangen auf der Grundlage des bereits erwidhn-
ten Traglast-Verfahrens denkbar.
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Man kinnte zumindest bel flachen Bbgen - eine Bogenhdlfte ide-
alisiert als geraden Stahlbetonstab ohne Querbelastung auf-
fassen, der an seinen Enden mittig mit einer Kraft P (P = N im
Viertelspunkt) belastet ist und dessen ideelle Schlankheit,
wie unter Punkt 4.1 ausgefiihrt, ermittelt wird. Fiir einen der-
art idealisierten Stab kann dann z. B. aus den Tafeln der Ar-
bei von Kordina [11] die kritische Normalkraft unter Beriick-
sichtigung der vorhandenen Betongiite, Bewehrung, Schlankheit
und ungewollter sowie planmiBiger Ausmittigkeit entnommen wer-
den. Eine Gegeniiberstellung der so bestimmten kritischen Nor-
malkraft mit der vorhandenen ergibt dann die tatsiéichliche
Knicksicherheit.

Diese Methode stellt natiirlich auch nur ein NEherungsverfahren
dar. Kordina L11] setzt eine konstante HuBere Last mit gleich-
bleibender Exzentrizitdt voraus, d. h. die Tafeln sind streng
nur fiir solche Fdlle anwendbar, bei denen die Verformung des
zu untersuchenden Einzelbauteils nach Theorie II. Ordnung kei-
nen EinfluBf auf die angreifenden, HuBeren Lasten hat. Dies ist
selbstverstindlich bei einem "Bogenabschnitt"” nicht exakt der
Fall, genau so wenig wie bei den statisch unbestimmten Syste-

men des Hochbaus.

Versucht men, die 3 aufgezeligten Lisungswege kritisch zu be-
urteilen, so kinnte man zusammenfassend sagen:

Vorschlag 1 stellt einen fiir die Praxis sicher gang-
baren Weg dar, der keinesfalls mit mehr Unzulinglichkeiten be-
haftet ist, wie der heute allgemein #ibliche Knicksicherheits-
nachweis von Stahlbetonbogentragwerken nach DIN 1075.

Vorschléage 2und 3 versuchen einige der Gedanken,

wie sie derzeit im Zusammenhang mit der Neufassung von

DIN 1045 § 27 diskutiert werden, auf den hier zu untersuchen-
den Sonderfall des Zweigelenk-Stahlbetonbogens zu iibertragen.
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5. Zusammenfassung.

Die vorliegende Arbeit behandelt die Knicksicherheit des
Stitzlinienbogens mit blegeweichem Zugband und schlaffen Hén-
gestangen unter einer gleichméBig verteilten Belastung, die
von oben unmittelbar in den Bogen eingetragen wird. Die theo-
retischen Lésungen dieses Stabilitédtsproblems werden unter
vereinfachenden Annsghmen mit den Mitteln der "Ingenieurmathe-
matik" abgeleitet.

Da bel der theoretischen L¥sung nicht untersucht werden konn-
te, inwleweit die Ndherungsansiéitze die Ergebnisse verfdlschen,
werden Versuchsergebnisse zur Uberpriifung herangezogen. Es
zelgt sich, da8 die theoretischen L¥sungen mit fiir technische
Probleme geniligender Genauigkelt zutreffen.

Die Lxsung des Stabilitdteproblems unter Voraussetzung schlan-
ker Bauteile aus idealelastischem Werkstoff wird dann auf die
elastoplastischen Werkstoffe Stahl und Beton erweitert. Es wer-
den Vorschliige gemacht, wie die Knicksicherheit von Konstruk-
tionen der beschriebenen Art aus Stahl oder Stahlbeton genii-
gend genau zu berechnen ist. Dabei wird immer der Lastfall
"gymmetrische Gleichlast" fiir n Hingestangen (n = 1 big n = o)
zugrundegelegt. Piir den Pall einer nicht symmetrischen Gleich-
last wird ein kurzer Hinwels auf einen Vorschlag Dischingers
[6] zur L¥sung dieses Problems gegeben.

Auch eine Erweiterung des Verfahrens fiir den Pall EzIz# 0,
aber EzIz< EBIB wird erldutert.

Untersuchungen im Sinne der angedeuteten Gedanken zur wirk-
lichkeitsnidheren Bestimmung der Knickeicherheit von Stahlbe-
tonbogen sind derzeit am Institut fiir Baustoffkunde und Stahl-
betonbau im Gange und lassen hoffen, deB es gelingt, auch die
Stabilitdtsuntersuchung von Bogentragwerken in die Vorschliige
fiir die Neufassung der Knickbestimmungen zu DIN 1045 einzube-
giehen.
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