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Potenzmengenkonstruktion nach Rabin & Scott

Es reichen die erreichbaren Zustande. Dazu starte mit {q,}.

Fir jedes Symbol in X, bestimme die Folgezustandsmenge und flige eine Kante hinzu.
Falls es nun keine Zustande gibt, denen ausgehende Kanten fehlen, ist man fertig.
Sonst, wiederhole den Prozess mit einem solchen Zustand.

(Akzeptierend sind die Zustandsmengen, die einen akzeptierenden Zustand enthalten.)

Tipp: Bevorzugt zuerst kleinere Teilmengen vor GréBeren.
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Komplementierung eines DFA: Akzeptierend sind nun die Zustande, die keinen akzeptierenden
Zustand enthalten. Qr :={ Q' € Q| nicht3ge Q' : g € Q; }
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Abgeschlossenheit unter Komplement

In der Vorlesung wurde gesagt, dass aus der Existenz von DFAs und der Idee des ,Flippens” ak-
zeptierender Zustande automatisch folgt, dass das Komplement regularer Sprachen immer auch
reguldr sein muss. Ein formaler Beweis kdnnte so aussehen:

Sei L eine reguldre Sprache.
Demnach gibt es einen NFA A mit £(A) = L.
Betrachte den Potenzmengen-Automaten P(A) mit £L(P(A)) = L(A) (Rabin & Scott).

Betrachte weiterhin den DFA P(A), bei welchem die Finalzustande ,geflippt” sind.
Da P(A) deterministisch ist, gilt L(P(A)) = L(P(A)).

Zusammen erhalten wir, dass £(P(A)) = L gilt.

Damit ist L regular.
Da dies fiir alle L gilt, sind reguldre Sprachen unter Komplement abgeschlossen.

Produktautomat

Theorem
Seien X ein endliches Alphabet und L, K € X" requlér. Der Durchschnitt L n K ist reqular.

Beweis
Klar mit deMorgan’schen Regeln und der bereits bekannten Abgeschlossenheit unter Komple-
ment:LNK=LUK. 0

Dennoch gibt es einen praktischeren Ansatz. Seien A = (Qa, Goa, 24, Qra) und
B = (Qs,qos, =5, Qrs) endliche Automaten mit £(A) = L und £(B) = K Der Produktautomat

AN B =(Q4 % Qg,{qoa; Gos), =", Qra X Qps) enthalt genau dann eine Transition (p,, ps) > (94, Gs),
wenn gleichzeitig p, i>A gs und pg i),; gg existieren. Man sagt, A n B simuliert gleichzeitig A und
B und akzeptiert genau dann, wenn beide Simulationen akzeptieren.

Es gilt £(A n B) = L(A) n L(B).
Beweis
Seiw = wyw, ... w, € £". Wir zeigen beide Teilmengen-Beziehungen gleichzeitig.
w € L(A) n L(B)
gdW. Gos =4 Gna € Qra und Gog =5 G € Qre
gdw. es qgoa ﬂ)A a1a ﬁ)A ﬁ)A dna € Qra und qgop ﬂ>B dis 23 ﬁ’s dns € Qrp gibt
gdw. es (qoa, Gos) = (914, G15) = (Gnas Gns) € Qra X Qpp gibt

gdw. {Goa, Gos) = (Gna; Gns) € Qra X Qpp
gdw.w € L(ANB)



Shuffle

Definition

Seien ¥ ein Alphabet und v, w € X*. Der Shuffle v LLI w ist die Menge der Worte, die durch eine
beliebige abwechslung der Buchstaben von v und w hervorgehen. Dabei soll die Reihenfolge
der Buchstaben aus demselben Wort erhalten bleiben. Der Shuffle zweier Sprachen L € ¥* und
M c 3" ist die Sprache

{vywm;} falls L = {v;} und M = {w;} und (v; = € oder w; = ¢)
LuwM:=1a.(x ww,)ublv, uy) fallsL ={v,}undM={w,}undv, =axundw, =b.y

UV3€L,W3EM{V3} L {W3} sonst

Beispiel
aab L1 ba = {aabba, aabba, aabab, ababa, abaab, abaab, baaba, baaab, baaab, baaab}

Beispiele fiir regulare Sprachen sind

(aa)" Lu b" = b*(ab*ab*)’ (ab)" L (ba)* = (ab U ba)*

a wb* ={a, b} awia .b.a" =a".(abuba).a’

Proposition
Falls L und M regular sind, dann ist es auch L LLI M.

Seien A = (Qy, Goa, 24, Qra) und B = (Qg, Gos, =5, Qrg) NFAs auf dem Alphabet . Wir konstruieren
einen neuen NFA A LI B = (Q, go, =, QF) mit L(A L B) = L(A) L1 L(B).

Q=0Qs%x Qg do = (qoa: Gos) QF = Qra X Qg

(Pa, Ps) 5 (Ga,q8) gdw. |p, i>A Pa A pp = CIB) \4 (PA =da N\ Pg i>B ds



Nun gilt es, die Korrektheit dieser Konstruktion zu zeigen. Das Folgende wurde gegen Ende nur
kurz beschrieben.

Beweis

Seix=x;,...x € L(ALL B).

Dann gibt es einen akzeptierenden Lauf g, N (a;, b;) 2005 (ay, by) € QF.

Dabei simuliert gemal3 der obigen Konstruktion jede dieser Transitionen entweder eine A-
Transition oder eine B-Transition, wahrend der simulierte Zustand des jeweils anderen Automa-
ten unverandert bleibt.

Die Aneinanderreihung der A-Transitionen liefert nun ein Subwort v € 3" mit einen akzeptieren-
den Lauf gg, L: ay € Qpy, der aufgrund der Konstruktion von A LLI B in A existieren musste.
Analog erhalten wir iiber den B-Transitionen das andere Subwort w € X* und einen akzeptieren-
den Lauf gog 1)2 by € Qgp.

Jetzt beobachten wirx € v LLI w € L(A) L £(B).

Da dies fr alle x gilt, folgt £(A L B) € L£(A) L L(B).

Seix = x;...x¢ € L(A) w1 L(B), insbesondere x € v LLI wmitv = v,;...v, € L(A) und
W= Ww;...w, € L(B)mitn+ m = k. Genauer betrachte eine beliebige Buchstabenzuweisung
f:{1,...k} = {v,w} mitv = (x;)¢()=» und W = (X;)¢()-w. falls mehrere existieren.

Dann gibt es akzeptierenden Laufe gy,=a, i>A ﬁn\ a,€Q¢, und gog=by ﬂ)g LN b, €Q¢5.
In der gleichen Anordnung wie im Wort, lasst sich nun der folgende Lauf konstruieren:

do = (aé)abé)> X_1) (a’17bl1) ﬁ) ﬁ) (a;ﬁ b;(>

v

(a1,b)) fallsaj = a;und f(i + 1)

<G;+17 b;+1> = , ' .
(ai, b)) falls b = bjund f(i + 1)

w.

Per Konstruktion existieren alle erforderlichen Transitionen tatsachlich und es gilt
(ay, by) = (a,, by,) € Qr. Also wird x von A LLI B akzeptiert.
Da dies fiir alle x gilt, folgt £(A) L £(B) € L(A i B).

Zusammen folgt £(A L B) = £(A) L £L(B). O



