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Betrachte das folgende while-Programm:
if [5x + 2 < 7y]' then
[y =27
end if
while [(5x +2) + y < 3x + z]’ do
if [7y < 3x + z]* then
‘ [z:=z-1T
else
=l
end if
end while
[x:=3x]

Das Programm induziert u.a. die folgenden Elemente:

Var := {x,y, z} by :=[5x+2 < 7y] b, :=[y:= 2yT
B:={b,,b,,b5,b,,bs5,b5,b;}  by:=[(5x+2)+y< 3x+z]3 by :=[7y < 3x+2z]"
bs:=[z:=2z-17 be := [y == 2y]° by =[x := 3x]’

AExp ={1,2,3,5,7,x,y,2,3x,5x,2y,7y,z— 1,5x + 2, 5x + 2 + y, 3x + z}

Bemerkung: In der groBen Ubung wurden die atomaren Ausdriicke, also Literale und Variablen,

weggelassen.

Kontrollflussgraph in Programmrichtung und induziertes Gleichungssystem (der Extremalblock

wird hier mit Pfeil aus dem Nichts markiert):
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Ubungsaufgabe 7 [Available Expressions]
Gegeben: Der Kontrollfluss-Graph eines while-Programms.

Gesucht: Fur jeden Block die Menge der Ausdrticke, die in jedem Weg vor diesem Block schon
mal berechnet werden musste, ohne dass zwischendurch eine Variable neu zugewiesen wird.

Betrachte das Datenflusssystem ((B, E, F), (P(AExp), 2), @, TF) (beachte die umgedrehte Ord-
nungsrelation, da dies eine must-Analyse ist) mit TF := { f, : P(AExp) - P(AExp) | b € B}
wobei die Transferfunktionen von folgender Form sind: f,(X) := (X \ kill(b)) u gen(b). Dabei sind
kill(b) € D und gen(b) € D fiir jeden Block b € B fiir Available Expressions so definiert:

AExp nVars™'(x) fallsb =[x := a]

kill(b) := gen(b) := AExp(b) \ kill(b)
%] sonst
Xi =1 X, = f1(X;) X; = f(X;) 0 6(X;) nfs(Xs) N fs(Xs)
Xy = f3(X3) Xs = f4(X4) Xs = f4(X4) X7 = f3(X3)

Beachte die Verwendung von n. In Tabellen-Form werden nun sowohl die kill(1)- und gen(1)-
Werte, die Gleichungen des induzierten Gleichungsssystems, als auch die Kleene-Iteration dar-
gestellt.

Anmerkungen zur Tabelle auf der nachsten Seite:

1. In der Durchfiihrung einer Kleene-Iteration kommt es ausschlieBlich auf sich andernde
Werte an. Es missen nur die Blocke neu berechnet werden, deren Vorganger-Daten in der
vorherigen Iteration verandert wurden.

2. Leere Zellen markieren, wo sich keine Vorganger-Daten der letzten Iteration verandert ha-

ben.

3. Die Pfeile markieren, wo Anderungen aus einer vorigen Iteration zu neuen Berechnungen
in der Nachsten fihren.

4. Literale und bloBe Variablen sind selten wichtig und kénnen wie in der groBen Ubung
ignoriert werden. In diesen Tabellen sind sie mitberechnet.
(Sonst nehme AExp = {3x,5x,2y,7y,z—1,5x+ 2,5x + 2 + ¥, 3x + z})



b bs bs by by bs by bs
kill(b) @ {y,2y,7y, @ @ {z,z-1, {y,2y,7y, {x,3x,3x + z,
5x+2+y} 3x + z} 5x+2+y} 5x, 5x + 2,
5x+2+y}
gen(b) | {2,5, {2} {2,3,5, {3,7, {1} {2} {3}
7,X,Y, X,Y,Z,5X, X,Y,Z,
5x, 7x, 5x + 2, 7y, 3X,
5x + 2} 5x+2+y, 3x +z}
3x,3x + z}
Xb (i=)o fi(X,) f1(Xs,) f3(Xs, ) fa(Xs,) fa(Xs,) f3(Xs, )
N £(Xp,)
N f5(Xp,)
N fe(Xp,)
1 AExp AExp AExp AExp o AExp | AExp AExp
\\ /
gs(1) | @ 1,2,3,5,7,x
3x, 5x, 5x+42
\\ \\
\ 1,2,3,5,7, — 1,2,3,5,7,
2,57, N X,Y,Z,5x, X,Y,Z,5x,
ge(1) X, ¥, 5X, 2,5,7,x, |5x+2,3x+z, 5x+2,3x+2,
5x+2,7y 5x,5x+2 _| 5x+2+y, 3x 5x+2+y, 3x
N\
1,2,3,5,7, 1 1,2,3,5,7, [ 2,3,5,7,
go(l) \ \ X, Y, 2, 5x X,Y,2,5x
5x+2,3x+z, | 5x+2,3x+2z,
e 2,3,5,7, |5x+2+y,3x, | 5x+2+y, 3x,
7y 7y
gl (L) L %Zﬁ* 2,3,5,7,
gs(1) -]

Die Iteration stabilisiert sich nach 4 Schritten bei Ifp(gs) = g3(L):

={2,5,7,x,y,5%,5x + 2, 7y}
={2,5,7,x,5x,5x + 2}

={2,3,5,7,%,y,5x,5x + 2,5x + 2 + y, 3x, 3x + z}

={2,3,5,7,%,y,5x,5x + 2,5x + 2 + y, 3x,3x + z, 7y}

={2,3,5,7,%Y,5%5x+ 2,5x + 2+ y,3x,3x + z, 7y}

={2,3,5,7,%,y,5%,5x + 2,5x + 2 + y, 3x, 3x + z}




Ubungsaufgabe 8 [Very Busy Expressions]
Gegeben: Der Kontrollfluss-Graph eines while-Programms.

Gesucht: Fur jeden Block, die Menge der Ausdriicke, die in jedem Weg nach diesem Block be-
rechnet werden miussen, bevor eine der darin benutzten Variablen tGberschrieben wird.

((B,E, F),(P(AExp), 2), @, TF) mit TF := { f, : P(AExp) - P(AExp)| b € B}
(X \ kill(b)) U gen(b) mit

falls b =

Datenflusssystem S =
wieder von der Form f,(X) :=

(o) = AExp N Vars™' (x) [x:=a]

1) sonst

gen(b) := AExp(b).

Bemerkung:

1. kill bleibt gleich zu Available Expressions, aber gen ist nicht mehr eingeschrankt.

2. Wir betrachten den Kontrollfluss-Graphen in entgegengesetzter Richtung (= X,).

b b, b, b3 by bs be b,
kill(b) @ Vars™'(y) @ 2 Vars~'(2) Vars™'(y) Vars™'(x)
={y,2y,7y, ={z,z-1, | ={y,2y,7y, | ={x,3x,3x + z,
5x+2+y} 3x + z} 5x+2+y} 5x,5x + 2,
5x+2+y}
gen(b) ={2,5, {2,y,2y} ={2,3,5, ={3,7, {1,z,z=1} | {2,y,2y} {3,x,3x}
7, X, X,Y,Z,5x, X, Y, 2,
Y, 5x, 5x + 2, 7y, 3x,
5x + 2, 5x+2+y, 3x+z}
7y} 3x,3x + z}
Xo f2(Xp,) f3(Xp,) fa(Xp,) f5(Xbs) f3(Xp,) f3(Xp,) 2
N f3(Xp,) N f7(Xp,) N fs(Xp, )
1 AExp AExp AExp AExp AExp AExp AExp
gs(L) \ {7y \ {3x+2z \ {7y @
5x+2+y} 5%,5x+2, | 5x+2+y
5x+2+y} 3x + z}
gﬁ(J_) {3, x,3x}
go(L) | \{1,7,2y | \{1.7.2¢ \{(1,7,2y | \{1,7.2
z-1} 7y,z—1} 7y,z—1} 7y,z—1}
gs(L) \{1,7,2y,
z-1}
gs(L)
Die Iteration stabilisiert sich nach 4 Schritten bei Ifp(gs) = ge(L):

Ifp(gs)(b1) = {2,3,5,x,y,2,3x,5x,5x + 2,3x + z}

)
Ifp(gs)(b2) =
Ifp(gs)(bs) =
Ifp(gs)(ba) =
Ifp(gs)(bs) =
Ifp(gs)(be) =
Ifp(gs)(by) =

{2,3,5,x,Y,2,3%,5%,5x + 2,5x + 2 + y, 3x + z}

{3,x,3x}

{2,3,5,x,y,2,3x,5x,5x + 2}

{2,3,5,x,y,2,3x,5%,5x + 2,5x + 2+ ¥, 3x + z}

{2,3,5,x,y,2,3x,5%,5x + 2,5x + 2+ ¥, 3x + z}

%]




Eigenschaften formaler Sprachen
Die folgenden Gleichungen gelten fiir formale Sprachen. Sei X ein endliches Alphabet und seien
L,K,M c 5" beliebige Sprachen.

Assoziativitit:  LU(KUM)=(LUK)UM L.(KM)=(L.K).M

Kommutativitat: LUK=KUL

Idempotenz: LulL=1L (L") =L"

Distributivitdt: ~ L.(KUM) =LKULM (KuM).L=KLUM.L

Neutralitat: Llug=oul=L L{e}={e}.L=1L

Absorption: Lo=0L=0

Dariiber hinaus: L* =L".L L*={ejul” L(KL)" = (LK)".L

Berechnung eines Reguldren Ausdrucks
b
X
Das Gleichungssystem lautet:

U=aU+bV (1) V=aW+bY+e (2) W= (a+b)Z (3)
X = bU (4) Y=aU+aX+bY  (5) 7= W+e  (6)
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Es lasst sich auf verschiedenen Weisen I6sen. Insbesondere bendtigt man héchstens sooft Ar-
den’s Lemma, wie es Kreise im Graphen gibt. Dieser Automat hat 5 Kreise. Allerdings konnen
Uberschneidende Kreise gleichzeitig vereinfacht werden.

Z=¢c+(a+b)a+b)Z Einfligen von (3) in (6)
= ((a + b)(a + b))* (7)Arden’s Lemma

V=ala+b)Z+bY+¢ Einfligen (3) in (2)
=bY+ala+b)Z+¢ Distributivitat
=bY+ala+b)(a+b)a+b)) +e¢ (8)Einfiigen von (7)

Y =b"aU + b aX Arden’s Lemma in (5)
=b"aU+ b abU Einfligen von (4)
=b"(a+ab)Uu (9)Distributivitat

L(A) = U = aU + b(bY + a(a + b)((a+b)(a+b))" + €) Einfligen von (8) in (1)
= aU + bbY + ba(a + b)((a+b)(a+b))" + b Distributivitat

= aU + bbb™(a+ab)U + ba(a + b)((a+b)(a+b))* + b Einfiigen von (9)
= (a + bbb™(a+ab))U + ba(a + b)((a+b)(a+b))" + b Distributivitat
= (a + bbb"(a+ab))*(ba(a+b)((a+b)(a+b))" + b) Arden’s Lemma



