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Uhr auf Stud.IP an, welche Ihrer Lösungen Sie in der kleinen Übung vorstellen könnten. Am
Ende der kleinen Übung bekommen Sie die Summederen Punkte zugeschrieben, wenn Sie eine
davon erfolgreich vorstellen konnten, (oder falls Sie dazu nicht aufgerufen wurden).

Hausaufgabe 7.1: Kosten der Determinisierung 1 [3 Punkte]
Hier wollen wir zeigen, dass sich manche Sprachen mit einem kleinen NFA beschreiben lassen,
jeder DFA dafür jedoch zwangsweise riesig ist.
Es sei Σ = {a, b}. Betrachte für jede Zahl k ∈ N, k > 0 die Sprache Lk = Σ∗

.a.Σk−1 derWörter, deren
k-ter Buchstabe von rechts ein a ist.

a) Zeigen Sie, wie man zu jedem k ∈ N, k > 0 einen NFA Ak = ⟨Qk, q0,→, Fk⟩ mit L(Ak) = Lk und∣Qk∣ = k + 1 konstruiert. Geben Sie diesen Automaten formal als Tupel an.
Sie müssen die Sprachgleichheit nicht beweisen.

b) Zeichnen Sie A3 und seine Determinisierung P(A3) nach Rabin & Scott.

Hausaufgabe 7.2: Kosten der Determinisierung 2 [2 Punkte]
Betrachten Sie die Sprachen Lk aus Aufgabe 7.1.

Zeigen Sie für alle k ∈ N, k > 0 und u, v ∈ Σk mit u ≠ v die Aussage u /≡Lk v.

Welche Konsequenz können Sie für die Größe jedes DEAs für Lk schließen?

Hausaufgabe 7.3: Der Isomorphiesatz für DFAs [4 Punkte]
Es seien L ⊆ Σ∗ eine reguläre Sprache mit Index(≡L) = k ∈ N und A = ⟨Q, q0,→,QF⟩ ein DFA
mit L = L(A) und ∣Q∣ = k. Es sei AL = ⟨QL, q0L,→L,QFL⟩ der Äquivalenzklassenautomat zu L mit
L(AL) = L und u1, . . . , uk die Repräsentanten für die Äquivalenzklassen von ≡L.
Im Folgenden sollen Sie Satz 6.11 aus der Vorlesung zeigen: A und AL sind isomorph. Der Isomor-
phismus β ∶ QL → Q sei dabei wie folgt gewählt: β([ui]≡L) = qmit q0

ui
−→ q in A.

a) Betrachten Sie die Äquivalenzrelation ≡A. Zeigen Sie, dass Index(≡A) = Index(≡L) gilt. Zusam-
men mit ≡A ⊆ ≡L aus der Vorlesung wäre damit ≡A = ≡L gezeigt.

b) Zeigen Sie, dass β wohldefiniert ist.
Hinweis: Die Abbildung β wurde auf Äquivalenzklassen definiert. Man muss zeigen, dass β
unabhängig von derWahl der Repräsentanten u1, . . . , uk ist. Dazu nimmtman ûi ≡L ui an und
zeigt, dass β([ûi]≡L) = β([ui]≡L) folgt.

c) Beweisen Sie, dass β eine Bijektion zwischen QL und Q ist.

d) Zeigen Sie, dass β ein Isomorphismus ist. Manmuss noch zeigen, dass β(q0L) = q0, β(QFL) = QF

und für alle p, p′ ∈ QL und a ∈ Σ gilt:p
a
−→L p

′ gdw. β(p) a
−→ β(p′) .



Hausaufgabe 7.4: Nerode-Rechtskongruenz mit nicht-reguläre Sprachen [3 Punkte]
Sei Σ = {a, b} ein Alphabet. Betrachten Sie L = { anbam ∣ n,m ∈ N, n ≥ m }. Beweisen Sie, dass

[an]≡L = {an} für alle n ∈ N[an.b]≡L = { an+l.b.al »»»»» l ∈ N } für alle n ∈ N

gilt. Mit unendlich vielen Klassen ist L nach dem Satz von Myhill & Nerode nicht regulär.

Geben Sie alle weiteren Äquvialenzklassen bezüglich ≡L an.

Hausaufgabe 7.5: Table-Filling-Algprithmus [3 Punkte]
Betrachten Sie den folgenden DFA A.

sA w t x

u y v z

a

b

a

b

a

b

a
b

a

b

a

b a, b

a, b

Zeigen Sie, dass A minimal ist, indem Sie den Table-Filling-Algorithmus anwenden. Füllen Sie
Zellenmit 0, wenn das jeweilige Zustandspaar initial zu trennen ist, und ansonstenmit der Num-
mer der Iteration, in welcher das Paar erstmals getrennt wird.

Hinweis: Notieren Sie, während Sie Ihre Tabelle füllen, in welcher Reihenfolge Sie Zustände un-
terscheiden, z.B. werden zu Beginn finale Zustände abgetrennt: {s, t, u, v} /∼A {w, x, y, z}, und in
Iteration 1 können deshalb {s, u} /∼A {t, v} getrennt werden, usw.

Hausaufgabe 7.6: Pumping-Lemma für reguläre Sprachen [3 Punkte]
Sei Σ = {a, b} ein Alphabet. Für jedes Wort w beschreibe ∣w∣a die Anzahl der Vorkommen von a
inw. ∣w∣b sei analog definiert.
Beweisen Sie unter Verwendung des Pumping-Lemmas, dass die folgenden Sprachen nicht reg-
ulär sind.

a) L1 = {w ∈ {a, b}∗ ∣ ∣w∣b + 7 > ∣w∣a }
b) L2 = { anbm ∣ n < 42 oderm < n }
c) L3 = {w ∈ {a, b}∗ ∣ ∣w∣a ≠ ∣w∣b }
Hinweis zu c): Überlegen Sie sich folgendes: für eine gegebeneZahln ∈ N, welcheZahl ist durch
jede Zahl ≤ n teilbar?



Übungsaufgabe 7.7:
Betrachten Sie den folgenden DFA A. Bestimmen Sie dessen Äquivalenzklassen-Automat AL(A)
nach Myhill & Nerode mit dem Table-Filling-Algorithmus und geben Sie alle Äquivalenzklassen
der Nerode-Rechtskongruenz an.
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Übungsaufgabe 7.8:
Zeigen Sie unter Benutzung des Pumping-Lemmas, dass die folgenden Sprachen nicht regulär
sind.

a) L0 ∶= {w ∈ {a, b}∗ ∣ ∣w∣a ≥ ∣w∣b }
b) L1 ∶= {w ∈ {a, b}∗ ∣ ∣w∣a ≤ ∣w∣b oder 2∣w∣b ≤ ∣w∣a }
c) L2 ∶= { anbm ∣ n,m ∈ N und (n ≠ 1 oder ∃l ∈ N∶ m = l

2) }.


