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Bitte am Anfang ausfiillen:

Vorname:

Nachname:

Matrikelnummer:

Unterschrift:

Die Nummer Ihrer Klausurist # 1. Bitte merken Sie sich die Nummer. Wir werden die Klausur-
ergebnisse anonymisiert unter Verwendung der Nummern bekanntgeben.

. Achten Sie darauf, dass lhre Klausur vollstandig ist und getackert bleibt (14 Blatter).

Benutzen Sie nur das an dieses Blatt angeheftete Papier. Bei Bedarf konnen wir weitere Leerblat-
ter austeilen. Wenn der Platz auf der Vorderseite des jeweiligen Aufgabenblatts nicht ausreicht,
machen Sie kenntlich, wo Sie die Bearbeitung der Aufgabe fortsetzen.

. Als Hilfsmittel sind ausschlieBlich Sprachworterblicher sowie ein beidseitig handschriftlich be-

schriebenes DIN A4-Blatt erlaubt. Elektronische Gerate missen wahrend der Klausur ausgeschal-
tet bleiben. Tauschungsversuche werden als nicht bestanden gewertet und dem Priifungsamt ge-
meldet.

Schreiben Sie leserlich und bearbeiten Sie Ihre Klausur mit einem dokumentenechten Stift (nicht
mit Bleistift, kein Tipp-Ex, kein Tintenkiller) und nicht in roter oder griiner Farbe.

Wir werden das Deckblatt wahrend der Klausur auf korrekte Daten Uberpriifen. Legen Sie dazu
Ihren Studierendenausweis und einen amtlichen Lichtbildausweis bereit.

Wir werden den Termin fiir die Klausureinsicht auf unserer Website bekanntgeben:
tu-bs.de/tcs/tcs1.

. Die Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten.

Mit 40 Punkten ist die Klausur sicher bestanden.

Bepunktung: (wird von den Korrektoren ausgefiillt)

Aufgabe 1123|4567 |8|9]|10| %
Max. 1010|1010 10101010 10| 10| 100
Punkte
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1 NFA zu REG mit Ardens Lemma

Geben Sie einen reguldren Ausdruck an, der die Sprache L(A) des folgenden NFA A Uber
Y = {a, b, c} beschreibt. Stellen Sie hierzu ein Gleichungssystem auf und I6sen Sie es unter Ver-

wendung von Ardens Lemma.

Vorschlag:

Der Automat enthalt vier erreichbare Schleifen: g, 5 g1,.92 5 g2, G4 5 g, 5 g1, g3 5 ga 5 gs. Ar-
dens Lemma muss hochstens einmal fiir jede davon angewandt werden. Da es aber an Gleichun-
gen angewandt wird, kdnnten einzelne Anwendungen jeweils mehrere Schleifen |6sen. Das Glei-
chungssystem ist eindeutig.

Xo =&V GX1 U bX3 X] = GX1 U bXZ U bX3 X2 = bX1 U aX2 U CX4 X3 =&V CX4 X4 = CIX3

Hinweis: Es gentigt einen Ausdruck flr den Startzustand zu finden. Zwischenergebnisse sind
nur dann anzugeben, wenn die Gleichung wechselt, oder Ardens Lemma angewandt wird. An-
wendungen der Assoziativitat, Distributivitat, Neutralitat, usw. missen nicht genannt werden.
Prioritat sollten Schleifen haben, die keine anderen Schleifen erreichen.

X3 = €U caXs X, eingesetzt
= (ca)"* Ardens Lemma
X, = a(ca)’ X; eingesetzt
X, = a (bX; U cX,) Ardens Lemma
=a' bX,ua cX, Distributivitat
=a bX, uaca(ca)’ X, eingesetzt
X; = aX; U bX, U b(ca)” X; eingesetzt
= aX, u b(a*bX, U a“ca(ca)”) u b(ca)” X, eingesetzt
= (au ba*b)X, u (ba“ca u b)(ca)” Distributivitét x 3
= (au ba"b)"(ba"ca u b)(ca)" Ardens Lemma
L(A) = X, = € U aX, U b(ca)” X; eingesetzt

=eualauba“b)’(ba"cau b)(ca)* u b(ca)" X, eingesetzt
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2 Determinisierung und Komplementierung

Berechnen Sie einen DFA zur Komplementsprache £(A) der Sprache £(A) des folgenden NFA A
Uber X = {a, b, c}. Verwenden Sie hierzu die Rabin-Scott-Potenzmengenkonstruktion aus der
Vorlesung. Konstruieren Sie nur die vom Startzustand erreichbaren Zustande.

Vorschlag:

(Die Konstruktion nach Rabin & Scott konnte auf bis zu 2@ (hier 64 Zustande) heranwachsen.
Man kann friih erkennen, dass gs unerreichbar ist. Die Ziel-Automaten haben bei dieser Aufgabe
immer 8 bis 12 Zustande. Akzeptierende Zustande werden invertiert, also nur dann markiert,
wenn sie keinen akzeptierenden Zustand aus A enthalten.)
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3 CYK 19+ 1 =10 Punkte|

Betrachten Sie die kontextfreie Grammatik G = ({S, A, B, C}, %, P, S) iber dem Alphabet 3 = {a, b},
mit den folgenden Produktionsregeln.

S—>AA|BA|BB,
A-al|AC|BC,
B-b|CS,
C-b.

a) Nutzen Sie den Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus aus der Vorlesung, um zu bestimmen,
ob das Wort w = bbbaaa von der kontextfreien Grammatik G erzeugt wird. Fillen Sie die
Tabelle vollstandig aus.

b) Wie viele Prafixe von w liegen in der Sprache von G? Ein Wort x € > " ist ein Prafix von w, wenn

w von der Form w = x.y mity € 3" ist.

Vorschlag:

a) DaSin der Zelle flr das volle Teilwort enthalten ist, gilt w € £(G).

BC AS ABS BS BS S
BC AS BS S B
BC S B S
S
A S
A

b) Zahle wie viele Zellen in der ersten Zeile S enthalten: 5. (Erzeugte Prafixe sind bb, bbb, bbba,
bbbaa und bbbaaa selbst. € ist auch ein Prafix, kann aber nicht erzeugt werden.)
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4 Tripelkonstruktion 2+8+2=10Punkte|

Betrachten Sie den Pushdown-Automaten M = ({0, 1,2, 3,4,5},{a, b, c},{A,B,C}, qo, A, 6), der
mit leerem Stack akzeptiert und dessen Transitionsrelation é wiefolgt definiert ist.

a) Beschranken Sie lhren Suchraum fir nitzliche Nichtterminale. Welche Zustande besitzen
kein Verhalten mit bestimmten Stapel-Symbole als Top? Welche Zustande kommen nicht als
Ende einer Berechnung in Frage?

b) Verwenden Sie die Tripelkonstruktion aus der Vorlesung, um eine kontextfreie Grammatik G
mit £(M) = L(G) zu bestimmen.

c) Entfernen Sie alle unnutzlichen Nicht-Terminale aus G.

Vorschlag:

Nutzliche Tripel haben hochstens die Formen (qo, A, 7), (g1, C, 7),{q2, B, ), (g3, C, ?),{(gs, B, ?), so-
wie (77 ?7 q2>l <?7 ?7 q4>l <?a ?7 qS)

Hinweis: Beide der folgenden Algorithmen sind zuldssig. Es reicht, einen von ihnen zu folgen.

Die Reihenfolge, in der Tripel hinzugefligt werden, ist irrelevant. Hier wurden jeweils die Tripel
in einer Warteschlange organisiert.

Wann immer ein neues Tripel gefunden wurde, wurde es hier unterstrichen. Das ist nicht not-
wendig, kann aber hilfreich sein.
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Entlang der Erreichbaren: Entlang der Produktiven:

S - 0A2 | 0A4 | 0A5 3C2->c¢ 3C4->a
0A2 »a1C22B2 | a1C55B2 365->0b
0A4 > a 1C22B4 | a 1C5 584 102 > €302 582 - a3C2
0A5 - a1C22B5 | a 1C5 585 1C4 > c3C4 5B4 —» a3C4
12 » c3Q2 1C5 - ¢3C5 5B5 - a3(5

2B2 - £ 0A2 282 2B2 | £ 0A2 2B5 5B2
| € 0A5 582 2B2 | £ 0A5 5B5 5B2

0A2 - a 1C5 582
0A5 - a 1C5 5B5

0A4 - a 1C5 5B4
2B2 - £ 0A5 585 5B2

1C5 - ¢3C5 2B4 - £ 0A55B55B4  2B5 — £ 0A5 585 585
582 - a3Q2 2B2 - €0A22B22B2  2B4 — £ 0A2 2B2 2B4
2B4 — £ 0A2 2B2 2B4 | € 0A2 2B5 5B4 | € 0A2 2B5 582 | € 0A2 2B5 584

| € 0A5 5B2 2B4 | € 0A5 5B5 5B4 | € 0A5 582 2B2 | € 0A5 5B2 2B4
5B4 - a 3C4 2B5 - £0A22B22B5 0A2 - a1C22B2
2B5 — £ 0A2 2B2 2B5 | € 0A2 2B5 5B5 | €0A22B55B5  0A4 - a 1C2 2B4

| € 0A5 5B2 2B5 | € 0A5 5B5 5B5 | € 0A5 582 2B5 0A5 — a 1C2 2B5

5B5 - a3C5
3C2->c¢
3C5-0b
3C4>a

Alle erreichbaren Tripel sind hier produktiv:

(Seidazu F : P(N) - P(N) mit
FX)=XU{AeN|A—-ae(Xuz)}

S — 0A2 | 0A4 | 0A5

Das produktive Tripel
erreichbar:

1C4 sind hier nicht

(Seidazu F : P(N) - P(N) mit
FX)=Xu{S}u{BeN|A—>aBB AEcX)

F(@) = {3C2, 3C4, 3C5} F(o) = {S}
F(2) = F(o) U {1C2, 1C5, 582,584,585}  F (@) = F() U {0A2, 04, 0A5}
F(2) = F(2) U {0A2, 0A4, 0A5) F’(@) = F*(@) u {1C2,1C5, 2B2, 2B4, 2B5, 5B2, 5B4, 5B5}
F (o) = F(2) u {282,284, 285, S} F(2) = F’(@) U {3C2, 3C4, 3C5}
F(2)=F(e)=N.) F(2)=F(2).)
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5 Pumping-Lemma |7 +3 =10 Punkte]

Es sei X = {a, b}. Betrachten Sie die Sprachen
L={d".b"|n,meN, nistgerade odern =3m }und

L'={ we{a,b} ||wl],ist gerade oder |w|, = 3|w|, }.
a) Zeigen Sie unter Verwendung des Pumping-Lemmas, dass L nicht regular ist.

b) Zeigen Sie, welche Konsequenz sich dadurch fiir die Sprache L' ergibt.

Vorschlag:

a) Seip € N eine Pumping-Konstante.
6p+3b2p+1 el

Jede Zerlegung w = x.y.zmit |x.y] < pundy # eerfilltx.y € a’.
6p+3+2|y| b2p+1

Betrachtew = a
Jetzt betrachte i = 3.Es giltxy’z = a ¢ L, da 6p + 3 + 2|y| ungerade und ungleich
3(2p + 1) ist.
Da dies fiir alle Zerlegungen und fiir alle p gilt, kann L nach dem Pumping-Lemma nicht mehr
regular sein.

b) (Regulare Sprachen sind unter endlichen Schnitten abgeschlossen.)
Wire L' requlér, sowdreesauch L = L'na*b".
Alternativkann man auch sagen, das Argument aus a) lasst sich analog, also mit dem gleichen
w und i fir L' wiederholen.
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6 Automatenkonstruktion '5+5=10Punkte|

Betrachten Sie die Sprache L = {w € {a,b}" | |w]|, # 2|w|, + 1 }.

a) Konstruieren Sie einen PDA M, der L akzeptiert. Geben Sie insbesondere die Akzeptanz-
bedingung ihres Automaten an.

b) Erklaren Sie jeden Zustand und jedes Bandsymbol ihrer Konstruktion.
Vorschlag:
a) (Idee:Fuhre einen Zahler fiir |w|, — 2|w/|,, teste am Ende des Wortes, ob dieser 1 ist. Alternativ

kann der Zahler bei —1 starten und man vergleicht mit 0.)
Dieser PDA nutzt akzeptierende Zustande.

b) Der Zustand i initialisiert den Zahler auf 0. c und b’ erhéhen den Zahler um 1 fiir jedes a und
verringern ihn um 2 fir jedes b in der Eingabe. Mit den Zustanden 1?7 und acc geschieht der
Vergleich mit 1: Mit positivem Zahlerstand gelangt man in 17, der nur dann nach acc weiter-
leitet, wenn der Wert groB3er als 1 ist.

Um positive von negativen Zahlerwerten zu unterscheiden, gibt es A und B. Um zu jeder Zeit
die Null zu erkennen, liegt immer genau ein 0 auf dem Bottom.
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7 Greibach-Normalform 2+5+3=10Punkte

Gegeben ist die folgende Grammatik G in Chomsky-Normalform mit Startsymbol S Gber dem
Alphabet X = {a, b}. Die Nebenprodukt-Sprachen der starken Linksableitung sind der Tabelle
darunter zu entnehmen.

S—>AC|CA C->DA A-a D—-al|SE B-b E—BS|EC

A\ S AlB C D E
a || (CUAA)EAA)" | € | @ | AU(CUAA)EAA)EA | eu (CU AA)(EAA)'E
b %) | € @ o e

a) Erzeugen Sie zuerst Regeln fir neue Nichtterminale F, H und J fir die gemeinsamen Teilaus-
driicke (EAA)", (C U AA)(EAA)" und C".

b) Nutzen Sie F, Hund J, um die Regeln in Greibach-Normalform fiir S, A, B, C, D und E zu finden.

¢) Kombinieren Sie die Regeln aus a) und b) und bringen Sie sie in Greibach-Normalform.

Vorschlag:

a) Rechts-lineare Grammatiken:
F—e|EAAF H- CF|AAF J—¢€|CJ
b) GNF-Regeln fiir Originale Nichtterminale:
S - aH A-a B-b C > adA | aHEA D - a|aHE E - bSJ
c) e-Elimination: Diese zusatzlichen Regeln ersetzen die beiden Regeln F - eund J - &:
E— bS F - EAA H—- C|AA J->C
Einsetzen in die linken Nichtterminale in Regeln fiir F, H und J:

S—>aH A-a B-b C - dA | aHEA D - a | aHE E - bS|bSJ
F - bSAA | bSJAA | bSAAF | bSJAAF

H — aD | aHEA | aDF | aHEAF | aA | aAF

J = aD | aHEA | aDJ | aHEAJ
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8 Quiz 2+ 2+3+3=10Punkte|

Bestimmen Sie zu jeder der folgenden Aussagen, ob sie wahr oder falsch ist. Geben Sie jeweils
einen kurzen Beweis oder ein Gegenbeispiel an.

a) SeilL, eine kontextfreie Sprache und L, regular. Ist L, \ L, immer kontextfrei?

b) Esseik € N. Die Sprachklasse Reg, enthalte genau die Sprachen von DFA mit bis zu k Zustan-
den. Ist Reg, unter Vereinigung abgeschlossen?

c) Sei L, kontextfrei. Haben alle Grammatiken fiir L; in Chomsky-Normalform die selbe Anzahl
von nitzlichen Nichtterminalen?

d) Sei (D, E) ein vollstandiger Verband und f : D - P(D) mitf(d) = {d € D| d £ d}. Damit
enthdlt f(D) = {f(d) | d € D} c P(D) die ,nach unten gedffneten” Teilmengen von D. Ist
(f(D), c) ein vollstandiger Verband?

Vorschlag:

Ja, L \L =L n L, ist der Schnitt einer kontextfreien Sprache mit einer regularen Sprache, und
daher wieder kontextfrei.

Nein, {ab} € Reg, und {ba} € Reg,, aber {ab, ba} € Reg:.

Nein, S - AA | AB,A - a,B — aistin CNF, aber S - AA,A - aist sprachaquivalent und hat
weniger Nichtterminale.

Ja, c ist eine partielle Ordnung und fiir jede Teilmenge Y € f(D) gibt es ein X € D mit Y = f(X),
daher | |Y = f(| |X) und []Y = f([] X). Hilfreich kann auch eine Zeichnung wie diese sein:

T
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9 Myhill-Nerode 6 +3+1=10Punkte]

Betrachten Sie die folgende Sprache
L={we{ab} ||wl,=|w|,}.
Es wird die folgende Gleichung vermutet:
[a"], = {we{a,b)|wl,=n+]wl,}.

a) Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N, die Aquivalenzklasse [a"]., wie oben charakterisiert ist.

b) Nutzen Sie dieses Wissen und den Satz von Myhill & Nerode, um zu zeigen, dass L nicht regular
ist.

¢) Finden Sie einen Reprdsentanten fiir jede weitere, bisher nicht genannte Klasse.

Vorschlag:

a) SeineNundL,={we{ab} ||w,=n+]|w|}

Seiw € [a"],. Das heiBt w =, a” bzw.fiir alle v € {a, b}" gilt w.v € L gdw.a".v € L.
Insbesondere fiirv = b™ gilta"b™ € L und damit w.b™ € L.

Per Definition von L folgt |w|, = |w.b"|, < |w.b"|, = |w| + n.

Gleichzeitig gilt firn > 0und v = b"" auch a"b"™" ¢ L und somit w.b""' ¢ L.

Also folgt |wl, = |w.b" |, > [w.b"'|, = [wlp, + n = 1 bzw. |w]|, = |w|, + n.

Firn = 0 und n > 0 gilt daher |w|, = n + |w/,.

Damitist w € L' und als Folge [a"] € L, gezeigt.

(Alternativ sei v € {a, b}".
Es gilt |w|, + |v]|g < |Wlp + |V]p gdw. w.v € L gdw.a".v € L gdw. n + |v]|, < |V]p.
Stellt man beide Ungleichungen um, erhalt man |w/|, — |w|, < ||y — V| gdw. n < |v], = |V],.

Daraus folgt nun |w|, — |w|, = n, also |w|, = n + |w|,.)

Seiw € L,undv € {a, b}".

Esgiltw.v e Lgdw.n + |w|, + V], = [W|s + [V]e = WV, < [Wvlp = [W]p + |V]
n n

gdw.|a vl =n+|v|s < |v]p = |a .v]p.

Da dies fiir alle v gilt, folgt w =, a" und somitw € [a"]

=

Fir alle n gilt somit[a"];, = L,

L

b) Diese Teilmenge der Aquivalenzklassen ist unendlich gro3, daher ist der Index von =; unend-
lich, also ist L nach dem Satz von Myhill & Nerode nicht regular.

c) Firn>0gibtesnoch[b"], (={we€{a,b} | |w|,+n=|w|y}.
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10 Purer Pushdown-Automat 4+ 6=10Punkte|

Ein purer Pushdown-Automat tber einem Alphabeten X ist ein 3-Tupel M = (T, a,T ) mit
initialem Stapelinhalt a € ™, mitunter auch ein ganzes Wort, und einer endlichen Transitions-
relation T ¢ [ x(Sug)x ™. Diese Automaten sind in der Lage mit einer einzigen Transition ganze
Worter aus dem Stapel zu entfernen und kdnnen daher mehr als nur das Top-Symbol sehen.

Ohne Zustand besteht eine Konfiguration nur aus dem Stapelinhalt . Jede Transition
(x,s,y) € T liest den Buchstaben s aus der Eingabe und ersetzt den exakten oberen Inhalt-
x € I mity € ', ganz gleich welcher Inhalt B € I weiter unten steht. Dadurch entsteht die
Transitionsrelation —,, Giber Konfigurationen. Es gilt 8.x i>,V, B.y fur alle {x,s,y) € Tund aus
By —>u B, und B, =y B folgtimmer B, = B.

Ein Wortw € X" wird akzeptiert, sobald es vollstandig abgearbeitet und der Stapel geleert wurde.
Die Sprache von M ist daher £(M) := {w € =* | a - € }.

a) Zeigen Sie, dass jede kontextfreie Sprache durch einen puren Pushdown akzeptiert wird.

b) Zeigen Sie, dass die Sprache £(M) jedes puren Pushdown-Automaten M kontextfrei ist.
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Vorschlag:

a)

(Das groBte Problem ist hier, dass man keine Zustandsmenge mehr hat. Aber man kann nut-
zen, dass flr jeden PDA nach Tripel-Konstruktion und Greibach-Normalform ein dquivalenter
PDA mit einem Zustand entsteht.)

Sei L ¢ " kontextfrei und M = {{go}, 2, T, Go, #, &) ein PDA mit £(M) = L, welcher mit leerem
Stack akzeptiert. Der pure Pushdown M' = ([, #, T) mit T := { (x,s,y) | (G0, X,5,¥,qo) € 6}
erfullt L(M') = L.

Seiw € X" . Esqiltw =s,5,...5, € L(M) (wobeifirallei < n < |w| gilt:s; € X U {&})

gdw. # 5—1)/\/1 B, S—Z)M s—">/vl B, = € gdw. (qo, #) S_1)M’ (90, B4) S—Z)M' S—n)/vl' (G0, B,) = (G0, &)
gdw. w € L(M'). Also gilt Sprachgleichheit.

(Zwei Probleme: Der initiale Inhalt und mehrere Pop’s pro Transition.)

SeiM = (I',a, T) ein purer Pushdownund $ ¢ T.

Der gewdhnliche Pushdown M'=(Q, %, Tu{$}.90.{g1},6) mit Q={qo.g: }u{ {x,¥) | (x.X, s, y)€T}
und folgendem 6 erfullt L(M') = L(M): q, s/%) g, (fir Probleme 1 und 3),

a1 — {x,y) und (¢, y) — q, firalle (x,s,y) € T,
/e ely

sowie (B.x, y) %) (B,y) furallex € T'und (B.x.X, s,y) € T (fir Problem 2).

Seiw =s;...s, € L(M) mit Transitionsfolge a = 3, N B,=cundi<n.
Sei dazu (x;, s;, y;) € T die passende Transition und ; = B.x;.

Es gibt (g1, B;) ﬁ)M’ (%, yi): By) i)/\/l' ((&,yi), B) i)/\/l' (g1, B-yi) = (a1, Bisr)-

51

Da dies fiir alle i gilt, folgt zusammen {(qo, $) > (g;, a) => - KN (g1, €) und damit w € L(M').

Sei w € £(M') mit Transitionsfolge (go, $) = (g1, a) SINVRN (g1, €), die nach Konstruktion

immer so existiert und g; n-mal wiederholt. Jedes Fragment (g, B;) iM, (g1, B;,1) entstammt

dabei einer einzelnen Transition (x,s;,y) € T. Darum gilt auch B, o B;., fur alle i. Es folgt
$1 Sn

a=L,—y:— B, =¢alsowe L{M).



