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Kapitel 1

Differentialrechnung

Ziel In diesem Abschnitt verallgemeinern wir den Ableitungsbegriff, den wir bisher
nur fiir Funktionen mit einer unabhéngigen Variablen studiert hatten, auf Funktionen
mit mehreren Variablen. Die entstehende Theorie ist die Grundlage fiir sehr viele wei-
tere Gebiete der Mathematik (z. Bsp. Geometrie von gekriimmten Flachen und Réu-
men, gewOhnliche oder partielle Differentialgleichungen, Optimierung mit oder ohne
Nebenbedingungen) und besitzt zahllose Anwendungen in den Natur- und Ingenieur-
wissenschaften.

’ Vorlesungswoche 01

1.1 Partielle Ableitungen skalarer Funktionen

Erinnerung Fiir eine Funktion f : R — R mit Variable z € R ist die Ableitung in
einem Punkt z, definiert als

T T — T, h—0 h

wobei beide Grenzwertformeln dquivalent sind (via h = z — z, bzw. x = x, + h). Die
zweite dieser Formeln werden wir nun verallgemeinern.

Setting In diesem Abschnitt betrachten wir (skalare) Funktionen f : D — R, die auf
einer Teilmenge D C R"™ definiert sind, und bezeichnen mit

f(x) oder flzy, .oy )

den Funktionswert von f im Punkt x = (21, ..., z,,) € D. Insbesondere schreiben wir
die Komponenten des Arguments x als n-Tupel, da die Spaltennotation sehr uniiber-
sichtlich wére.

Skalare Funktionen in zwei Variablen (n = 2) kdnnen auf verschiedene Weisen visualisiert werden: Als

Flachenplot, als Dichteplot oder als Konturplot. Hier dargestellt fiir die Gauf-Funktion f(z1, z2) =

exp (—z% — z%)



1. Differentialrechnung

Definition Seix, = (x,1, ..., Ts,) ein gegebener Punkt in der Menge D. Wir sagen,
f besitzt in x, die j-te partielle Ableitung, falls der Grenzwert

9, F(x.) = lim L% £ €)= J(x)

h—0 h

wohldefiniert ist, wobei e; € R" der j-te kartesische Einheitsvektor des R" ist. Existiert

Oy, f(x.) fiir jedes j = 1,...,n, so nennen wir f partiell differenzierbar im Punkt x,.
Bemerkungen
1. Partielle Differenzierbarkeit ist zunéchst wieder eine punktweise Eigenschaft.

Ist diese in jedem Punkt x, € D erfiillt, so nennen wir die Funktion f

partiell differenzierbar (auf der Menge D). In diesem Fall sind 0, f,...,0., f
selbst Funktionen mit Definitionsbereich D und Wertebereich R.

Wir setzen bei allen Betrachtungen zur partiellen Differenzierbarkeit immer still-
schweigend h # 0 voraus. Beachte, dass wir in der obigen Definition durch die
reelle Zahl h und nicht durch die Differenz von zwei Vektoren dividieren.

. Fiir n = 2 sind e; = (1, 0) und e, = (0, 1) die beiden kartesischen Einheitsvek-

toren und analoge Formeln gelten fiir alle anderen Werte von n.

In der Literatur gibt es weitere Notationen fiir partielle Ableitungen, zum Beispiel

aa:jf(x*) = aa_f(x*) = f,a:j(x*) :

J

. Fiir n = 1 ist partielle Differenzierbarkeit die bekannte Differenzierbarkeit aus

Mathe-I und es gilt

0.(r) = f'(x) = = [(a).

Héngt f jedoch nicht nur von einer Variablen z, sondern von n Variablen
T1,..., T, ab, so schreiben wir weder f’ noch df/dz, sondern immer 0., f oder

. Man kann die partiellen Ableitungen auch wie folgt verstehen: f hédngt zwar von

den n unabhéngigen Variablen zi,...,z, ab, aber bei der Berechnung der par-
tiellen Ableitung 0., f(x.) fixieren wir die Werte von xs, ..., z, und untersuchen
die Differenzierbarkeit der eindimensionalen Funktion

R > 1 — f(l’l, Tx2y T3y v oy $*7n) cR

im Punkt z, ;. Analoges gilt fiir 0, f(x.) mit j =2...n.

r

TN

X2

h

Partielle Ableitungen fiir n = 2: Bei der Berechnung von 9z, f(x«) bzw. Ouz, f(x«) betrachten wir xa bzw.
z1 als konstant und betrachten f als Funktion von z1 bzw. z2. Der schwarze Punkt reprasentiert x. € R2.

X2

X1
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1.1. Partielle Ableitungen skalarer Funktionen 7

Beispiele
1. Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit
f(z1, 1) = 1 z5° )
und fixieren zunéchst x, = (2.1, .2) beliebig. Fiir h # 0 berechnen wir

f(xe +her) — f(x) _ f(@aq +hy 2e9) = f(201, Ta2)

h h
2 2
(x*yl + h) x*,Z = Ty 1 x*,Z
h
) h—0 2
- ‘T*,Q I*,Q

sowie

fthey) = f(x) _ fl@en, o+ h) = f@an, 2a2)
h h
x*,l (x*,Q + h)2 - ft*,l xiz

h
h—0
= 21’*,1 T2 +I*,1 h E— 237*,1 Lx,2

und haben damit die Existenz der partiellen Ableitungen

amf(w*,la 56*72) = xiQ ) al‘zf(x*,17 55*2) = 255*,1 Tx,2

gezeigt. Da unsere Argumente fiir alle x, € R? gelten, kénnen wir in den finalen
Formeln auch z; statt z,; und z, statt x, s schreiben.

Bemerkung zum formalen Rechnen: Unser Ergebnis kann auch durch

O, (151 :L’g) = x% , Ory (xl x%) =211 2
abgeleitet werden, wobei wir einmal bei festgehaltenem x5 nach x; und danach bei
festgehaltenem 1 nach z, differenziert haben. In der Praxis werden wir oftmals
so rechnen, d.h. wir werden meist x, nicht explizit einfiihren. Es ist aber wichtig
zu verstehen, dass partielle Differenzierbarkeit eine punktweise Eigenschaft ist,
die in einzelnen Punkten erfiillt, in anderen Punkten aber verletzt sein kann.

2. Bei theoretischen Betrachtungen werden wir die unabhéngigen Variablen meist
mit xq, ..., z, bezeichnen. In der Praxis werden aber natiirlich auch andere No-
tationen verwendet, zum Beispiel

fla,y) =2y,  Ouf(z,y)=y>, Of(z,y)=2zy.

Wichtig ist nur, dass Sie sich in jedem Kontext immer klar machen, was die
unabhéngigen Variablen sind und wieviele es gibt. In der Physik werden die un-
abhéngigen Variablen manchmal iiberhaupt nicht explizit geschrieben. Aus

2

E=mc
folgt zum Beispiel
oF oF
OnE = —=¢* oF=—=2 ,
am dc me
denn E kann ja als Funktion in den unabhéngigen Variablen m und c¢ betrachtet

werden.
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8 1. Differentialrechnung

3. Der Ausdruck
fxy, 9, 3) = 2% cos (x5) + (21 + x2) 3 sin (z3)

definiert eine Funktion f : R® — R, fiir die in jedem Punkt des Definitionsberei-
ches R? alle drei partiellen Ableitungen existieren. Insbesondere gilt

Op, (21, o, 3) = Sx% cos (x2) + w3 sin (x3)

wobei wir den Ausdruck fiir f analog zu oben bei festgehaltenem x5 und x3 nach
x1 abgeleitet haben. Analog erhalten wir

Oy f (1, Tg, 23) = —2% sin (29) + 23 sin (z3)
sowie
Oy f(x1, T2, x3) = (1 + X2) sin (x3) + (1 + x2) 23 cos (x3)
durch partielle Differentiation nach xy bzw. x3.
4. Fiir f:R3 — R mit
fl@,y, 2) =2+ |y + 2|
existieren nicht alle partiellen Ableitungen iiberall. Genauer gesagt, es gilt
O f(x,y, 2) =2z fir alle (z, y, 2)
und
Oyf(z, y, 2) = 0,f(z, y, z) =sgn(y + z) fir alle (z, y, z) mity + 2 # 0,

wobei

—1 fir s <0
sgn(s) = 0 firs=0
+1 fir s >0

die Signums- bzw. Vorzeichenfunktion ist.

Rechenregeln Analog zu Mathe-1I ergeben sich fiir zwei gegebene Funktionen f und
g die folgenden Gesetze :

1. Linearitit: Es gilt
Oy, (o f(x) + Bg(x)) = ad, f(x) + B, 9(x)

sofern o und J reelle Zahlen sind (oder allgemeiner Ausdriicke, die nicht von z;
abhéngen).

2. Produkt- und Quotientenregel: Es gilt
Os, (f(x) 9(x)) = (0, (%)) 9(x) + f(x) (0z,9(x))

und

7

F&)N  (05,/(x) 9(x) = f(x) (0:,9(x))
8wj<g(x)) - (g(X))2
wobei die letzte Regel nur in den Punkten x mit g(x) # 0 gilt.
3. Kettenregel: Es gilt
02,0(f(x)) = ¢'(f(%)) - (8x, f(x))

fiir jede stetig differenzierbare Funktion ¢ : R — R.
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1.1. Partielle Ableitungen skalarer Funktionen 9

Beispiel Mit ¢(s) = s? liefert die Kettenregel
Oa, ((x))" =3 (f(x))" s, f(x).
Analog folgt
O, (sin (24 x%)) = cos (21 x%) 73, o, (sin (acl x%)) = cos (1 x%) 211 29

mit ¢(s) = sin (s) und f(z1, z2) = 1 23.

Gradient skalarer Funktionen

Bezeichnung Die partiellen Ableitungen von f kénnen (sofern sie existieren) in je-
dem x € D zu einem Vektor vereinigt werden. Den entsprechenden Spaltenvektor

Oz, f (%)
grad f(x) = : = (O f(X), ., B f(x))T
O, f (%)
nennen wir den Gradienten von f in x, wohingegen wir den entsprechenden Zeilenvek-

tor spéter mit dem Differential bzw. der Jacobi-Matrix von f identifizieren werden. In
der Physik schreibt man auch gerne V f(x) statt grad f(x), wobei

Oy

V= :
O,

ein sogenannter Differentialoperator ist und auch als Nabla-Operator bezeichnet wird.

Rechenregeln  Fiir zwei stetig differenzierbare Funktionen f und f gilt:

1. Linearitit : Fiir reelle Zahlen a und & gilt

grad (a f(x) + @ f(x)) = o grad f(x) + & grad f(x),
2. Produktregel : Es gilt

grad (f(x) f(x)) = f(x) grad f(x) + f(x) grad f(x),

wobel auf der rechten Seite Produkte von Zahlen und Vektoren stehen.

Awusblick Gradienten skalarer Funktionen spielen in der Physik eine wichtige Rolle.
Ein Beispiel ist das elektrische Feld, dass von einer Punktladung erzeugt wird (siehe
weiter unten).

Geometrische Intepretation Fiir jede Funktion f und jeden Wert ¢ € R wird
Ny(c)={xe DCR" : f(x)=c}

die entsprechende Niveaumenge (bzw. Kontur) genannt. Wir werden spéater sehen, dass
Ny(c) fiir n = 2 bzw. n = 3 in der Regel als Kurve bzw. Fliche (und ganz allgemein als
n—1-dimensionale Hyperfliche des R™) betrachtet werden kann. Die wesentliche Beo-
bachtung ist nun, dass fiir jedes x € Ny(c) der Vektor grad f(x) senkrecht auf Ny(c)
steht. Insbesondere liefert grad f(x) immer die Richtung des steilsten Anstiegs (und
—grad f(x) damit die Richtung des steilsten Abstiegs). Siehe auch den Abschnitt tiber
Richtungsableitungen.
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10 1. Differentialrechnung

Konturplots von f(z1, z2) = 22 + 22 und f(z1, z2) = z? — 23, wobei Rot und Blau fiir grofe und kleine

Werte stehen. Der Gradient grad f(x) wurde in vier ausgewdhlten Punkten x als Pfeil abgetragen und zeigt
immer in Richtung des steilsten Anstiegs. Beachte die Analogie zum Bergsteigen, wobei die Konturen gerade
die Hohenlinien sind.

Stetigkeit skalarer Funktionen
Definition f heit stetig im Punkt x,, falls fiir jede Folge (x),oy in D mit

k—o0
X — X
auch
Flx) 2% f(x)

gilt. Ist f in jedem Punkt x, € D stetig, so sagen wir, f ist stetig (auf D).

Bemerkung

1. Wir haben damit den eindimensionalen Stetigkeitsbegriff aus Mathe-I verallge-
meinert.

2. Man kann auch wieder ein dquivalentes e-6-Kriterium fiir Stetigkeit einfiihren,
aber dies wird in dieser Vorlesung keine Rolle spielen.

3. Wir hatten in Mathe-I gesehen: Die Vektoren x;, = (z41, - .., Tx,) € R™ konver-

gieren fiir k£ — oo genau dann gegen den Limesvektor x, = (241, ..., Tupn) € R™,
wenn alle Komponenten konvergieren, d.h. wenn z,; = limy_, %, fiir jedes
j=1...n gilt.

Bemerkung Alle Funktionen, die in ,,einfacher Weise“ aus eindimensionalen stetigen
Funktionen zusammengesetzt sind, sind in der Regel auf ihrem Definitionsbereich stetig.
Zum Beispiel wird durch

f(zy, 29) = 25 exp (21 sin (22))
eine (in jedem Punkt) stetige Funktion f : R? — R definiert. Die Formel
f(z1, z2) = In (z1) tan x4
liefert hingegen eine stetige Funktion auf D = {(zy, 22) 1 21 > 0, —7/2 < 29 < +7/2 }.
Stetigkeit und partielle Ableitungen Die Existenz aller partiellen Ableitungen

garantiert in héheren Dimensonen (d.h. fiir n > 1) noch nicht die Stetigkeit der Funk-
tion f. Ein Standardgegenbeispiel ist f : R? — R mit

L22 flir T, T 0, 0 y
flena) = @ray 700

0 fiir z; =25 =0,

Michael Herrmann: Mathematik 2 fir Elektrotechniker [D)ev-sa | Version vom 14.7.2020



1.1. Partielle Ableitungen skalarer Funktionen 11

denn zum einen gilt

f(hey, 0) = f(0,0) . f(h,0)=f(0,0) . 00 _

O (0.0 = ity h SmT e T
sowie
h — h) — _
0,10, 0) — lim 10 1) = SO0y FORN=FO.0_, 0=0_

h—0 h h—0 h h—0 h
Andererseits ist f im Ursprung x, = (0, 0) nicht stetig, denn fiir die Folge
Xp = (Tg, Tr2) = (%, %)

gilt

d.h. x; konvergiert fiir k — oo gegen x,, aber f(xy) konvergiert nicht gegen f(x,) =0
(sondern im uneigentlichen Sinne gegen +00).

Merkregel Der Zusammenhang zwischen Stetigkeit und partieller Differenzierbarkeit
ist fiir n > 1 deutlich subtiler als fiir n = 1. Mathematiker fiihren unter anderem
deshalb den Begriff der totalen Differenzierbarkeit ein (siehe unten).

Hohere Ableitungen und Satz von Schwarz

Notation Wir schreiben

0,00, [ (x) = Oy, (0s, [ (%)) und 92 f(x) = 0y, (0, f (x))
fiir zweifache partielle Ableitungen, d.h. fiir partielle Ableitungen von partiellen Ablei-
tungen (sofern diese existieren). Alternative Schreibweisen sind

02

o d 2 =
f)umd 0 = ()

- 81’18.13

und analog werden dreifache, vierfache usw. Ableitungen eingefiihrt.
Beispiel
1. Fiir die Funktion f :R? — R mit
f(z1, z3) = sin (:cl + 23)
berechnen wir zunéchst
amlf('l:l? 902) = COs (fﬂl + Ig) ) 3zzf($1, Iz) = 25 COS (Il + 33%)
und anschlieffend

ailf(xla 132) =
azgaxlf(xla Iz) ==

i (

0 s(x1+:r§)) :—sin(ycl—i—xg),
Ouy (

co
cos (21 + 23)) = =2z sin (z; + z3)

Michael Herrmann: Mathematik 2 fiir Elektrotechniker [@D)ey-sa | Version vom 14.7.2020



12

1. Differentialrechnung

sowie
O Oy f (1, T2) = O,y (22 cos (w1 + 23)) = —215 sin (z + 23)
92, f(x1, 33) = Oy, (25 cos (w1 + 23)) = 2 cos (z1 + x3) — 423 sin (z + 23) .

Insbesondere gilt in diesem Beispiel 0., 0., f (21, ©2) = 04,04, f (21, 2) und damit
der Satz von Schwarz (siche unten) in jedem Punkt (z1, z2).

. In Physikernotation ergeben sich aus

2

r+y
f:
z
die Formeln
2 x + y?
of=-. o5="2, or=-"2L.
z z z
sowie
1
8§f = 07 ayazf = 07 azaa:f = ;7
2 2y
&anf — 0, 3§f — ; azﬁyf — —?
1 2 21+ 242
%0.f = —=. 0,0.f = 2. R = =,

wobei wir immer z # 0 vorausgesetzt haben. Auch hier gilt mit
aa:ayf = ayaa:fu 8yazf = azayfv awazf = azaa:f

der Satz von Schwarz in jedem zuldssigen Punkt (z, y, 2).

. Ein negatives Standardbeispiel ist

s T
f(xb x2) = T122 .T% +£C§ fiir (‘7:17 -'1:2) ?’é (O, 0),

0 fir (x1, z2) = (0, 0).

Fiir dieses erhalten wir die ersten Ableitungen

4 2,3 _ .5
xyTe +4ayxy — a8

fiir (21, 0,0),
8x1f($1, 55'2) = (Z’% + ZU%)Z ( 1 2) 7£ ( )
0 fiir (21, z2) = (0, 0),
5 3.2 4
xy — 4y s — 2175 .
fir (zq, 0, 0),
Oy f (21, 2) = (22 + 1:%)2 (w1, x2) # (0, 0)

0 fir (zq, z3) = (0, 0),

wobei die Berechnung in jedem Punkt (1, z3) # (0, 0) mit Produkt- und Quoti-
entenregel gelingt, aber in (0, 0) das Bestimmen von Grenzwerten erfordert. Die
gemischten zweiten Abeitungen im Ursprung ergeben sich zu

.1 . L [+R°

1 . 1 /—h°

und wir schliefen, dass der Satz von Schwarz im Punkt (0, 0) verletzt ist (in allen
anderen Punkten gilt er aber). Dqs Problem ist, dass zwar die ersten partiellen
Ableitungen in (0, 0) stetig sind (Ubungsaufgabe), aber die zweiten nicht mehr.
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1.2. Ableitungen vektorwertiger Funktionen 13

Definition f: D — R heifst k-mal stetig differenzierbar, wenn alle k-fachen partiel-
len Ableitungen in jedem Punkt aus D existieren und stetig sind.

Theorem (Satz von Schwarz) Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
gilt
O O, [ (X) = 0,0z, f (%)
in jedem Punkt x € D und alle 4,5 = 1...n mit i # j.
Beweis: Es sei auf die Literatur verwiesen, zum Beispiel [AORS, Satz 17.1.11]. m

Bemerkung

1. In praktisch relevanten Féllen wird der Satz von Schwarz in aller Regel gelten. Sie
diirfen ihn in den Hausaufgaben auch stets ohne besondere Begriindung benutzen.

2. Wir werden weiter unten sehen, dass die Existenz und Stetigkeit aller partiel-
len Ableitungen schon die Existenz und Stetigkeit der entsprechenden totalen
Ableitungen impliziert. Die analoge Aussage ohne Stetigkeit gilt aber nicht.

3. k-fache partielle Ableitungen heifen auch partielle Ableitungen der Ordnung k.

Verallgemeinerung Fiir dreimal stetig differenzierbare Funktionen kénnen immer
drei partielle Ableitungen beliebig vertauscht werden, d.h. es gilt zum Beispiel

02,05, 0y, f(X) = 0,04,00, [ (X) 00,02 f(X) = 0y,05,05, f(x) = aijazif(x)

LiZxj

fiir alle paarweise verschiedenen Indizes 7,7,k = 1...n. Analoge Aussagen gelten fiir
vier- und fiinfmal stetig differenzierbare Funktionen.

Hesse-Matrix skalarer Funktionen Existieren alle zweiten partiellen Ableitungen
von f, so wird

2 f(x) ... 00,0, f(x)
Hf(x) = : :
02, Oui f(x) .. 05 f(x)

als die Hesse-Matrix von f im Punkt x bezeichnet. Diese quadratische (n,n)-Matrix
ist symmetrisch (sofern der Satz von Schwarz gilt) und ihre reellen Eigenwerte spielen

eine prominente Rolle bei der Untersuchung lokaler Extremstellen. Sie wird manchmal
auch als V2 f(x) bezeichnet.

1.2 Ableitungen vektorwertiger Funktionen

Setting In diesem Abschnitt betrachten wir vektorwertige Funktionen f : D — R™,
die wieder auf einer Menge D C R" definiert sind, aber diesmal Werte im R” annehmen
(wobei m und n verschieden sein kénnen). Insbesondere besitzt eine solche Funktion
via

fi(x)
fx)=1 :

fm(x)

genau m skalare Komponentenfunktionen f; : D — R.
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14 1. Differentialrechnung

Bemerkung Alle Konzepte des vorangegangenen Abschnitts (partielle Differenzier-
barkeit, Stetigkeit, stetige Differenzierbarkeit, Satz von Schwarz) kénnen nun kompo-
nentenweise iibertragen bzw. angewendet werden. Eine Funktion f : D — R™ ist zum
Beispiel genau dann stetig oder stetig differenzierbar im Punkt x, € D, wenn alle f;
die entsprechende Eigenschaft besitzen.

Jacobi-Matrix (oder Funktionalmatrix) Die partiellen Ableitungen der Kompo-
nentenfunktionen f; kénnen (sofern sie existieren) zeilenweise in eine (m,n)-Matrix
einsortiert werden:

Op, f1(xX) o0 Op, f1(x)
Jf(x) = : :

Opr fin(X) . Ogy fonl)

Bemerkung Die Berechnung der Jacobi-Matrix ist eine lineare Operation, d.h. es
gilt

J(af +af)(x) = aJf(x) + a Jf(x)

fiir je zwei differenzierbare Funktionen f, f und beliebige reelle Zahlen «, a.

Alternative Notation Physiker und Ingenieure setzen oftmals y = f(x) und schrei-
ben die Jacobi-Matrix als
0 0y;
JE(x) = =Y = ( Y ) ,
ox Ox; i=l..m,j=1l..n

wobei die Notation der rechten Seite andeuten soll, dass y; bzw. x; in der i-ten Zeile bzw.
j-ten Spalte auftaucht. Diese Notation hat viele Vorteile, aber auch einige Nachteile
und die Kunst besteht darin, in jedem Kontext die ,,optimale” Notation zu wahlen. Es
diifte niemanden iiberraschen, dass die eine Notation exakter, die andere aber oftmals
praktischer ist.

Bezispiele

1. Fiir m = 2, n = 3, D = R3 sei die stetig differenzierbare Funktion f : R?® — R?
gegeben durch

f1<l’1, T2, $3) = T1 X2 +‘T§7 fQ(Ila €2, ‘T3> = l’? (‘TQ +I3)

Die Jacobi-Matrix berechnet sich zu

To I 21’3

JE(x) = (2 ry (1o +23) 23 22 ) ’

wobei die erste bzw. zweite Zeile aus den partiellen Ableitungen von f; bzw. f5
zusammengesetzt ist. Die erste bzw. zweite bzw. dritte Spalte entspricht dabei
den Ableitungen nach x; bzw. x5 bzw. x3.

2. Die Formeln

fi(zy, x3) = o1 + 22, fa(xr, z2) = x% T2, f3(x1, xa) = 4 x%
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1.2. Ableitungen vektorwertiger Funktionen 15

definieren eine Abbildung f : R? — R? und wir erhalten nach einfachen Rechnun-
gen die (3,2)-Matrix

1 1

JE(x) = 22120 22

3 2
T 3175

3. Im Fall von m =1 gilt
If(xX) = (O fi(x) .. O fi(x)) = (grad f(x))",

d.h. die Jacobi-Matrix einer skalaren Funktion ist gerade der Zeilenvektor aller
partiellen Ableitungen.

4. Fiir n = 1 ergibt sich
fi(z)
@)= | =f(2)
fo()

als Jacobi-Matrix einer vektorwertigen Funktion mit nur einer Variablen z € R.

5. Die Kreisfrequenz w eines idealisierten Pendels kann mittels

w=./2
[
aus der Erdbschleunigung ¢ und der Fadenldnge [ berechnet werden. In Physi-

kernotation kann die entsprechende Jacobi-Matrix als

IR SN (R S/
3g,p ~ (O Ow) (w@ 2ﬂ9

geschrieben werden. Wichtig ist nur, dass am Ende eine (1, 2)-Matrix da steht
(und diese auch richtig berechnet wurde).

Einschub*: Zum Konzept der totalen Ableitung

A T2 A T2
Xx X

X1 Z1
N A
7 7

Links: Die partielle Differenzierbarkeit von f bzw. f in x. garantiert, dass die Funktion in allen Einheitsrich-
tungen differenzierbar ist. Rechts: Totale Differenzierbarkeit fordert (salopp gesprochen) die entsprechende
Eigenschaft auch auf allen gedrehten oder gar gekriimmten Kurven, die durch x. laufen.

Definition Eine Funktion f : D C R* — R™ heiftt total differenzierbar im Punkt
x, € D, sofern es eine lineare Abbildung ¢ : R™ — R™ gibt, so dass

B0 — (F(x) + 9(x — x.))

. ]

=0
gilt, wobei beide Seiten dieser Gleichung Vektoren im R™ sind.
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16 1. Differentialrechnung

Bemerkungen

1. Totale Differenzierbarkeit wird auch vollstédndige Differenzierbarkeit genannt.

2. m =1 ist zugelassen, d.h. unsere Definition deckt auch skalare Funktionen ab.

3. Die Lineare Abbildung ¢ wird von f und von x, abhédngen. Sie wird in der
Mathematik das Differential von f in x, genannt und mit df|., bezeichnet.

4. Die Grenzwertformel kann auch als lokale Approximationsformel
f(x) = f(x.) + p(x —x.) + o([x — x.[[)

geschrieben werden, wobei o das Landau-Symbol aus Mathe-I ist und |[|-|| die
euklidische Norm im R”™ bezeichnet. Wir werden diese Formel als Spezialfall des
Satz von Taylor wiederfinden.

Lemma (Folgerungen aus totaler Differenzierbarkeit) Ist f total differenzier-
bar in x,, so ist f auch stetig in x, sowie partiell differenzierbar in x,. Auferdem
gilt

d(x—x.) =Jf(x,) - (x — %) .

d.h. die lineare Abbildung ¢ wird gerade durch die Jacobi-Matrix vermittelt. (Die rechte
Seite ist als Produkt einer (m,n)-Matrix und eines n-dimensionalen Spaltenvektors ein
m-dimensionaler Spaltenvektor).

Beweis: Alle Behauptungen folgen unmittelbar aus den punktweisen Definitionen zur
Stetigkeit, partiellen Differenzierbarkeit und totalen Differenzierbarkeit, wobei auch die
Approximationsformel von eben niitzlich ist. Die Details finden sich zum Beispiel in
[AORS, Satz 17.2.3, Teile a) und b)|. O

Theorem (Hauptsatz iiber totale Differenzierbarkeit) Wenn alle ersten par-
tiellen Ableitungen von f in x, existieren und dort stetig sind (oder anders gesagt:
wenn f einmal stetig differenzierbar in x, ist), so ist f auch total differenzierbar in x,.

Beweis: Dieses Ergebnis ist nicht ganz so einfach zu zeigen, sieche [AORS, Satz 17.2.3,
Teil ¢))]. O

Merkregel Aus mathematischer Sicht ist totale Differenzierbarkeit deutlich besser
als partielle Differenzierbarkeit. In praktischen Féllen sind beide Konzepte aber in
aller Regel identisch, eben weil die auftretenden partiellen Ableitungen meist stetig auf
ihrem Definitionsbereich sind.

Bemerkung Man kann auch zweifache, dreifache totale Ableitungen einfithren und
analoge Aussagen iiber den Zusammenhang mit partiellen Ableitungen herleiten. Be-
achte aber, dass dann die entsprechenden partiellen Ableitungen sehr viele Indizes
tragen und daher im Allgemeinen nicht mehr die Komponenten einer Matrix, sondern
eines sogenannten Tensors hoherer Stufe liefern. Die Ausnahme sind die zweiten Ab-
leitungen einer skalaren Funktion, die man elegant in die Hesse-Matrix einsortieren
kann.
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1.2. Ableitungen vektorwertiger Funktionen 17

Kettenregel fiir Jacobi-Matrizen

Theorem Sind D C R” und E C R™ zwei Mengen und f : D — Eund g : £ — R*
jeweils stetig differenzierbare Funktionen, so gilt

J(gof)(x) = Jg(f(x)) - Jf(x),
wobei die rechte Seite das Produkt einer (k,m)-Matrix und einer (m, n)-Matrix ist.

Beweis Der Beweis benutzt totale Ableitungen, siche [AORS, Satz 17.2.10]. O

Alternative Notation Setzen wir y = f(x) und z = g(f(x)), so kann die Kettenre-
gel sehr kompakt als

ox 0y 0x
geschrieben werden. Diese Matrizengleichung verallgemeinert die eindimensionale Ket-
tenregel

0z Oz 6_y

dz dz dy

dz dy dz’
aber die Reihenfolge der Faktoren ist diesmal wichtig, da andernfalls die Matrizen-
multiplikation nicht definiert sein muss oder ein falsches Ergebnis liefern konnte. Die
Regeln der Matrizenmultiplikation implizieren, dass die Kettenregel komponentenweise
als
0z, "0z 0y

8_CL‘j — 0y, 0x;

geschrieben werden kann, wobei diesmal die Faktoren auf der rechten Seite sogar ver-
tauscht werden diirfen (denn die Multiplikation von Zahlen ist im Gegensatz zur Mul-
tiplikation von Matrizen kommutativ).

Bemerkung: Unter der FEinsteinschen Summenkonvention kénnte man sogar das
Summenzeichen weglassen, da in diesem Kalkiil immer iiber doppelt auftretende Indizes
(hier 7) automatisch summiert werden muss. Wir wollen das aber in dieser Vorlesung
niemals tun.

Beispiele

1. Bei der Kettenregel empfiehlt es sich auch in der mathematischen Notation, die
Variablen der Funktion g mit y zu bezeichnen. Fiir n = 3, m = 2 und k = 3
betrachten wir

fi(zy, za, x3) = 21 + 29 + 73, fo(w1, 29, ¥3) = 21 12 73
sowie
n, )=+, e y) =y, gs(y, v2) = 5.
Die verkettete Abbildung h := g o f ist dann durch
T1+ X9+ Ty + X1 ToX3

h(x) = (w1 + 73 + 73)*

2.2.9
T1T573
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18 1. Differentialrechnung

gegeben und wir kénnen die entsprechende Jacobi-Matrix natiirlich direkt zu

].+.CL'2ZL'3 1+ZL'1ZL’3 1+ZL’1ZL‘2
Jh(X)Z 21’1+2I2+21’3 2I1+21’2+2I3 2I1+2172+2I3
2xy 13 23 222 1y 2 222 12 13

berechnen. Alternativ konnen wir die Kettenregel mit

1 1
1 1 1
Tx) = (xzxg T1%3 T1 xz) 7 Tely) = le Z(y)
2

verwenden und erhalten via Substitution

= fl(l’h T2, 13)7 Y2 = f2(1517 T2, $3)
zunachst
1 1
Jg(f(x)) = [ 221 + 222 + 213 0
0 2]71 To T3

und anschliefend dasselbe Ergebnis durch Matrizen-Multiplikation von Jg(f(x))
mit Jf(x).

2. Wir wollen auch ein Beispiel in Physikernotation rechnen. Wir wahlen diesmal
n =2, m =3, k =2 und schreiben x = (z1, x2), y = (y1, Y2, ¥3), 2 = (21, 22).
Mit

Y1 =1+ T2, Y2 = T1 — T2,, Y3 = T1 T2
und
21=Y1+ Y2 — Y3, 2 =15

ergibt sich

amzl 8;1:22’1 _ aylzl 8y221 8y3z1 ‘ gxlyl gmyl
8I1 22 8Z2 22 ayl zZ2 ayz Z9 8y3 29 =1 Y2 w2 Y2

O2,y3 Oz,U3
_ (1 1 -1 ) i _1 )
00 —2y3 Ty 1
o 2 — i) —I . 2 — T2 A
T\ 2x0y3 2x1y3)  \—2ma5 2121,
als Variante der Kettenregel. Alternativ kann man dieses Ergebnis aus den For-
meln

7 =2x1 — 129, zzzxfxg
wieder direkt durch Ableiten gewinnen.
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1.2. Ableitungen vektorwertiger Funktionen 19

3. Mit der Kettenregel kénnen wir auch vektorwertige Funktionen entlang von Kur-
ven differenzieren. Zum Beispiel dndert sich das Vektorfeld

T+ 23
f(x)= [ xo — x3
z3 + a3
entlang der Kurve
cos (t)
x(t) = | sin(?)
t
wie folgt
d
Ef(x(t)) = Jf(x(t)) - Ix(t)
1 0 1 —sin (t) —sin (t) +1
= 0 1 —1] | +cos(t)| =|+cos(t)—1
2 cos(t) 2sin(t) 0 1 0

Auch hier kann man alternativ erst x(¢) in die Formel fiir f(x) einsetzen und
anschlieffend nach der skalaren Variablen ¢ differenzieren. Wir werden eine ganz
ghnliche Idee zur Definition von Richtungsableitungen verwenden.

Richtungsableitung Sei f: D C R” — R™ stetig differenzierbar und seien x, € D
und v, € R” beliebig. Dann wird
f(x, +tv,) —f(x.
Oy.f(x,) := lim (. +v.) = Flx) = Jf(x,) - v.

t—0 t

die Richtungsableitung von f im Punkt x, in Richtung v, genannt, wobei das erste
Gleicheitszeichen die Defintion ist und das zweite ein Theorem widerspiegelt. Dessen
Giiltigkeit ergibt sich direkt aus der Kettenregel, denn betrachten wir die Kurve

xX(t) = x4 + v,
so ergibt sich

d d
SF () = IE(x(t) - (1)

fiir alle ¢ und nach Auswertung in ¢ = 0 erhalten wir via

d

x(0) = x,, Ex(t) d

o= Ve Oyv.f(x,) = gf(x(t))

t=0

die gewiinschte Formel. Beachte, dass 0y, f(x.) nach Konstruktion immer ein m-
dimensionaler Spaltenvektor ist.

Bezispiele
1. Fir v, = e; gilt offensichtlich
Oe;f(x.) = 0, f(x,)

d.h. die Richtungsableitung verallgemeinert das Konzept der partiellen Ableitung.
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20 1. Differentialrechnung

2. Mit n =2 und m = 3 und

fl(xly 552):%4‘51327 f2(331, 5E2>:$1—$27 f3($1, xz):%l’z

erhalten wir fiir v, = e; + e; und w, = e; — 2 e, durch einfache Rechnungen

1 1 1 2
Ovf(x)=1 1 —-1]- (1> = 0
Tx2 Tl Te1l T Tu2
sowie
1 1 1 —1
Ow.f(x)=| 1 —-1]- (_2) = 3 ,

Ty2 L1 —2 Tyl T Tu2

wobel wir natirlich am Ende auch wieder x statt x, schreiben konnen.

Lemma (Gradient als Richtung des steilsten Anstiegs) Secien ¢ ein stetig
differenzierbares Skalarfeld und x, ein beliebiger Punkt mit g, := grad g(x.) # 0.
Dann gilt

— |lg«ll < Ong(x:) < + |84l

fir jeden Richtungsvektor n € R™ mit ||n|| = 1, wobei das Gleichheitszeichen links
bzw. rechts nur fir n = —g,/ ||g.|| bzw. n = +g./||g.|| angenommen wird.

Beweis: Nach Definition gilt

Ong(x.) = Jg(x.) 'n = (grad g(x.), n),
wobei (-, -) das euklidische Skalarprodukt im R"™ bezeichnet. Die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung liefert nun die Behauptung. O

Nichtlineare Variablenwechsel und Transformationsformeln

Setting Wir betrachten zwei Mengen D, E C R" sowie zwei stetig differenzierbare
Abbildungen f : D — R™ und u : £ — D, wobei letztere als bijektiv vorausgesetzt
wird. Insbesondere kann u als nichtlinearer Variablenwechsel interpretiert werden und
es existiert immer die inverse Abbildung v := u™! : E — D. Wir werden nun mittels
der Kettenregel die Ableitungen f mit denen von g = f o u in Beziehung setzen. Aus
abtrakt-mathematischer Sicht passiert in diesem Anschnitt nichts Neues und daher
wollen wir die Ingenieurnotation verwenden, um die entstehenden Formeln besser zu
verstehen. Wir bezeichnen im folgenden Punkte in D bzw. E bzw. R™ mit x bzw. y
bzw. z und schreiben

x=uly), y=v(x), z=gy) =1fx).

Variablenwechsel werden haufig auch Koordinatenwechsel genannt.

155

Die Funktionen f und g beschreiben dieselbe Gréfie z, aber einmal durch die Variablen x und das andere Mal
mittels der Variablen y. Die griinen bzw. roten Linien entsprechen auf beiden Seiten den Kurven y; = konst
bzw. y2 = konst (Niveau- oder Konturlinien der y;).

Michael Herrmann: Mathematik 2 fir Elektrotechniker [D)ev-sa | Version vom 14.7.2020



1.2. Ableitungen vektorwertiger Funktionen 21

Herleitung der Allgemeinen Formeln Nach Konstruktion gilt

u(v(x)) =x  bzw. v(u(y)) =y
und durch Differentiation erhalten wir mit der Kettenregel die Matrizengleichungen
0x 0y 0y 0x
dy 0x ’ ox 0y ’
wobei I gerade die Einheitsmatrix (mit n Zeilen und n Spalten) ist. Oder anders gesagt:

die Jacobi-Matrix Ju(y) ist invers zur Jacobi-Matrix Jv(x) und umgekehrt. Auferdem
gilt

oz 0z (9y %7@%
ox Jy 0x’ dy 9x 0y’

Diese ersten beiden Gleichungen kénnen beide komponentenweise als
Z dxy 0 oy _ 5k
vy Ox; x; %]
geschrieben werden, wobei

s [ 1 firj=k
0 firj#£k

das aus Mathe-I bekannte Kronecker-Delta ist. Die Matrizengleichungen fiir die Ablei-
tungen von z implizieren

0 z; Z@y;(‘)zl 0z - %823
dx; dx; 0y’ dy; = 0y;0x’

wobei wir die Reihenfolge der skalaren Faktoren unter den Summen vertauscht haben.
Da diese Formeln fiir jedes z; gelten, schreibt man oftmals auch

0 " Oy O dxz; 0
dzj = 0x;0y’ 8@/] Z

B dy; 01

und erhélt die sogenannte Transformationsformel fiir die Differentialoperatoren erster
Ordnung, mit der man bequem symbolisch rechnen kann. Durch dhnliche Betrachtungen
konnen wir auch zweite Ableitungen transformieren und erhalten

0? _zn:i 8yl 0
Oz 0w, N — 0wy, 833]8?;;

— %y oy 0y, 0
Zaxkax ayl Zzax] 0x, 0y, 0y,

=

sowie analog

82 i 8 T Z Z 0 xy 0 To 2
0yk8yj Oy 0y; 8:191 — 8y] Oyr 0x,0xy
durch Vertauschung der Buchstaben z und y. Man muss allerdings bei diesen Formeln
sehr aufpassen, da man viele Fehler bei den Indizes einbauen kann. Die Transformati-

onsformeln fiir dritte oder vierte Ableitungen sehen natiirlich noch komplizierter aus.
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22 1. Differentialrechnung

Ebene Polarkoordinaten Ein wichtiges Beispiel fiir n = 2 sind die Polarkoordina-
ten

x1 =1 cos (¢), Ty =1 sin (p).

Die beiden kartesischen Variablen (oder Koordinaten) z; und xo werden dabei durch die
Kombination aus Radius » > 0 und Winkel ¢ ersetzt, wobei alle Formeln 27-periodisch
in ¢ sind.

+1.0) / \ +10) 1
L 0.0} R 0.0 S S :: : ::
10 AN / 10 - : : g
-10 00 10 -0 00 10 00 14 00 14
X X r r

Niveaulinien der ebenen Polarkoordinaten in der (z1, z2)-Ebene (links) sowie der (r, ¢)-Ebene (rechts).
Blau bzw. Orange gehort zu r = konst und ¢ = konst, Tiirkis bzw. Lila zu 21 = konst bzw. z2 = konst.

-1.0]
-1.0 X X K . K -1.0 0.0 +1.0

X1
+1
ES
-l
00 14
r

Eine andere Visualisierung der Niveaumengen von r (Blau), ¢ (Orange), z1 (Tiirkis) und z2 (Lila). Oben
in der (z1, z2)-Ebene, unten in der (r, p)-Ebene. Hier bendtigen wir jedoch 8 Bilder, um dieselben Infor-
mationen darzustellen.

+71| +71| 41|

-l -l -l
0.0 14 0.0 14 0.0 14

r r r

Durch direkte Differentiation erhalten wir
0 T 0 I

0(x1, v3) or 9o ~ [cos(p) —rsin(yp)
a(r.p) | dxy Oy sin () 7 cos(p)
ar Jdy

und die Berechnung der inversen Matrix liefert

ar  Or
(r,e) dxy dws 1 (rcos(p) rsin(p)
Iz, x0) | 09 Oy ;<—Sin(90) COS(sO))
dxy Omy
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1.3. Vektorfelder und spezielle Ableitungen 23

ohne dass wir die komplizierten Formeln fiir » und ¢ als Funktionen in z; und s
hinschreiben miissen. Wir konnen nun leicht die Transformationsformeln der ersten
Ordnung ablesen, zum Beispiel

0x1 8x1 or  0O0x1 0¢ 14 or r o 0y
0 or 0  Jd¢ 0 0 cos(p) O
Oy 8:132 8r+8x2 8¢_Sln(¢)8r+ r Oy’

Fiir die zweiten Ableitungen verifizieren wir mit léngeren Rechnungen

9 sin?(p) 0 sin(2p) O o, 0% sin(2p) 0 sin” (¢) 9°
(9_:10% N r Or + 72 % +cos <¢>% B r 87“8g0 + r2  0p?
0?2 cos?(p) O sin(2p) O . 9 sin (2¢) 0 cos” (p) 9
6_:133 a r or 72 % +sin (SD)W + r Ordy + r2  0p?

und erhalten

o o ”? 10 10

ot =t =+
dr?  O0x3  Or? T A2 ror

als Transformationsformel fiir den sogenannten Laplace-Operator in zwei Dimensionen
(siche auch weiter unten). Beachte, dass in allen Formeln Singularitdten bei r = 0
auftreten (da dort der Variablenwechsel entartet).

Raumliche Kugelkoordinaten FEin 3D-Analogon zu den Polarkoordinaten ist

x1 7 cos (¢) cos (6)
xo | = | rsin(p)cos (0)
T3 rsin (0)

mit Radius 7 und Euler-Winkeln ¢ und 6, wobei man meist > 0, ¢ € (—7, 7) und
0 € (—m/2, 7/2) annimmt (obwohl dann einige Punkte x nicht dargestellt werden
konnen). Analog zu oben ergeben sich die Transformationsformeln

J 0 sin (o) 0 cos (p) sin (0) 0
G = (@) eosl) 5 — T roo o
o 0 cos () 0 sin (p) sin (6) 0
3o = sin () cos (6) o7 + r cos(0) Jp " 09
. | 5 cos (0) 0
9 = sin (6) 9 * ro90

aus direkten Rechnungen mit partiellen Ableitungen.

1.3 Vektorfelder und spezielle Ableitungen

Wichtiger Spezialfall Fir m = n bildet f eine Teilmenge D des R™ in den R™ ab.
Ein solche Abbildung wird Vektorfeld (auf D) genannt und die Jacobi-Matrix Jf(x)
ist dann immer eine quadratische Matrix mit n Zeilen und n Spalten. Im Kontext von
Vektorfeldern nennt man iibrigens skalare Funktionen gerne Skalarfelder.
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Planare Vektorfelder (n = m = 2) kdnnen als Vektorplot dargestellt werden, indem in ausgewihlten Punkten
x € R? der entsprechende Vektor f(x) € R? abgetragen wird. Hier dargestellt fiir f(x) = (z1, #2)7 (links),
f(x) = (z2, z1)T (Mitte) und f(x) = (—z2, 1) (rechts).

Gradientenfelder Jede skalare und stetig differenzierbare Funktion g : D — R
definiert durch

f(z) = grad g(x) bzw.  f;(x) = 0,,9(x)

ein stetiges Vektorfeld auf D, das Gradientenfeld von g genannt wird. Nicht jedes Vek-
torfeld ist aber Gradientenfeld, denn es gibt lokale Restriktionen an f und globale
Restriktionen an die Menge D.

Notwendige Bedingung Aus dem Satz von Schwarz folgt sofort: Ein stetig diffe-
renzierbares Vektorfeld f : D — R™ kann nur dann Gradientenfeld sein, wenn

8zifj (X) = aaij fl(x)

fir alle x und alle 4, j = 1...n gilt, d.h. wenn Jf(x) in jedem Punkt x symmetrisch ist.
Bemerkung: Die Umkehrung gilt aber nicht immer, sondern nur dann, wenn D keine
,Locher besitzt. Wir werden das spéter besser verstehen.

Beispiele
1. Ein Standardbeispiel fiir ein Gradientenfeld ist
9(@1, o @) = a1 (v — B1)° + o (22— Bo)* + ..+ i (T — Bp)?
mit

201 (21 — B1)
f(x) = grad g(x) = : :
20 (15 — )

wobei die a; und 3; gegebene Konstanten aus R sind.

2. Ein zweidimensionales Standardgegenbeispiel ist

o) = (177)

denn es gilt 0., fa(x1, x2) = +1 # —1 = 0y, f1(x1, T2).
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Divergenz eines Vektorfeldes Fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld wird
durch

divE(x) := Y 0y, f5(%) = Doy f1(X) + - .. + O, fu(X)
j=1

ein Skalarfeld auf D definiert, das die Divergenz von f genannt wird. Insbesondere
ist divf(x) gerade die Spur von Jf(x), d.h. die Summe aller Diagonaleintrige der
Jacobi-Matrix, und wir werden spéter verstehen, warum diese Grofe wichtig ist. Eine
alternative symbolische Notation ist

axl fl (X)
divf(x) =V -f(z) = N : )
O, fa(x)

wobei - hier das Skalarprodukt im R"™ meint und V wieder der Nabla-Operator ist. Die
Divergenz eines (zweimal stetig differenzierbaren) Gradientenfeldes g berechnet sich zu

div (grad g(x)) = > _ 0, (9e,9(x)) = 3 0% 9(x) = Ag(x),

wobei A Laplace-Operator genannt wird. Dieser ist in der Theorie der partiellen Diffe-
rentialgleichungen wichtig, da Ag(x) gerade die Spur der Hesse-Matrix Hg(x) liefert.

Beispiele
1. Ein einfaches Beispiel mit n = 2 ist
T+ .
f(xy, x9) = ( ;1 1:22) , div f(zq, x3) = 0,y (ml + xg) + Oy, (xl xg) =1+ .

2. Mit n = 2 und g(x1, 23) = x;1 sin (x9) erhalten wir

grad g(z1, 7o) = <I181?O(:(2x)2)> 7 Ag(zy, x3) =0 — xq sin (x9) .

Awusblick Die Kontinuumsmechanik besagt, dass das Geschwindigkeitsfeld f einer
idealen (und damit inkompressiblen) Fliissigkeit immer divergenzfrei ist, d.h. dass
divf(x) = 0 fiir jeden Raumpunkt x € R3 gilt, der von der Fliissigkeit eingenom-
men wird). Ganz allgemein werden wir spéter sehen, dass div f(x) die ,,Quellen” und
,Senken des Vektorfeldes f im Punkt x quantifiziert. Das ist im Wesentlichen die
Aussage des Gaufsschen Integralsatzes, den wir spéiter kennenlernen werden.

Rechenregeln Aus den Definitionen folgt durch komponentenweises Nachrechnen:

1. Linearitdt: Fir zwei stetig differenzierbare Vektorfelder f und f gilt
div (o f(x) + o?f'(x)) = o divf(x) + a divf(x),
sofern a und & reelle Zahlen sind.
2. Variante der Produktregel: Es gilt
div (g(x) f(x)) = grad g(x) - f(x) + g(x) div f(x)
falls das Vekorfeld f und die skalare Funktion ¢ stetig differenzierbar sind.
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Rotation eines dreidimensionalen Vektorfeldes Fiir n =3 und D C R? ist

awzf?)(x) - ame(X)
rot f(x) := | O, f1(X) — Os, f3(x)
a:nlfQ(X) - 8962f1(x)

fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f : D — R?® wohldefiniert und liefert
ein stetiges Vektorfeld auf D, dass die Rotation von f genannt wird (oder auch
Wirbelfeld von f). Symbolisch kann man dies mit Hilfe des Kreuzproduktes im R?
als

aﬁrl fl (X) 8961 8362 aﬁva
rotf(x) =V xf(x)= |0, | X | fa(x) | =det | fi(x) fo(x) fs(x)] .
aIB f3(X) (S31 €9 €3

schreiben, wobei die rechte Seite eine symbolische Variante des Sarrus-Regel darstellt.

Beispiel Fiir das Vektorfeld

1+ T + T3

f(fﬁh €2, I3) = Lo T3
r?+ 13
berechnen wir
Oy (13 4 23) — Dy (19 3) —2
rot f(xy, 29, 13) = | Opy (1 + 20+ 23) — O, (27 +22) | = |1 - 22
arl (IQ 1’3) — am (.751 + 29 + 5173) —1

Ausblick Die Groke rot f(x) beschreibt, wie ,verwirbelt“ das Vektorfeld f in der
Néhe des Punktes x ist, und taucht insbesondere bei den Maxwellschen Differential-
gleichungen fiir elektromagnetische Felder auf. Allerdings ist es bei einem gegebenen
Vektorfeld nicht ganz einfach, den Grad der Verwirbelung visuell zu erkennen, siehe
dazu das Bild unten sowie die Beispiele und die Diskussion in [ABHKLS, Kapitel 27.2].
Ein wirklich intuitives Verstdndnis der Rotation wird uns erst der Stokessche Integral-
satz liefern.

Geometrische Interpretation Um die Rotation zu visualisieren, betrachten wir
spezielle dreidimensionale Vektorfelder

f1(i€17 902)
(21, 22, 23) = | fal1, 72)
0

bei denen f3 verschwindet und f;, fo beide nicht von x3 abhédngen. Mit diesen Verein-
fachungen ergibt sich

0
rot f(z1, xo, x3) = 0 ,

8x1f2(1?17 1’2) - 8x2f1(1?17 Iz)

d.h. die Rotation vergleicht in jedem Punkt x die Anderung von f, bzgl. x; mit der
Anderung von f; bzgl. zs.
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Zwei Beispiele fiir Vektorfelder, fiir die wir auf den ersten Blick sehr dhnliche Wirbelfelder erwarten. Jeder
schwarze Vektor f(x) kann in einen roten sowie einen blauen zerlegt werden (f1(x)e1 bzw. f2(x)e2), wobei
die farbigen Vektoren im Bild vergrofiert dargestellt wurden. Die grauen Kreise markieren einen festgehalte-
nen Punkt x.. Im linken Beispiel gilt 9z, f2(xx) > 0 und 9z, f1(x«) < 0, d.h. wir erhalten eine positive dritte
Komponente in rot f(x«). Im rechten Beispiel verschwindet jedoch die Rotation im Punkt x«, denn dort
gilt Oz, f2(x4) = 0 = Oz, f1(xx) . Analoge Resultate ergeben sich bei diesen Vektorfeldern fiir jede andere
Wahl von x, und wir schliefen, dass beide Felder auf sehr unterscheidliche Weisen rotieren. Das linke bzw.
rechte Beispiel reprisentiert eine Starrkdrperrotation bzw. einen Elementarwirbel (siehe die Formeln weiter
unten).

Bemerkung Unsere Uberlegungen von eben zeigen: Fiir zweidimensionale Vektorfel-
der (n = 2) wird durch

rot f(xq, x2) = Oy, fo(x1, T2) — O, f1(21, 22)

in sinnvoller Weise eine Rotation definiert. Diese ist aber kein Vektorfeld, sondern ein
Skalarfeld, und quantifiziert eigentlich die x3-Komponente eines speziellen dreidimen-
sionalen Vektorfeldes. Rotationen gibt es auch fiir n > 3, aber dann handelt es sich um
Tensorfelder, die aus n(n — 1)/2 verschiedenen Komponenten der Bauart 0., f; — 0., fi
mit ¢ # j bestehen.

Lemma Mit n = 3 gilt
div (rot f(x)) =0 und rot (grad g(x)) =0,

d.h. Wirbelfelder sind divergenzfrei und Gradientenfelder sind wirbelfrei.
Beweis: Ubungsaufgabe. ]

Anwendungsbeispiel: Starrkorperrotation Das dreidimensionale Vektorfeld
f(x) =axx

beschreibt eine uniforme Rotation um die Drehachse a € R3, wobei ||a| gerade die
Winkelgeschwindigkeit ist. Nach einem geeigneten linearen Variablenwechsel im R3
(Drehung und Skalierung) koénnen wir

annehmen und dies vereinfacht die Rechnungen. Wir erhalten

—8;133 (!131) 0
divf(x) =0, rot f(x) = Oy (— 12) =|(0] =2a,
O (1) ~ O (—22) ) \2

aber die Endergebnisse gelten auch fiir beliebige Drehvektoren a.
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Anwendungsbeispiel: zentrales Kraftfeld Das Vektorfeld
cX

f(X)ZW, X#O

beschreibt das elektrische Kraftfeld, das von einer punktférmigen Ladung um den Ko-
ordinatenursprung erzeugt wird (und analog das Gravitationsfeld einer Punktmasse),
wobei ¢ eine geeignete reelle Konstante ist. Dieses Vektorfeld ist das Gradientenfeld der
skalaren Funktion

c

g(X) = T X 7é 07
1]
die das entsprechende negative elektrische Potential liefert (in der Physik sind konserva-

tive Kréfte die negativen Gradienten von Potentialen). Beachte, dass dieses Vektorfeld
in jedem Punkt x vom Zentrum 0 wegzeigt.

Anwendungsbeispiel: elementares Wirbelfeld Das Vektorfeld

c
F(x) = 5 [ +a1 | . (21, 22) # (0, 0)
:r%—l—x% 01 L2

beschreibt einen idealisierten Wirbel um die x3-Achse und wird sowohl in der Elek-
trodynamik als auch in der Stromungsmechanik verwendet. Mit ¢ = 1 erhalten wir
(Nachrechnen!) in jedem zuléssigen Punkt x = (1, x2, x3) die Formeln

' B T S B
div f(x) = 0,, ( x%+$%)+azz(+x%+x%) 0
sowie
0 0
rot f(x) = 0 = {0
axl( Iﬁzg) - 8952( - w%mfwg) 0

Die Wirbelfreiheit ist auf den ersten Blick sehr iiberraschend, da dass Vektorfeld doch
offensichtlich um die z3-Achse rotiert. Wir hatten dieses Beispiel aber schon bei den
Uberlegungen zur geometrischen Interpretation studiert. Auferdem ist es fiir richtige
physikalische Interpretation sehr wichtig, dass das Vektorfeld singulér auf der xz3-Achse
ist.

Anwendungsbeispiel: Laminarstromung Das Geschwindigkeitsfeld einer lamina-
ren (d.h. wirbelfreien) Strémung durch ein unendlich langes zylindrisches Rohr vom
Radius r» > 0 kann durch

2 2 2
r X X
c 2 3

f(x) = 0 ; Sy <r’
() $%+$§ 0 Lo T3 r

modelliert werden, wobei wir hier angenommen haben, dass die x;-Achse gerade die
Mittellinie des Rohres ist. Man kann nun leicht

divf(x) =0, rotf(x) =0

fiir jedem Punkt x im Inneren des Rohres zeigen, entweder durch einfache Rechnungen
oder durch physikalische Argumente.
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Vorlesungswoche 02

1.4 Exkurs uber Kurven

Ziel 1In diesem Abschnitt stellen wir einige Resulate iiber Kurven zusammen, da
diese in dieser Vorlesung immer wieder eine wichtige Rolle spielen werden. Die meisten
Konzepte und Formeln hatten wir schon in Mathe-I kennengelernt und miissen sie uns
nur in Erinnerung rufen.

Definition Eine parametrisierte Kurve ist eine (in der Regel mindestens zweimal
stetig differenzierbare) Abbildung ¢ : I — R™ auf einem Intervall I C R. Die Punkt-
menge

im () :={c(t) : te I} CR"

wird auch Bild (oder Image) der parametrisierten Kurve genannt und ist das geome-
trische Objekt, das man landlaufig Kurve nennt. Fiir jedes t € I wird

d b
Ec(t) =c/(t) =

cu(t)
der Tangentialvektor im Kurvenpunkt c(¢) genannt. Oftmals (aber nicht immer) kann

der Parameter t als Zeit interpretiert werden. In diesem Fall schreibt man * statt " und
nennt ¢(¢) den momentanen Geschwindigkeitsvektor.

Beispiel Die Abbildung ¢ : R — R? mit
_ [cos(t)
ct) = (sin (t))
ist eine parametrisierte Kurve. Ihr Bild

im (c) = {x = (21, 3) : 22 + 22 =1} C R?

ist gerade die Einheitskreislinie in der Ebene. Man sagt auch, die Abbildung c
parametrisiert die Kreislinie.

Drei verschiedene Parametrisierungen ¢ der Kreislinie, die unterschiedlichen Durchlaufgeschwindigkeiten
entsprechen. Die Punkte markieren den Kurvenpunkt c(t;) zu dquidistent gewahlten Zeiten ¢, = k At.

Sprechweise In der Mathematik ldsst man héufig das Attribut ,,parametrisiert weg
und nennt sowohl die Abbildung c als auch die Punktmenge im (c¢) schlicht Kurve. Das
kann gerade am Anfang einige Verwirrung stiften, aber in aller Regel wird durch den
Kontext klar, ob man Kurve in dem einen oder dem anderen Sinne meint. Eine dhnliche
Zweideutigkeit werden wir beim Studium der Fléchen antreffen.
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30 1. Differentialrechnung

Alternative Notationen In Physik, Ingenieurwissenschaften und Geometrie be-
zeichnet man die Abbildung c oftmals nicht explizit, sondern benutzt dieselben Buch-
staben wie fiir Komponenten von Vektoren in R™. Man schreibt also einfach

X1 (t) X1 (t)
x(t) = | xa(t) und  x(t) = | 22(2)
I3 (t) I3 (t)

um deutlich zu machen, dass die rdumlichen Koordinaten z; sich entlang der Kurve mit
dem Parameter ¢ dndern. Diese Notation ist sehr intuitiv, benutzt aber die z; in zwei-
facher Bedeutung, ndmlich einmal als Koordinate in R™ und einmal als Komponenten
einer Funktion I — R™). Eine Mischform der Notation ist z; = ¢;(t). Wie immer kann
man immer mit beiden Notationen arbeiten, wobei aber je nach Kontext und Vorliebe
mal die eine und mal die andere ,,besser geeignet® ist.

Reparametrisierung von Kurven Eine parametrisierte Kurve ¢ : I — R"™ wird
Reparametrisierung von c : I — R” genannt, wenn es eine bijektive, d.h. invertierbare

Abbildung h : I — I (der sogenannte Parameterwechsel) gibt, so dass

&(i) = c(h(i))

fiir alle £ € I gilt. Insbesondere gilt im (¢) = im (c), d.h. & und ¢ beschreiben bzw. pa-
rametrisieren dasselbe geometrische Objekt, aber mittels der verschiedenen Parameter
t und t = h(t).

Beispiel Die Abbildung ¢ : R — R? mit
_ v [cos(wt)
e(t) = (sin(wf))
ist eine Reparametrisierung der im ersten Beispiel angebenen Kurve c, wobei die Kreis-

linie nun mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w durchlaufen wird. Der entsprechende
Reparameterwechsel ist durch t = h(t) = wt gegeben. Die alternative Formel

() — (o8 (t + py sin(pp 75))
(t) = (sin (t + 1 Sin(ﬁ@t)))

mit Konstanten —1 < pu; < 1 und py € R liefert eine andere Parametrisierung der
Kreislinie bzw. Reparametrisierung von ¢, wobei in diesem Fall die Winkelgeschwin-
digkeit nicht mehr konstant ist, sondern selbst variiert.

tel —_— U, tel
—— 51 N———

t = h(t)
x = c(t) /E(E)
x € R" 83 —_—

Links: Illustration der Konzepte Parametrisierung und Reparametrisierung von Kurven. Rechts: Zum Bo-
genlidngenparameter (meist s genannt): Jeder Kurvenpunkt kann eindeutig durch eine entsprechende Lénge
charakterisiert werden.
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Lange von Kurven und Kurvenintegrale Wir hatten in Mathe-I schon hergelei-
tet, dass die Lénge einer parametrisierten Kurve ¢ : [a, ] — R"™ durch

berechnet werden kann. Ist ¢ : [a, b] — R eine Reparametrisierung von ¢ mit bijek-
tivem Parameterwechel h : [a, b — [a, b], so implizieren die Kettenregel sowie die
Transformationsformel fiir Integrale die Identitat

(&) :/Hd%é(f)ﬂdf:/H%c(t)”dt:L(c).

Insbesondere ist die Lénge invariant unter Reparametrisierung und damit eine geo-
merische Grifle, d.h. eigentlich eine Eigenschaft der Punktmenge im (c). Man braucht
aber die Abbildung bzw. Parametrisierung c, um die Lénge des geometrischen Objektes
iiberhaupt ausrechnen zu koénnen.

Analog hatten wir in Mathe-I schon gesehen, dass das erste erste Kurvenintegral

b

/ F(x)ds = / £ (e®) | Se(t)]| dt

sowie das zweite Kurvenintegral

b

/f(x)- dx ::/f(c(t))-%c(t)dt

a

invariant unter Reparametrisierung sind, wobei f bzw. f ein stetiges Skalarfeld bzw.
Vektorfeld auf dem R™ bezeichnet.

Bogenlingenparameter Ist c : [a, b] — R eine stetig differenzierbare parametri-
sierte Kurve, so wird durch

I(t) = / I dr

eine strikt monoton wachsende und stetig differenzierbare Funktion [ definiert.
Diese bildet das Intervall [a, b] bijektiv auf das Intervall [0, L(c)] ab und wird
Bogenlédngenfunktion von ¢ genannt. Thre Ableitung

(1) :=1@) = I

heifst infinitisimales Léngenelement von c. Gilt £(t) = 1 fiir alle t € [a, b], so sagt man,
c ist nach Bogenldnge parametrisiert. Parametrisierte Kurven mit dieser Eigenschaft
sind besonders wichtig und niitzlich.
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Lemma Fiir jede parametrisierte Kurve existiert eine Reparametrisierung nach Bo-
genlénge.

Beweis: Fiir eine gegebene parametrisierte Kurve c : [a, b] — R kann die Bogenléngen-
funktion [ invertiert werden und mit Hilfe der Umkehrabbildung [=! definieren wir

d: [0, L(c)] - R" mit d(s) =c(I7'(s))

als Reparametrisierung von ¢, wobei s mit 0 < s < L(c) gerade der Bogenliangen-
parameter ist. Mit ¢t = £7*(s) bzw. s = £(t) und der symbolischen Kettenregel gilt

dd  dt de (ds)l de _,de

ds  dsdt  \dt) dt = dt
und damit ||[d’(s)|| = 1 fiir alle s. Die Reparametrisierung d ist also in der Tat nach
Bogenlange parametrisiert. . ]

Bemerkung: In Physikernotation ist ds = ¢dt = ||x|| dt das Gesetz fiir die zeitliche

Anderung des Bogenléingenparameters s und taucht in der symbolischen Schreibweise
des ersten Kurvenintegrals auf.

Zur Geometrie planarer Kurven* Der Spezialfall n = 2 wird uns besonders in-
teressieren und wir wollen einige geometrische Konzepte einfiihren bzw. wiederholen.
Fiir eine gegebene parametrisierte Kurve ¢ : I — R? wird in jedem ¢ € I mit £(t) > 0

durch
0= 75 () 0= 73 ()

das Frenetsche Zweibein (oft auch der mitbewegte Rahmen genannt) definiert. Die-
ses liefert fiir jedes ¢ € I eine orthonormale Basis des R2, die sich mit der Kurve
mitbewegt. Dabei beschreiben by(t) den normalisierten Tangentialvektor sowie den
normalisierten Normalenvektor. Auferdem kann durch

_ aat) —a@) o)
K(t) == 00

die momentane Kriimmung berechnet werden, wobei £(t) = \/ (c’l(t)Q) + (c’z(t)z) wegen
n = 2 gilt.

.

Beispiel fiir eine Kurve mit Frenetschen Zweibein.
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Ist die planare Kurve ¢ nach Bogenlédnge parametrisiert, so gilt £(¢) = 1 fir alle t € T
und man kann zeigen, dass die Vektoren des Frenetsche Zweibeins den Differential-
gleichungen von Frenet-Serret

by (t) = +r(t) ba(t),  by(t) = —k(t) bi(t)

geniigen. Wir werden diese Gleichungen spéter genauer untersuchen und sehen, dass
man mit ihrer Hilfe zum Beispiel Kurven mit vorgegebener Kriimmung konstruieren
kann.

Niveaulinien und implizit definierte Kurven* Die Niveaumengen einer Funkti-
on in zwei Variablen sind oftmals Kurven (die Héhenlinien) und wir wollen nun ver-
stehen, inwieweit man sie geeignet parametrisieren kann. Fiir eine gegebene Funktion
f : R? — R und einen festen Wert ¢ € R suchen wir eine Kurve in Physikernotation,
so dass

f(1(t), 22(t)) = ¢

fir alle ¢ € R gilt, denn dies bedeutet gerade x(t) € N(c). Differenzieren wir nun diese
Kurve nach dem (Zeit-) Parameter ¢, so erhalten wir mit der Kettenregel (siche oben)
die Gleichung

Diese konnen wir in ein System von zwei Differentialgleichungen

il(t) _ d)(t) —0Op, f(ml(t)v wQ(t))

l'g(t) +3x1 f(.??l (t), $1(t))
iiberfithren, wobei ¢ eine beliebige skalare Funktion ist. Mit ¢ = 1 kdnnen wir dies
auch als

x(t) = Q- gradf(x(t)), Q= ((1) _ol)

schreiben, wobei wir die Theorie solcher und anderer Differentialgleichungen erst spa-
ter kennenlernen werden. Manchmal ist es aber moglich, eine entsprechende Losung zu
raten, und dann erhalten wir explizite Parametrisierungen von Niveaukurven, was im-
mer sehr niitzlich ist. Man kann allerdings Niveaukurven auch anders berechnen, zum
Beispiel durch das Lésen von nichtlinearen Gleichungen (siehe dazu auch die Ubungen).

Beispiele

1. Fiir jedes ¢ > 0 und die Funktion f : R? — R mit

f@r, ) = Lad (x1 — b1)* + L a3 (25 — by)°

kann die entsprechende Niveaukurve durch

(xl(t)> V2c <b1 + ay cos (ay as t))

22(t)) ~ ayay \bs + ay sin(aj ast)

parametrisiert werden. Diese Kurve beschreibt fiir jedes ¢ > 0 eine achsenparallele
Ellipse mit Mittelpunkt b.
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Bemerkung: Alternativ konnen wir immer versuchen, die Gleichung f(x1, 25) = ¢
nach x; oder x5 auflésen. Im konkreten Fall gelingt dies nach Fallunterscheidung
und wir erhalten zum Beispiel

Ty =by+ay’ \/26—@%(1:1—@1)2.

Aufgrund dieser Gleichungen konnen wir Ny (c) als die Vereinigung der Graphen
zweier Funktionen interpretieren. Wir werden den Zusammenhang zwischen Ni-
veaumengen, Kurven und Graphen weiter unten im Abschnitt iiber Implizite
Funktionen noch genauer studieren.

2. Fiir jeden Wert ¢ > 0 parametrisieren die jeweils zwei Kurven

(o) =) e () ()

die Niveaumenge Ny(—c) bzw. N¢(+c) der Funktion

flar, w2) = o] — 23

und damit jeweils einen Hyperbelast. Das dies wirklich so ist, konnen wir entwe-
der mit der oben angegebenen Differentialgleichung begriinden oder direkt aus
cosh® () — sinh? (t) = 1 ableiten. Alternativ kénnen wir die Niveaumengen durch

Ty =+\/c+a2  bzw. 1y =+y/c+2?

beschreiben. Beachte, dass beide Beschreibungen fiir ¢ = 0 entarten, wobei
Nf(0) = {(x1, x2) : x9 = —x; oder zy = +11}.

1.5 Satz von Taylor

Ziel Wir werden in diesem Abschnitt den Satz fiir Taylor, den wir in Mathe-I fiir
Funktionen in einer Variablen kennen gelernt hatten, auf skalare Funktionen mit mehre-
ren Verédnderlichen verallgemeinern. Die resultierenden lokalen Approximationsformeln
werden wir immer wieder brauchen, zum Beispiel beim Studium von lokalen Extremwer-
ten oder um vereinfachte Formeln in Physik und Ingenieurwissenschaften abzuleiten.

Erinnerung Fiir eine K-mal stetig differenzierbare Funktion f : I — R auf einem
Intervall I C R und einen beliebig festgehaltenen Entwicklungspunkt x, € I definiert

= f®)(a, K
Te(@) = T o

= fla) + flle) (v =) + 5 @) (2 —2) oo+ g S (@) (@ = 2)"

das K-te Taylor-Polynom von f in z,. Fiir dieses gilt

|f(z) = Ti(@)] = o( |z — 2.,

d.h. f kann in der Néhe von z, durch ein Polynom vom Grad K approximiert werden,
wobei das Polynom aber vom Entwicklungspunkt x, abhéngt. Der Fehlerterm (bzw.
das Restglied) o |z — x*|K) kann auch als O( |z — m*]KH) geschrieben werden kann,
sofern f sogar K + 1-mal stetig differenzierbar ist.
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/ \X/i’ 7 —
/ N\ /

Eindimensionale Taylor-Polynome zu einer gegebenen Funktion (Grau) in zwei verschiedenen Entwick-
lungspunkten (links und rechts). Braun/Gelb/Blau/Griin/Rot entsprechen der Ordnung 0/1/2/3/4 und
der schwarze Punkt reprasentiert (z«, f(x«)).

Multi-Indizes Fiir ein n-Tupel k = (ky, ..., k) bestehend aus natiirlichen Zahlen
(einschlieklich der 0) und einen Vektor x € R” fithren wir die folgenden Notationen
ein:

K= Ryl k) (die ,Fakultit)
k| = ki+...+kn (die Ordnung)
xk = b ke (verallgemeinerte Potenz)
O == ... .0k (ein Differentialoperator der Ordnung |k|)

Dabei gilt wie immer 0! = 1! = 1 sowie 2 = 1. Aukerdem sei 9;_ f(x) = f(x) vereinbart,
das heift die nullfache partielle Differentiation von f nach z; verdndert die Funktion
f nicht.

Bemerkung: Die Notation mit Multi-Indizes ist sehr elegant, aber auch gewdhn-
ungsbediirftig. Sie sollten sich davon nicht abschrecken lassen und sich am Anfang auf
die weiter unten angegebenen Taylor-Formeln fir n = 2 bzw. K = 1 oder K = 2
konzentrieren, da man diese auch sehr gut ohne Multi-Index-Notation verstehen und
memorieren kann. Spéter werden Sie dann auch mit allgemeineren Fillen konfrontiert
sein und die Multi-Indizes schitzen lernen.

Beispiele
1. Fir n = 2 erhalten wir
(0,01 =000 =1 (21, 2) % =1 9% f(x) = f(x)

(1‘17902)

sowie
(Lo =11-00=1 (21, 2)"” =21 9L f(x) = s, f(x)
und

(0, ) =00-1=1 (21, 2) % =2y 90V f(x) = O, f(x).

(z1,z

Analog ergeben sich die Formeln

2D =201 =2, (2, 2)" =atmy, 92N f(x) =02 0., f(x)

(z1,22)

und

(0,8)! =01-31=6, (21, 2) " =2}, 07 f(x) =05 f(x).

(Il z2)
2. Fiir n = 3 erhalten wir zum Beispiel

(1,3, 2)!=11-31-21=1-6-2=12, (4,2,0) =4!1-2!.0l =48

sowie
(xla X2, Z’g)(17372) =T SU:; x§7 (xlv T2, x3)(4,2,0) = méll x%
und
(132) 1 a3 92 (420) 4 02
(;pl,zz IQ)f( ) amlawgazgf( ) (Il,ZEQ :Eg)f( ) aJE18$2f< )
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36 1. Differentialrechnung

Taylor-Polynome In Multi-Index-Notation ist das K-te Taylor-Polynom von f im
Entwicklungspunkt x, durch

T = 30 S )t
KI<K

gegeben, wobei die Multi-Summe auf der rechten Seite der Formel fiir jeden Multi-Index
k = (ki, ..., k,) mit Ordnung &y + ...+ k, < K genau einen Summanden enthélt.

Bemerkungen

1. T héngt natiirlich von f und x, ab. Man schreibt daher oftmals auch
Tk fx.(x) oder Tgx. (x) oder Tk(x;x.)
an Stelle von Ty (x).

2. Alternativ kann man das Taylor-Polynom auch als

6 X* k
oy ) BT (e,

k=0 |k|=k

schreiben, wobei die Multi-Summe nur anders gruppiert wurde, so dass das erste
Summenzeichen iiber den Ordnungsparameter x gebildet wird und das zweite
Summenzeichen die Beitriage aller Multi-Indizes mit Ordnung ky + ... + k, =
zusammenfasst.

3. Es gilt

Tie) = Tia0 = 30 L e

k|=K

fiir die Differenz zweier aufeinanderfolgender Taylor-Polynome, wobei jeder Term
auf der rechten Seite ein Monom in den Variablen x4, ..., x,, vom Grad K ist. Die
Abhéngigkeit von den z, ; wird aber im Allgemeinen komplizierter sein.

Spezialfall n=2 Fiir eine skalare Funktion f : D C R? — R in zwei Variablen
x = (1, x2) erhalten wir

Ti(x) =+ To(x)
+ 0 f (%) (21 — T41)
+ O, f (%) (22 — 24 2)
und

Tr(x) =+ Th(x)
+ 302, (%) (21 — wa)”
+ Opy Oy f(X4) (21 — 241) (T2 — 24 2)
éaif( <) (T2 — x*,2)2 )
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wobei wir in jedem Schritt die jeweils neuen Terme angegeben haben. Insbesondere
gilt: Ty f(x) héngt gar nicht von x ab, aber T} f(x) bzw. Tsf(x) sind Polynome in
und x5 vom Grad 1 bzw. 2. Desweiteren gilt
Ty(x) =+ T2(x)
+ 108 f(x) (21 — 201)°

6 T1 )
+ 202 Ou, f(x) (1 — 41) (w2 — T42)
+ %8xla§2f(x*)<$1 - !E*,l)(l"z - 513*,2)
)

+ 193 f(X* ($2 - $*,2)3 )

6 T2

wobei die neuen Terme den Multi-Indizes (3, 0), (2, 1), (1, 2), (0, 3) entsprechen, die
alle die Ordnung 3 besitzen. Bei Tj(x) kommen insgesamt 5 neue Terme hinzu, da es
fiinf zweidimensionale Multi-Indizes der Ordnung 4 gibt, namlich (4, 0), (3, 1), (2, 2),
(1, 3), (0, 4).

Spezialfalle K=0, K=1, K=2 Fiir eine Funktion f: D C R" — R mit n Varia-
blen kénnen wir fiir die ersten drei Taylor-Polynome die Multi-Index-Formeln in eine
kompaktere Form bringen. Es gilt

To(x) = f(x.)

und fiir K’ = 1 erhalten wir (Nachrechnen!)

T1(x) = To() = D 0, S x.) (2~ )

= (grad f(x.), x = x.) = Jf(x.) - (x = x.),

wobei wir in der zweiten Zeile das kartesische Skalarprodukt bzw. die Matrizenmultipli-
kation benutzt haben. Bei K = 2 kénnen die Terme der Multi-Indizes zweiter Ordnung
mittels der Hesse-Matrix ausgedriickt werden. Durch Nachrechnen verifizieren wir

To(x) = To(x) = > Y 300,00 f (%) (1) — 2 j) (11— 2.)

j=1 1=1

= He— )T HT () (- %),

wobei in der j-I-Doppelsumme die gemischten Terme zweimal auftreten. Zum Beispiel
erhalten wir den Term

50000, f (%) (21 = 1) (22 — Ta2) = § 00y O, (1) (22 — @a2) (21 — 1)

zweimal, ndmlich einmal mit j = 1 und [ = 2 und einmal fiir j = 2 und [ = 1.
In der Multi-Index-Notation entsprechen beide aber dem n-dimensionalen Multi-Index
(1, 1,0, ..., 0), dessen Fakultit gerade 1 und damit zweimal 3 ist.

Beispiel Fiir die Funktion f : R? — R mit
f(z1, z2) :== 2+ cos (z1) x2
berechnen wir die ersten bzw. zweiten partiellen Ableitungen zu

Op, f(x1, 23) = —sin (x1) 22, Op, f(x1, x3) = cos (x1)
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38 1. Differentialrechnung

bzw.
821 f(x1, 29) = —cos(x1) xy, Oy, Op, f(x1, T3) = —sin (21), 332 f(zy, 22) =0.
Im Entwicklungspunkt (z. 1, 2.2) = (0, 0) erhalten wir nach Einsetzen damit
To(zy, x2) =2, Ti(xq, xy) =24 29, To(x1, 22) =2+ 29,

wobei hier T} und T zufélligerweise zusammenfallen, da alle zweiten Ableitungen im
Koordinatenursprung (0, 0) verschwinden. Um auch noch T3 anzugeben, berechnen wir

ail f(xla :[2) = sin <x1) T2, ail a962 f(lfl, x2) = —CO8 (:E1>
sowie
aﬂh 632 f($1, 1‘2) =0, 8;?2 f(xla x2) =0.

Durch Auswertung im Entwicklungspunkt erhalten wir schlieftlich

T3<ZL’1, CL'Q) = TQ(Il, ZL'Q) — %.17% To — 2 + 29 — %ZL’? i)

als kubisches Polynom in z; und z,, wobei die nichtverschwindenden Beitrige auf
der rechten Seite den Multi-Indizes (0, 0), (0, 1) und (2, 1) entsprechen. Natiirlich
ist dieses Beispiel sehr einfach, eben weil die meisten Ableitungen sich im gewéhlten
Entwicklungspunkt zu Null ergeben.

Beispiel Wir betrachten noch einmal die Funktion aus dem letzten Beispiel, aber
diesmal mit dem Entwicklungspunkt (z.1, z.2) = (7/2, 1). Nach Einsetzen der ent-
sprechenden Werte in die obigen Formeln fiir die ersten und zweiten partiellen Ablei-
tungen erhalten wir diesmal die Taylor-Polynome

442

To(xl, 332) = 9
sowie
V2 ™ V2
Tl(l'l, .7]2) = T()(.%'l, 33'2) — 7 (1’1 — 5) + 7 (1'2 — 1) R
und

V2 ™2 V2 T
T2($17 -’L"Q) = T1($1, 172) - T (Il - 5) - 7 <$1 - 5) (332 - 1),
wobei wir cos (7/2) = sin (7/2) = v/2/2 benutzt haben und T3 diesmal nicht angeben
wollen. Fiir einen allgemeinen Entwicklungspunkt konnen wir 75 analog zur Spezialfall-

Diskussion von oben auch als
To(x1, 22) =+ f(x)

(00 F(x) O, f(x)) - (x - x)

Lo — Tx2

1 , azgl f(X*) axlaivzf(X*) xry — w*,l
i 5 <ml - I*J o x*g) ‘ (al‘za'rlf(X*) 832:2f(x* . Ty — fE*,Q

schreiben, wobei wir hier ausnahmsweise und zur besseren Ubersicht die Komponen-
ten des Entwicklungspunktes in Blau und die freien Variablen rot geschrieben haben.
Insbesondere ist die rechte Seite ein quadratisches Polynom in z; und x5, aber die Ko-
effizienten dieses Polynoms konnen in komplizierter Weise von z, ; und z,» abhéngen.
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Beispiel Wir betrachten die (sehr einfache) polynomiale Funktion f : R* — R mit
flz,y, 2) =y +yz+2+1
und berechnen sowohl Jacobi-Matrix (erste Ableitungen)

(aI f(l’*, Yxs Z*) ay f(x*7 Yx, Z*) aZ f(x*u Yx, Z*)) - (Z/z 2 Lk Y + Zx Yk + 1)

als auch die Hesse-Matrix (zweite Ableitungen)

O2 [Ty Yy 2)  Op Oy [(Tuy Ysy 2) Op O f(Ty Yy 2) 0 2y, O
Oy Op f(Tay Yuy 22) O f(@a, Yo 26) Oy Oz [y Yoy 22) | = | 20 2 1],
0, 0, f(l"*, Ys, Z*) azé)y f(x*a Y, Z*) 83 f(x*, Y, Z*) 0 1 0

wobei wir diesmal beide schon in einem beliebigen Entwicklungspunkt (z., y., 2.) hin-
geschrieben haben. Wir erhalten nun schrittweise die Taylor-Polynome

To(z, y, 2) = +&2 Y7 + Yo 2 + 2 + 1,
T1($, Y, Z) = To(ﬂf, Y, Z) + yf (x - .73*) + (2$* Ys + Z*) (y - y*) + (y* + 1) (Z - Z*) )
To(x, y, 2) = Ti(w, y, 2) + 2y, (v — ) (y — yu) + (¥ — 4:) (2 — 2.) + 20 (y — 42)*

Diese Ausdriicke liefern in der Tat Polynome in den Variablen x, y, und z und be-
sitzen den Grad 0, 1, bzw. 2. Alle dreifachen partiellen Ableitungen der Funkion f
verschwinden bis auf den Term

o 6§f(x*, Yo 2) = 2,

der dem Multi-Index (1, 2, 0) entspricht, und wir erhalten insgesamt das kubische
Taylor-Polynom

T3(x> Y, Z) - TQ(xv Y, Z) —I—%Q(ZL’ - [L’*) (y - y*)2

Ein Ausmultiplizieren aller Terme (Nachrechnen!) in T3 liefert

T3(IIJ, Y, Z) = f(l', Y, 2)7

d.h. in diesem Beispiel heben sich alle Beitrage vom Entwicklungspunkt bei T3 (aber
noch nicht bei 7} und T3) gegenseitig auf. Dies ist nicht tiberraschend, da f selbst ein
kubisches Polynom ist.

Lemma (Charakterisierung des Taylor-Polynome) T ist da einzige Polynom
vom Grad K, so dass die ein- bis K-fachen Ableitunge von f und Tk im Entwicklungs-
punkt x, iiberein stimmen, Insbesondere gilt

O Tie (%) = 05 f(x.)

fiir alle Multi-Indizes mit |k| < K.

Beweis: Die behauptete Formel ergibt sich unmittelbar aus der Definition von Tk . Sie
ist auch ein Speziallfall des nachfolgenden Theorems. Die Eindeutigkeitsaussage kann
induktiv iiber K hergeleitet werden. O
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Theorem (Hauptsatz iiber Taylor-Polynome) Ist f : D C R” — R eine K-mal
stetig differenzierbare Funktion und x, € D ein beliebiger Entwicklungspunkt, so gilt

F(x) = T(x) + o [[x — x.[ %),

d.h. f kann in der Ndhe von x, durch das Taylor-Polynom Ty approximiert werden,
wobei der Fehler kleiner als die K-te Potenz des Abstandes von x zu x, ist. Desweiteren
gilt

0% f(x) = 0K Tre(x) + o [|x — x| ™),

fiir alle Multi-Indizes k der Ordnung |k| < K.
Beweis: Es sei auf die Literatur verwiesen, etwa [AORS, Abschnitt 17.3]. O

Niveaulinien einer Funktion f (Grau) sowie der Taylorpolynome 77 (Gelb), T> (Blau), T3 (Griin) und T4
(Rot) in einem festgehaltenen Entwicklungspunkt (schwarzer Punkt), wobei die Approximationsgiite mit
wachsender Ordnung immer besser wird. Links unten sind alle Funktionen entlang der gestrichelten Achsen
dargestellt, wobei in diesem Beispiel praktisch kein Unterschied zwischen Grau und Rot besteht. Beachte,
dass die gelben/blauen/griinen/roten Niveaulinien gerade die Losungen gewisser polynomieller Gleichungen
von Grad 1/2/3/4 darstellen.

Bemerkung

1. Tst f sogar K-+1-mal stetig differenzierbar, so kann der Fehlerterm o( ||x — x.||™ )

HK+1)

(bzw. das sogenannte Restglied) auch als O( ||x — x, angegeben werden.

2. Die Laundau-Symbole o und O hatten wir in Mathe-I eingefithrt (Kapitel 9.2).
Es gibt mehrere, dquivalente Schreibweisen fiir den Fehlerterm. Fiir n = 2 gilt
zum Beispiel

o(lx = x ) = o((lea] + |w2)™) = o( max{|aa] , |[})

und analog mit O statt o bzw. fiir n > 2. Das Argument von o und O muss aber
immer eine skalare Grofe sein, zum Beispiel die Norm eines Vektors.

3. Ist f selbst ein Polynom vom Grad K (in den Variablen xzy, ..., x,), so gilt
f(x) = Tk(x) fiir jede Wahl von x,, d.h. der Fehlerterm ist in diesem Fall nicht
nur klein, sondern verschwindet.
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4. Es gibt — analog zum eindimensionalen Fall — abstrakte Restglied-Darstellungen.
Diese sind von grofem theoretischen Interesse, werden aber in dieser Vorlesung
keine Rolle spielen. In aller Regel wird man das Restglied fiir nicht-polynomielle
Funktionen nie genau kennen.

5. Ist f unendlich oft differenzierbar, so kann man auch die Taylor-Reihe

Tr(x)= ) a"fTﬂx*)(x— x,)*

|k|<oo

betrachten, aber wie schon in Mathe-I gilt nicht unbedingt f(x) = T\ (x), son-
dern nur dann wenn f eine sogenannte analytische Funktion ist. Wir werden in
Mathe-I111 darauf zuriick kommen.

6. Wir haben in diesem Abschnitt nur skalare Funktionen f : D — R betrachtet.
Bei der Taylor-Entwicklung vektorwertiger Funktionen f : D — R™ werden alle
Argumente komponentenweise angewendet. Man muss also jede Formel durch m
analoge Formeln mit fi, ..., f,, statt f ersetzen.

Beispiele Wir betrachten die durch

f(z, y) = =1+ cos(z) exp (y)

gegebene skalare Funktion f : R? — R und berechnen alle partiellen Ableitungen im
Entwicklungspunkt (z., y.) = (0, 0) (mit dieser Wahl bleiben die Formeln tiberschau-
bar) bis zur dritten Ordnung. Nach einfachen Rechnungen erhalten wir

f0,0)=0  8,f(0,00=0  9,f(0,0)=1
sowie
92 f(0,0) = —1 9,0, f(0,0)=0 92 f(0,0) =1
und
&2 £0,00=0 929, f(0,0) =—1 9,02 f(0,0)=0 9 f(0,0)=1.

Durch Auswertung der Multi-Index-Formeln erhalten wir verschiedene Polynom-
Approximationen von f, zum Beispiel

To(z,y) =y—32°+39°,  Dile,y)=y— 352"+ 3" -7y + ¢y,

wobei die Vorfaktoren aus den Fakultidten der beteiligten Multi-Indizes — das sind hier
(0, 1), (2,0), (0,2), (2,1) und (0, 3) — abgeleitet werden kénnen. Beide Polynome
beschreiben das Verhalten von f in der Ndhe des Entwicklungspunkts, d.h. fiir kleine x
und y. Die Approximationsgiite von T5 ist aber eine Ordnung besser als die von 75, eben
weil bei T3 auch noch die Monome dritten Grades beriicksichtigt werden. Insbesondere
gilt

f(z,y) = Toz, y) = O((lz] + [y])*) aber f(x, y) — Ta(z, y) = O((lz] + ly])")
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Erginzung: In diesem Beispiel hatten wir die Resultate auch anders ableiten kénnen,
namlich durch separate Taylor-Entwicklung beider Faktoren von f. Mit unserem Mathe-
I-Wissen gilt ndmlich

flz,y) = -1+ (1—§x2+0(x4)) (1+y+§y2+%y3+0(y4)>
=y—ia?+ 1y~ 1oty + Ly + O (x| + |y)*),

wobei wir alle monomialen Terme von Gesamtgrad 4 und grofer (also zum Beispiel
12%y?%) in das Restglied aufgenommen haben.

Geometrische Interpretation Fiir n = 2 kann der Graph einer Funktion f als ge-
kriimmte Fliche im R3 interpretiert werden, wohingegen der Graph des ersten Taylor-
Polynoms 77 immer eine Ebene beschreibt. Wir werden spéter sehen, dass der Graph
von T gerade die Tangentialebene an die Flache im Punkt x, ist. Analoge Aussagen
gelten auch fiir n > 2, konnen aber nicht mehr intuitiv verstanden werden. Die Graphen
von Ty und T3 schmiegen sich auch an den Graphen von f an (sogar zu héherer Ord-
nung), aber es handelt sich nicht mehr um Ebenen, sondern um sogenannte algebraische
Flichen, die selbst gekriimmt sind.

Blick von vorne Blick von hinten Blick von links Blick von rechts

Der Graph von T} ist eine Ebene, die sich im Entwicklungspunkt (schwarzer Punkt) and den Graphen
von f (rosa, hier Rotations-Paraboloid) anschmiegt. Geometrisch gesehen handelt es sich dabei um eine
Tangentialebene an eine gekriimmte Fléche.

1.6 Extremstellen, Teil 1: ohne Nebenbedingungen

Vorbereitungen

Inneres, AuReres und Rand einer Menge Fiir cine gegebene Menge D C R” ist
die folgende Klassifizierung von Punkten des R”™ niitzlich:

1. Ein Punkt x, € D wird innerer Punkt von D genannt, falls eine Kugel um diesen
Punkt auch ganz zu D gehoért. Die formale Definition lautet

de>0 VxeR" : [x—x|<e = x€D

bzw. in Worten: ,,Es existiert ein ¢ > 0, so dass fiir alle x € R" die folgende
Implikation richtig ist: Wenn ||x — x.|| < ¢ gilt, so gilt auch x € D.“

Der Radius ¢ wird dabei von x, abhédngen und kann vielleicht sehr klein sein.
Beachte auch, dass dieser Radius nicht eindeutig ist, denn wenn es ein € > 0 mit
der gewiinschten Eigenschaft gibt, so besitzt auch jedes kleinere € mit 0 < € < &
diese Eigenschaft.
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2. Ein Punkt x, ¢ D wird duferer Punkt von D genannt, falls eine Kugel um diesen
Punkt ganz zur Komplementarmenge R™ \ D gehort, d.h.

Jde>0 VxeR" : |x—x<e = x¢D

3. Jeder andere Punkt x, € R™ wird Randpunkt von D genannt, unabhéngig davon,
ob er zu D oder zu R"\ D gehort.

Diese Definitionen implizieren die folgenden Aussagen:
1. Jeder innere Punkt von D ist duferer Punkt von R™\ D und umgekehrt.
2. Jeder dufsere Punkt von D ist innerer Punkt von R \ D und umgekehrt.

3. Jeder Randpunkt von D ist auch Randpunkt von R™\ D und umgekehrt.

Bemerkung Bei praktisch relevanten Mengen ist es meist sehr einfach, die inneren
und auferen Punkte sowie die Randpunkte zu beschreiben bzw. intuitiv zu erkennen.
Insbesondere ist der Rand einer Teilmenge des R? bzw. des R? in vielen Féllen eine
eindimensionale Kurve bzw. eine zweidimensionale Fliche. Es gibt jedoch auch Mengen,
bei denen dies nicht so ist.

Lo

Innere Punkte (Blau) bzw. &dufiere Punkte (Rot) einer gegebenen Menge D (Grau; links ohne, rechts mit
Loch) haben die Eigenschaft, dass jede hinreichend kleine Kugel um diesen Punkt auch zu D bzw. zur
Komplementarmenge R™ \ D (Weil) gehort (im Bild ist immer der jeweils maximale Radius dargestellt).
Randpunkte (Lila) haben die Eigenschaft, dass jede noch so kleine Kugel um diesen Punkt sowohl Punkte
aus D als auch Punkte aus R™ \ D enthilt.

Beispiel* Die Menge Q? C R?, die aus allen Punkten der Ebene mit rein rationalen
Komponenten besteht, besitzt tiberhaupt keine inneren und keine dufseren Punkte.
Oder anders gesagt: der Rand dieser Menge ist ganz R2. Es gibt auch Mengen in der
Ebene, deren Rand ein Fraktal mit gebrochener (also nicht-ganzzahliger) Dimension
ist. Klassische Beispiele fiir diese ,seltsamen Mengen sind die Kochsche Schneeflocke
oder das Apfelmdnnchen (siehe jeweils WIKIPEDIA).

Offene und abgeschlossene Mengen* Eine Menge D C R wird abgeschlossen
bzw. offen genannt, falls jeder Randpunkt von D zu D bzw. zu R"™\ D gehért. Insbeson-
dere ist D genau dann abgeschlossen bzw. offen, wenn R" \ D offen bzw. abgeschlossen
ist.

Die Konzepte Offenheit und Abgeschlossenheit von Mengen haben sich als ausge-
sprochen méchtig erwiesen und es gibt mit der Topologie einen ganzen Zweig der
modernen Mathematik, der auf diesen beiden Begriffen aufbaut und sehr tiefe Erkennt-
nisse iiber die innere Struktur realer oder gedachter Welten gewonnen hat. Wir konnen
dies in dieser Vorlesung leider nicht vertiefen. Wir wollen auch erwéhnen, dass in der
mathematisch-rigorosen Theorie von Ableitungen der Definitionsbereich D einer Funk-
tion f meist als offen vorausgesetzt wird.
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L
-

Bei offenen (Griin) bzw. abgeschlossenen (Braun) Mengen gehoren alle Randpunkte zu R™ \ D bzw. zu D.
Es gibt auch Mengen, die weder offen noch abgeschlossen sind (Gelb).

Beispiel Fiir jedes € > 0 werden
Be(x,) = {x : [[x —x,|| < ¢} bzw. Be(x,) = {x : [[x—x,| < ¢}

die offene Kugel bzw. die abgeschlossene Kugel vom Radius ¢ mit Mittelpunkt x, ge-
nannt. Dies gilt fiir alle n, obwohl es sich fiir n = 1 eigentlich um Intervalle und fiir
n = 2 um Kreisscheiben handelt. Das B steht dabei fiir ball.

Lokale und globale Minima und Maxima Sei f: D — R eine skalare Funktion.
Wir nennen einen Punkt x, € D

1. globalen Minimierer bzw. globalen Maximierer von f, falls

fx) <fx) baw.  f(x) = f(x)
fiir alle x € D gilt.

2. lokalen Minimierer bzw. lokalen Maximierer von f, falls es einen Radius ¢ > 0

gibt, so dass die Ungleichung von eben nicht unbedingt fiir alle x € D, aber fiir
alle x € D mit ||x — x.| < e gilt.

X2
\
)
sl -~ ol - -

5

- @@

Beispiel fiir eine Funktion f : R? — R, wobei Blau bzw. Rot fiir kleine bzw. grofie Funktionswerte stehen
und die Pfeile im mittleren Bild das Gradientenfeld illustrieren. Orange bzw. Griin représentieren Mini-
mierer bzw. Maximimierer, wobei die lokalen bzw. globalen Extremstellen durch runde bzw. eckige Punkte
dargestellt werden. Alle Extrema sind hier strikt und werden auferdem in inneren Punkten angenommen.
Der sichtbare Rand ist hier nur die Grenze des Darstellungsbereiches, nicht des Definitionsbereiches von f.

-

Beispiel fiir eine Funktion f : D — R auf einem Kreisring D, wobei hier auf dem gréferen der beiden Kreis-
rander lokale Minima und Maxima angenommen werden (auf dem kleineren jedoch nicht). Die Farbkodierung
ist wie im vorangegangenen Bild.
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Bemerkung

1.

Bei strikten Minimierern und Maximierern (lokal oder global) gelten die entspre-
chenenden Ungleichungen mit < statt < bzw. > statt > (wobei man sinnvoller-
weise auch x # x, fordert).

. Ist x, ein lokaler Minimierer der Funktion f, so wird f(x,) das entsprechende

lokale Minimum genannt. In der Literatur wird manchmal nicht strikt zwischen
den Konzepten Minimierer und Minimum unterschieden, aber in der Praxis wird
meist durch den Kontext klar, wovon gerade die Rede ist. Minimierer werden
oftmals auch Minimalstelle genannt, da in diesen Punkten ein Minimum ange-
nommen wird.

. Die Begriffe globales Minimum, lokales Maximum, globales Maximum werden

analog eingefiihrt.

Man spricht von einer (lokalen oder globalen) Extremstelle x,, falls man noch
nicht entschieden hat, ob ein Minimum oder ein Maximum angenommen wird.

. Bei globalen Extremstellen werden auch die Notationen

f(x4) =min f, X, = argmin [, f(x4) = max [, X, = argmax f

verwendet, wobei aber die Minimierer oder Maximierer nicht unbedingt eindeutig
bestimmt sind (denn das globale Minimum oder Maximum kénnte ja in mehreren
Punkten angenommen werden).

. Lokale oder globale Minima und Maxima koénnen in inneren Punkten oder in

Randpunkten angenommen werden. Wir werden gleich sehen, dass bei inneren
Extremstellen alles viel einfacher ist, da dort die ersten und zweiten Ableitungen
schone Eigenschaften besitzen, wohingegen Extrema am Rand von D immer viel
schwieriger zu finden bzw. zu klassifizieren sind.

Klassifikation lokaler Extrema

Theorem (notwendige Bedingung fiir lokale Extrema in inneren Punkten)
Nimmt eine stetig differenzierbare Funktion f : D — R ein lokales Extremum (Mini-
mum oder Maximum, strikt, oder nicht) in einem inneren Punkt x, an, so gilt

grad f(x.) =0,

d.h. alle partiellen Ableitungen von f verschwinden in x,.

Beweis: Wir fiihren einen indirekten Beweis und nehmen an, dass

g. :=grad f(x,) #0.

Wir betrachten nun die nicht-entartete Kurve

X(t) ==Xy + t g

mit Parameter t € R, die zur Zeit t = 0 durch x, lauft und eine Gerade mit Rich-
tungsvektor g, parametrisiert. Da x, ein innerer Punkt von D ist, gibt es ein € > 0, so

dass

x(t) € D fir alle —e<t<+4e.
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Entlang des entsprechenden kurzen Kurvenstiicks wird f durch die skalare Funktion
¢:(—e, +¢) — R mit

o(t) = f(x(t))

beschrieben und mit der Kettenregel berechnen wir

(b(t) = <gradf(x(t)), X(t)> = <gradf(x(t)), g*>7

wobei " wieder die Ableitung nach der Variablen ¢ bezeichnet. Durch Auswertung in
t = 0 erhalten wir

$(0) = (g, g.) >0,

d.h. ¢ ist in ¢ = 0 strikt monoton wachsend. Fiir hinreichend kleine Zeiten 0 < ¢t < ¢
gilt damit

o(—t) < 9(0) = f(x:) < p(+1),

und wir schlieffen, dass x, weder Minimierer noch Maximierer sein kann. Dies ist aber
ein Widerspruch und unsere Annahme oben muss daher falsch gewesen sein. ]

Bemerkung

1. Informell kann man die Beweisidee wie folgt zusammenfassen: Wenn g, — das ist
der Gradient von f in x, — nicht verschwindet, so konnen wir den Wert von f
dadurch erhéhen bzw. verringern, dass wir (zumindest ein bisschen) in Richtung
+g. bzw. —g, laufen. Diese Beobachtung ist ausgesprochen niitzlich und liefert
den Schliissel fiir sehr viele mathematische Resultate. Sie illustriert auch wieder,
dass g, die Richtung des steilsten Anstiegs ist.

2. Fiir dieses Argument ist es wichtig, dass x, ein innerer Punkt von D ist, denn nur
dann kénnen wir sowohl in Richtung —g, als auch in Richtung +g, zumindest ein
kleines Stiick laufen, ohne den Definitionsbereich D der Funktion f zu verlassen.
Ist x, jedoch ein Randpunkt von D, so trifft dies im Allgemeinen nicht mehr
zu und wir kénnen in der Regel nur noch in eine der beiden Richtungen laufen.
Man kann jedoch mit &hnlichen Ideen auch notwendige Bedingungen fiir lokale
Extrema in Randpunkten ableiten (siehe dazu weiter unten).

3. Ein Punkt x, mit grad f(x.) = 0 wird kritischer Punkt (oder stationdrer Punkt)
von f genannt. Kritische Punkte sind Kandidaten fiir Extremstellen, aber ihre
Berechnung erfordert (im Allgemeinen) das Losen von nichtlinearen Gleichungs-
systemen.

Beispiel Die Funktion f: R? — R sei gegeben durch
f(@1, m2) = 1 23 exp (1 + 1) + 323,

und durch einfache Rechnungen erhalten wir

!

0=0,, f(x1, 22) = (1 +z1) 23 exp (1 + 11),

!

:8062 f(1717 IZ) = 21119 €Xp (1 +171) + 2%;’
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als nichtlineares Gleichungssystem fiir kritische Punkte. In diesem Beispiel kénnen wir
die Gleichungen leicht losen: Zuerst bemerken wir, dass x9 = 0 immer eine Loésung
ist. Fiir 79 # 0 konnen wir die Gleichungen durch xs bzw. x3 dividieren. Die erste
Gleichung liefert dann z; = —1 und nach Einsetzen in die zweite Gleichung erhalten
wir x5 = —1 oder x5 = +1. Insgesamt erhalten wir

{x e R® :grad f(x) =0} = {(-1, 1), (-1, +1)} U {(21, 0) : =1 € R}

als Menge aller kritischen Punkte. Es stellt sich nun die Frage, welche davon lokale
Minima oder Maxima sein konnen.

Erinnerung und Strategie In Mathe-I hatten wir lokale Extrema fiir Funktionen
f: R — R studiert und f’(z,) = 0 als notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum
an der Stelle x, hergeleitet. Anschliefend hatten wir mit Hilfe der eindimensionalen
Variante des Satzes von Taylor die folgenden Aussagen abgeleitet:

1. Gilt f”(x.) > 0, so ist z, striktes lokales Minimum.
2. Gilt f"(z.) <0, so ist x, striktes lokales Maximum.

3. Im Entartungsfall f”(z,) = 0 ist keine einfache Entscheidung moglich bzw. die
richtige Antwort hingt von den Eigenschaften hoherer Ableitungen in x, ab.

Auch in héheren Dimensionen liefert der Satz von Taylor gute Kriterien fiir lokale
Extrema. Allerdings gibt es fiir n > 2 nicht nur eine zweite Ableitung, sondern mehrere
partielle Ableitungen zweiter Ordnung. Wir hatten schon oben gesehen, dass diese in
natiirlicher Weise in der quadratischen Hesse-Matrix

Hf(x) = (0s, 0s, f(%))

gesammelt werden konnen. Da diese Matrix nach dem Satz von Schwarz symmetrisch
ist, besitzt sie nur reelle Eigenwerte und kann auch diagonalisiert werden. Insbesonde-
re gibt es eine orthogonale Basis in R”, die nur aus Eigenvektoren der Hesse-Matrix
besteht (siche Abschnitt 6.2 in Mathe-I).

ij=1..n

Wichtiger Spezialfall fiir n=2 Wir wollen — als Vorbereitung fiir den allgemeinen
Fall — fiir quadratische Polynome in zwei Variablen untersuchen, unter welchen Bedin-
gungen an die zweiten Ableitungen ein kritischer Punkt als lokaler Minimierer oder
Maximierer klassifiziert werden kann. Dazu betrachten wir eine reelle symmetrische
Matrix

sowie die Funktion p : R? — R mit
p(x) =c+ %XT'A'X:C—F%aul’%—f—aml‘ll’z—f—%agzl’g.
Man zeigt nun leicht, dass
gradp(x) = A -x Hpx)=A

gilt und dass x, = 0 immer ein kritischer Punkt von p ist. Fiir det A # 0 ist dies sogar
der einzige kritische Punkt. Wir diskutieren nun verschiedene Fille:
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Fall D, Unterfall D__: Ist A eine Diagonalmatrix mit zwei negativen Eigenwerten,
d.h.

a1z = az =0, ap <0, azy <0
so gilt (wegen der Vorzeichen von aq; und ags)
_ 1 2 1 2 .
p(l’l, ZEl) = c—|—§a11:c1—|—5a22x2 < c = p(O, 0)

fir jedes (x1, ) # (0, 0) und wir sehen, dass p in (0, 0) ein striktes Maximum an-
nimmt.

Fall D, Unterfall D_, : Ist A eine Diagonalmatrix mit einem negativen und einem
positiven Eigenwert, so gilt

192 = A1 = 0 und ap < 0< ag9 oder ayp > 0> a99

und (0, 0) ist weder ein Minimierer noch Maximierer, sondern ein sogenannter
Sattelpunkt. Insbesondere gilt

p(z1, 0) < c=p(0,0) < p(0, z2) oder p(xy, 0)>c=p(0,0)>p(0, xs)

und man sagt, die beiden Koordinatenachsen liefern in diesem Beispiel die minimie-
rende sowie die mazimierende Richtung (siehe dazu weiter unten).

Fall D, Unterfall Dy, : Ist A eine Diagonalmatrix mit zwei positiven Eigenwerten,
d.h.

a1z = ag =0, ap; >0, az >0,

so p nimmt in (0, 0) ein striktes Minimum an.

D, Unterfille Dot oder Dyo: Ist A Diagonalmatrix mit (einfachem oder doppel-
tem) Eigenwert 0, so sprechen wir von einem Entartungsfall. Fiir quadratische Polyno-
me kann man zwar immer noch alles ausrechnen, aber die Ergebnisse kénnen nicht mehr
so einfach auf den allgemeinen Fall iibertragen werden (analog zum Entartungsfall in
1D). Beachte auch, dass hier det A = 0 gilt.

Foll G: Gilt a;o = a9y # 0, so miissen wir die symmetrische Matrix A zunéchst
diagonalisieren, indem wir ihre Eigenwerte und Eigenvektoren berechnen. Der Satz
iiber die Hauptachsentransformation reeller symmetrischer Matrizen — sieche in Mathe-
I — liefert uns eine orthogonale Matrix S mit

s—l-A-sz:Az(a” 0>, S!'=g8"T,

0 &22

wobei a7 und a9 gerade die Eigenwerte von A sind und die entsprechenden normali-
sierten Eigenvektoren die Spalten von S bilden. Fiihren wir nun durch

XxX=S-x bzw. x=8T.x
neue Koordinaten z; und Z ein, erhalten wir
p(X):C+%XT-A-X:C—F%iT-ST~A~S-)~(:C—|—%)~(T-A-)~(

bzw.

_ 1~ =2 1~ ~2
p(l’l, Ig) = C+§CL11$1 +§CL22$2.
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Wie oben kénnen wir nun die Unterféille G__, G_, und G, diskutieren und erhalten
analoge Resultate. Es gibt natiirlich auch wieder die Entartungsfille mit det A = 0.

Diskussion, Teil 1: Man kénnte meinen, dass unsere Rechnungen nur den sehr spe-
ziellen Fall gewisser quadratischer Polynome abdecken. Der Satz von Taylor besagt
aber, dass wir lokal jede (zweimal stetig differenzierbare) Funktion f durch ein qua-
dratisches Polynom approximieren konnen. Genauer gesagt: Wird das zweite Taylor-
Polynom einer Funktion f : R? — R in einem kritischen Punkt x, ausgewertet, so
verschwinden alle Monome vom Grad 1 (wegen grad f(x) = 0) und es bleiben nur
die Monome nullten oder zweiten Grades stehen. Insbesondere gilt Th(x) = p(x — x,),
wobei ¢ = p(0) = f(x.) der kritische Funktionswert ist und A = Hp(0) = Hf(x,) die
Hesse-Matrix.

Diskussion, Teil 2: Die Idee ist nun, dass das Studium von 7, uns im Prinzip alle
lokalen Informationen iiber f in der Néhe eines inneren kritischen Punktes x, liefert
und dass alle Beitrdge der héheren Ordnungsterme vernachlassigt werden kénnen. Dies
ist allerdings nur ,fast immer“ richtig, denn die Entartungsfille stellen die Ausnahme
von der Regel dar. In diesen Féllen reichen die zweifachen partiellen Ableitungen eben
nicht aus, um das lokale Verhalten von f vollstdndig zu charakterisieren, sondern man
muss auch drei- oder gar vierfache Ableitungen beriicksichtigen. Ein weiterer Sonderfall
sind kritische Punkte am Rand des Definitionsbereiches, die wir spater kurz diskutieren
werden.

\ ~
\ s
Xy
v . .

Nicht-entarteter Fall G__: Lokales Maximum mit zwei negativen Eigenwerten in der Hesse-Matrix des
kritischen Punktes (schwarzer Kreis), wobei die griinen Geraden die Hauptachsen, d.h. die entsprechenden
Eigenraume darstellen.

Nicht-entarteter Fall G4 4:

X X

Nicht-entarteter Fall G_4: Sattelpunkt mit einem negativen und einem positiven Eigenwert. Die orange
bzw. griine Hauptachse entspricht der minimierenden bzw. der maximierenden Richtung.
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Theorem (Hauptsatz liber lokale Minima und Maxima in inneren Punkten)
Sei f: D — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion auf der Menge D C R”"
und sei x, ein kritischer Punkt von f der gleichzeitig innerer Punkt von D ist. Dann
gelten die folgenden Aussagen mit H, = Hf(x,):

1. Besitzt H, nur negative Eigenwerte, so ist x, ein striktes lokales Maximum.
2. Besitzt H, nur positive Eigenwerte, so ist x, ein striktes lokales Minimum.

3. Besitzt H, sowohl positive als auch negative, aber keine verschwindenden Eigen-
werte, so ist x, ein Sattelpunkt.

Besitzt H, den Eigenwert 0, so handelt es sich um einen Entartungsfall.

Beweis: Wir wollen den Beweis hier nicht im Detail fiihren. Alle wesentlichen Ideen,
Formeln und Argumente hatten wir aber schon bei der Betrachtung des Spezialfalles
kennengelernt. O

Bemerkungen

1. Der Hauptsatz gilt nur in inneren kritischen Punkten. Bei lokalen Extremstellen
am Rand sind die Eigenwerte der Hesse-Matrix Hf(x,) nicht (fir n = 2) bzw.
nicht allein (n > 3) wichtig, weil dort im Allgemeinen grad f(x,) # 0 gilt, d.h.
weil nicht alle ersten Ableitungen verschwinden (siehe das Beispiel unten).

2. Durch das Studium von Ableitungen kann generell nicht entschieden werden, ob
es sich um lokale oder globale Extremstellen handelt, denn Ableitungen charak-
terisieren nur das lokale Verhalten von f in der Nahe eines kritischen Punktes.
Die Suche nach globalen Extremstellen ist ein globales Problem und kann sehr
aufwindig werden.

3. Die normalisierten Eigenvektoren von H, liefern gerade die Hauptachsen. Sind al-
le Eigenwerte paarweise verschieden (das ist der Standardfall), so sind die Haupt-
achsen eindeutig festgelegt (bis auf den Vorfaktor +1). Bei mehrfachen Eigen-
werten sind nur die entsprechenden Eigenrdume eindeutig festgelegt, aber es gibt
gewisse Freiheiten, die orthonormalen Basisvektoren zu wahlen.

4. Ein Sattelpunkt ist weder lokaler Minimierer noch lokaler Maximierer, denn in
jeder noch so kleinen Kugel um x, gibt es Punkte x und X mit

f(x) < fx) < f(X).

5. Jeder Sattelpunkt x, besitzt maximierende Richtungen (die Hauptachsen zu ne-
gativen Eigenwerten) sowie minimierende Richtungen (die Hauptachsen zu posi-
tiven Eigenwerten). Betrachten wir f zum Beispiel auf einer Geraden durch x,,
deren Richtungsvektor einer maximierenden Richtung entspricht, so nimmt die
eingeschrinkte Funktion im Sattelpunkt ein Maximum an (siche die Bilder). Be-
achte, dass sich die Anzahlen der maximierenden und der minimierenden Richtun-
gen zu n addieren und dass Minimierer bzw. Maximierer jeweils nur minimierende
bzw. maximierende Richtungen besitzen.
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6. Fiir die Klassifikation eines kritischen Punktes miissen die Eigenvektoren von H,
nicht unbedingt berechnet werden, sondern es reicht die Kenntnis der Eigenwer-
te bzw. ihrer Vorzeichen. Fiir n = 2 kann man diese Information sogar direkt
aus der Determinante det (H,) sowie der Spur spur (H,) (das ist die Summe der
Diagonaleintréige) ablesen, denn die Determinate bzw. die Spur liefern das Pro-
dukt bzw. die Summe der Eigenwerte von H, (dies ist ein allgemeiner Satz {iber
symmetrische Matrizen). Fiir n = 2 ergibt sich damit das folgende Klassifikati-
onsschema :

(a) det (H.) < 0 : Sattel (ein positiver und ein negativer Eigenwert)
(b) det (H,) =0 : entartet (mindestens ein Eigenwert verschwindet)
(c) det (Hy) >0

(c.1) spur (H,) < 0 : Maxzimum (zwei negative Eigenwerte)

(c.2) spur (H,) > 0 : Minimum (zwei positive Eigenwerte)

Fiir n > 3 und det (H,) # 0 miissen aber im Allgemeinen alle Eigenwerte von H,
berechnet werden, zum Beispiel als Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

7. Ein Entartungsfall tritt genau dann ein, wenn det (H,) = 0. Eine symmetrische
Matrix mit nur positiven bzw. nur negativen Eigenwerten wird in der Literatur
auch positiv definit oder negativ definit genannt.

Beispiel Wir betrachten die durch

flar, wo) = (21 +22)" + (11— 22)" = 6y
definierte Funktion f : R? — R und berechnen zunichst den Gradienten

3(z1 + 22)° + 3 (23 —x2)2—6) _ (6%%4—6%%—6)

d =
grad f(z1, z2) ( 3 (21 + x2)2 —3(x; — 952)2 1221 29

sowie die Hesse-Matrix

122, 12z
Hf($1’5”2):<12x; 12;)

Die nichtlinearen Gleichungen fiir die kritischen Punkte lauten nun
! 2 2 !
0=6x]+6x5—06, 0=12z1 x4

und konnen in diesem Beispiel leicht gelost werden. Wir erhalten die vier kritischen
Punkte

(1) % = (=1,0), (2) x=(+10), (3) x. =(0, -1), (4) x, = (0, +1),

die wir nun der Reihe nach klassifizieren wollen.
Kritische Punkte 1 und 2: Es gilt

_(F12 0
H*_(O ;12)
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und wegen der Diagonalstruktur kénnen wir die Eigenwerte sofort ablesen: Wir erhalten
den jeweils doppelten Eigenwert —12 bzw. +12 und schliefen, dass f im ersten bzw.
zweiten kritischen Punkt ein striktes lokales Maximum bzw. Minimum annimmt.

Kritische Punkte 3 und 4: Diesmal erhalten wir keine Diagonalmatrix mehr und
miissen in einer Nebenrechnung die Matrix diagonalisieren. Dies liefert

(0 FI12 _1 (=12 0
Ho={s o) 5 B:S5={ +12)’

wobei die normalisierten Eigenvektoren jeweils spaltenweise aus der orthogonalen Uber-
gangsmatrix

1 /1 -1 1 /-1 1
abgelesen werden konnen. Wir sehen nun, dass es sich sowohl beim dritten als auch
beim vierten kritischen Punkt jeweils um einen Sattelpunkt handelt.

b

7

AL

f AL,
1717
7774
SAAA
T
NN e
ARRR
ARRRY
A
N

X1 X1

Die (leicht verzerrt dargestellten) Plots zum gerechneten Beispiel. Die kritischen Punkte sind farbig markiert
(orange bzw. griin fiir den lokalen Minimierer bzw. Maximierer, lila fiir die beiden Sattelpunkte). Die Pfeile
reprisentieren die Hauptachsen (und damit auch die minimierenden und maximierenden Richtungen) in den
Sattelpunkten.

Uber lokale Extremstellen am Rand Lokale Extrema in Randpunkten sind inso-
fern anders, als dass dort der Gradient von f nicht verschwinden muss. Man kann nun
geometrische Bedingungen an den Gradienten herleiten und wir werden dies im Kapitel
iiber Extremalstellen mit Nebenbedingung in einem leicht anderen Setting auch tun.
Fiir den Moment mochten wir mit einem Beispiel illustrieren, dass diese Gradientenbe-
dingungen zumindest fiir n = 2 geometrisch sehr einleuchtend sind und mit einfachen

) X

,dynamischen“ Argumenten motiviert werden konnen.

X2

x X

Beispiel fiir eine Funktion F': D — R auf einer Kreisscheibe D, die lokale Minima und Maxima im Inneren
und auf dem Rand annimmt, wobei im rechten Bild die entsprechenden Gradientenvektoren stark vergrofiert
dargestellt sind. Bei einer Maximalstelle auf dem Rand (griine runde Punkte) steht der Gradient senkrecht
auf der Randkurve und zeigt nach auffen. Denn wiirde er zum Beispiel nach innen zeigen, so kénnten wir
den Wert von f erhdhen, indem wir ein kleines Stuck in Richtung des Gradienten ins Innere von D laufen.
Und wenn der Gradient zwar nach auflen zeigen, aber nicht senkrecht stehen wiirde, so konnten wir ihn
in einen mormalen und einen tangentialen Anteil zerlegen und den Wert von f dadurch erhdhen, dass wir
uns entlang des Randes von D ein kleines Stiick in tangentialer Richtung bewegen. Analog folgt, dass der
Gradient in Minimierern auf dem Rand (orange runde Kreise) auch senkrecht auf der Randkurve steht,
aber diesmal nach innen zeigen wird. Beachte auch, dass bei den inneren Extremstellen (eckige Punkte) der
Gradient verschwindet und deshalb die wesentlichen Informationen nicht in den ersten, sondern erst in den
zweiten Ableitungen zu finden sind.
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‘ Vorlesungswoche 03 ‘

1.7 Extremstellen, Teil 2: mit Nebenbedingungen

Setting Wir betrachten wieder eine skalare Funktion f : D — R, suchen aber diesmal
Extremstellen von f unter m Gleichungsnebenbedingungen

! !
gl(X):cl7 ] gm(x):cm7
die durch m skalare Funktionen g; : D — R sowie m gegebene Konstanten ¢; € R
beschrieben werden. Man kann diese auch zu einer vektorwertigen Funktion g : D —
R™ bzw. einem Vektor ¢ € R™ zusammenfassen. Die Menge

G:={xeD : gx)=c}=Ny,(c1)N...N N, ()

nennt man die Menge der zulédssigen Punkte aus D und f wird manchmal auch
Zielfunktion des Optimierungsproblems genannt. Im Fall von m = 1 schreiben wir ¢
statt g; und c statt c;.

Bemerkung Analog zur Diskussion im vorangegangenen Abschnitt konnen wir iiber
lokale und globale Maxima und Minima (bzw. die entsprechenden Minimierer und
Maximierer) der Funktion f auf der Menge G reden. Beachte aber, dass G im Gegensatz
zu D in der Regel keine inneren Punkte besitzt. Wir konnen daher nicht erwarten, dass
der Gradient von f in lokalen Extremstellen verschwindet.

Beispiel mit n = 2 und m = 1. Rechts: Konturplot der Funktion f : R? — R sowie Skizze der Menge G =
Ng(c) = {x € R? : g(z) = c} fiir eine feste Funktion g : R — R und zwei Wahlen von ¢ (Gelb und Braun).
Dabei nimmt f einmal drei Minima (Orange) und drei Maxima (Griin) auf G an, wohingegen es das andere
Mal aber nur einen Minimierer und einen Maximierer gibt. Runde bzw. eckige Punkte entsprechen dabei
lokalen bzw. globalen Extremstellen und die grauen bzw. schwarzen Pfeile stellen grad f(x) in beliebigen
Punkten aus G bzw. in den Extremstellen dar. Beachte, dass die schwarzen Pfeile immer senkrecht auf der
Menge G stehen, denn dies ist in diesem Fall gerade die Aussage der unten erkliarten Multiplikatoren-Regel.
Links: Flachenplot von f, wobei die gelbe bzw. braune Kurve die Funktion f entlang der Menge G illustriert.
Die Menge G liegt aber nicht im Graphen von f, sondern in der (x1, z2)-Ebene.

Bemerkung

1. In der mathematischen Theorie wird meist a priori vorausgesetzt, dass D (aber
nicht @) eine offene Menge ist, so dass jeder Punkt in D auch innerer Punkt von
D ist. Der Vorteil ist, dass man dann keine Randpunkte von D zu diskutieren
braucht, fiir die die Theorie wieder etwas anders ist.

2. In der Literatur werden oftmals nur Nebenbedingungen der Bauart g;(x) =0
zugelassen. Das ist nur auf den ersten Blick eine Einschriankung, denn ¢;(x) = ¢;
ist dquivalent zu g;(x) = 0, wobei g; : D — R die leicht modifizierte Funktion
mit g;(z) = gi(x) — ¢; ist, fiir die offensichtlich 0,,g;(x) = 0,,4:(x) gilt.
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3. In aller Regel gilt m < n. Dies ist sehr sinnvoll, denn jede skalare Gleichung der
Form g;(x) = ¢; reduziert — zumindest auf einer heuristischen oder informellen
Ebene — die Anzahl der , Freiheitsgrade* um 1.

Lagrange-Funktion FEine wichtige Rolle bei Extrema unter Nebenbedingungen
spielt die Lagrange-Funktion L : D x R™ — R, die durch

L(x, A) = f(x) = (A, g(x)) = f(x) — Z Ai gi(x)

definiert ist, wobei < , > hier das Skalarprodukt im R™ meint. Desweiteren gilt
(X, A) = (.’L’l, vy T,y )\1, cey >\m) € Rn+m7

d.h. L ist eine Funktion in n +m Variablen, wobei die ersten n als x; und die nachsten
m als A\; bezeichnet werden. Man definiert aufferdem durch

O, L(x, A) m
R" 5 grad, L(x, A) := : = grad f(x) — Z Ai grad g;(x)
Or, L(x, X) =1

den partiellen x-Gradienten von L.

Theorem (Lagrangesche Multiplikatoren-Regeln) Sei x, ein innerer Punkt von
D, der gleichzeitig eine lokale Extremstelle von f in G ist. Aufierdem seien die m
Vektoren grad ¢;(xy),...,grad g, (X.) linear unabhingig in R". Dann existiert ein
eindeutiges A, € R™, so dass

grad, L(x,, A,) =0
gilt, wobei 0 den Nullvektor im R™ bezeichnet.

Beweis: Einen Beweis konnen wir hier nicht fithren. OJ

Bemerkung

1. Die Komponenten von A, werden aus historischen Griinden Multiplikatoren ge-
nannt.

2. Fiir m = 1 lautet die Multiplikatoren-Regel
grad f(x,) — A\, gradg(x,) =0

und wir werden unten sehen, dass es zumindest fiir n = 2 und n = 3 eine sehr
einleuchtende geometrische Interpretation gibt.

3. Die Multiplikatorenregel formuliert eine notwendige Bedingung, die letzlich nur
Kandidaten fiir die Extremstellen von f in G liefert. Es gibt auch hinreichende
Bedingungen, die zweite Ableitung von f und erste Ableitungen von g¢; beinhal-
ten. Ihre Herleitung und Interpretation erfordert aber genauere Kenntnisse {iber
Differentialgeometrie, die iiber unseren aktuellen Wissensstand hinausgehen.
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4. Analog zum Fall ohne Nebenbedingung kann es sich bei x, um einen Minimierer,
eine Maximierer, oder einen Sattelpunkt (immer von f bzgl. G) handeln. Aufer-
dem konnen Entartungsfille eintreten. In praktischen Féllen kann ein Kandidat
X, oftmals auch durch andere, zum Beispiel physikalische Argumente, klassifiziert
werden.

5. Die Multiplikatorenregel liefert in Kombination mit den Nebenbedingungen ins-
gesamt n + m Gleichungen fiir die n Komponenten von x, sowie die m Kom-
ponenten von A,, aber diese Gleichungen sind im Allgemeinen nichtlinear und
stark gekoppelt. Das Losen dieser Gleichungen kann daher sehr schwierig sein,
wobei es auch noch mehrere Losungséste geben kann. Nichtsdestotrotz ist die
Langrangesche Multiplikatorenregel auch in der Praxis sehr wichtig und liefert
oftmals erstaunlich gute Ergebnisse. Zumal man die nichtlinearen Gleichungen
heutzutage numerisch auf dem Computer 16sen kann.

6. Die Bedingung an die Gradienten der g; im Punkt x, ist dquivalent zu
Rang (Jg(x.)) = m,

d.h. die (m, n)-Jacobi-Matrix von g muss genau m linear unabhéngige Spalten —
oder Zeilen, denn Spaltenrang ist Zeilenrang —besitzen. Diese Bedingung ist aus
theoretischer Sicht sehr wichtig, da sie gewisse Entartungen ausschlieftt. In der
Praxis kann man sie jedoch meist gefahrlos ignorieren bzw. a posteriori in jedem
Kandidaten x, tberpriifen.

Beispiel Fiir n = 2 und m = 1 betrachten wir die Funktionen f : R> — R und
g :R? - R mit

f(xh Ta) = T1 T, 9(3717 952) = 37% +$§

und suchen die Extrema von f auf der Menge G, die hier durch die skalare Nebenbedin-
gung g(x) = c¢ definiert ist. Inbesondere gilt D = R? und fiir fixiertes ¢ > 0 ist G gerade
die Einheitskreislinie vom Radius /c. Die Multiplikatorenregel liefert die vektorwertige
Gleichung

1'*72 _ _ . 2 >\* x*,l
<x*,1) = grad f(z. 1, T.2) = A grad g(z.1, T.2) = <2 N x*,g) ,
die wir auch als ein System von zwei skalaren Gleichungen betrachten konnen. Aufser-
dem soll als dritte Gleichung die Nebenbedingung

2 2 —
Ty + Teo = g(‘r*,l’ :1;*,2) =c

erfiillt sein. Damit haben wir insgesamt drei nichtlineare skalare Gleichungen fiir die
drei Unbekannten z,, z,2 und A.. Im konkreten Fall konnen wir diese relativ ein-
fach 16sen: Zu erst bemerken wir, dass z.; # 0 gelten muss, da andernfalls die erste
Gleichung z, » = 0 und damit einen Widerspruch zur dritten Gleichung liefern wiirde.
Analog zeigt man z, 5 # 0. Setzen wir die erste Gleichung in die zweite ein, so erhalten
wir z,; =4 A2 x4, und damit A\, = j:%. Die erste und die zweite Gleichung implizieren
nun z,o = +z,; und die Nebenbedingung liefert jeweils 2:5371 = 2x372 = c. Insgesamt
erhalten wir vier Kandidaten fiir die Extremstellen von f in G:
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(2) /\* = _%7 Tl = + %Cv Ty2 = — %C (mlt f(x*’h $*72) - —%C)
(3) /\* = +%7 Tl = — %Cv Ty2 = — %C (mlt f(x*’h .%*,2) - +% C)

(4) Me=+3, T =+4/56 Tuo=+y/5¢ (mit f(2a1, Tua) = +35 )

Aus der Multiplikatoren-Regel konnen wir aber weder ablesen, ob es sich wirklich um
Extremstellen handelt, noch ob es sich um lokale oder globale Versionen handelt.

P
v £

=X/

reduzierte Funktion

‘/\ /T

0 2

\ 1/
11T/
0 Ly \ I/
X -1
N x

Die Bilder zum eben gerechneten Beispiel. Siehe auch die nachfolgenden Bemerkungen.

Bemerkungen zum Beispiel:

1. Im konkreten Fall ist G eine kompakte Menge (siche unten) und daher wissen
wir, dass es ein globales Minimum und ein globales Maximum geben muss. Die-
ses Argument ist aber vollkommen unabhéngig von der Multiplikatoren-Regel.
Auferdem werden in den vier Kandidaten nur zwei verschiedene Funktionswerte
angenommen. Insgesamt kénnen wir nun schlieffen, dass die Formeln (1) und (2)
beide einem globalen Minimum, die Formeln (3) und (4) jeweils einem globalen
Maximum entsprechen.

2. In jeder der vier Losungen gilt

Hf (2.1, 242) = ((1) é) = (_01 (1)) )

d.h. die Auswertung der Hesse-Matrix von f liefert in diesem Beispiel auf den
ersten Blick keine niitzlichen Informationen, die die vier kritischen Punkte klassi-
fizieren konnten. Den zweiten Blick bzw. die Frage, inwieweit zweite Ableitungen
von f bei Extremstellen unter Nebenbedingungen hilfreich sind, kénnen wir in
dieser Vorlesung nicht diskutieren.

3. Wir haben hier die Gleichungen in z, ;, =, 2 und A, formuliert. In der Praxis lasst
man * meist weg und rechnet mit x;, zo und \.

Alternative Losung des Beispiels™: Im konkreten Fall konnen wir G als Bild der para-
metrisierten (und geschlossenen) Kurve

(ggg) - (ﬁ sin ((tt))> . telo, 2n]

betrachten und anstelle von f die eingeschrénkte Funktion ¢ : [0, 27] — R mit

o(t) = f(21(t), 22(t)) = c cos (t) sin (t) = L ¢ sin (2¢)

Michael Herrmann: Mathematik 2 fir Elektrotechniker [D)ev-sa | Version vom 14.7.2020



1.7. Extremstellen, Teil 2: mit Nebenbedingungen 57

auf lokale Extrema untersuchen. Mit unserem Wissen aus Mathe-I kann nun leicht
gezeigt werden, dass ¢ in t, = %77 und t, = gﬂ' ihr globales Maximum annimmt, wohin-
gegen t, = %7? und t, = %71’ beide globale Maximierer sind. Ganz allgemein kann man
sagen: Ist eine Parametrisierung der Menge G (als Kurve oder Fliche oder hoherdimen-
sionale Mannigfaltigkeit) verfiigbar, so kann man mit Hilfe dieser eine eingeschrénkte
Funktion ¢ definieren und dadurch ein Optimierungsproblem mit Nebenbedingung in
ein Optimierungsproblem ohne Nebenbedingung iiberfiithren. Insbesondere kann dann
die Hessische Matrix H¢ der reduzierten Funktion (in unserem Fall die zweite Ablei-
tung ¢”) benutzt werden, um die kritischen Punkte zu klassifizieren. Allerdings ist eine
solche Parametrisierung im Allgemeinen nicht explizit bekannt bzw. kann nur mit viel
Aufwand erzeugt werden.

Beispiel Wir betrachten die Menge
D:={(z,y,2) : 2>0,y>0, 2>0}
sowie die Funktionen f,g: D — R mit

f(x,y,z)zscyz, g(xayyz)ZQ(yZ+zx—|—$y)

Wir wollen nun f unter der Nebenbedingung optimieren, dass g einen gegebenen Wert
¢ > 0 annimmt. Geometrisch kann dies wie folgt interpretiert werden: Wir suchen
unter allen Quadern mit Kantenléngen x, y und z und vorgeschriebener Oberfliche
c¢ diejenigen, die kleinstes oder grofstes Volumen besitzen. Die Multiplikatoren-Regel
liefert fiir eine Extremstelle (., yx, z4) die drei Gleichungen

Ys 2 O f (Tas Yy 24) 0rg (T, Yu, 24) Y + 2
2o | = | Oyf (T, Yss 2) | = M | Oyg(@a, Ysy 24) | =20 | 20 + 2
T Y Do f (T, Yy 24) 0:9(Ts; Yu, 2) Ty + Yo

in denen auch der zu bestimmenden Multiplikator A, auftaucht. Die vierte Gleichung
ist

20 26 + 22, T4 + 2Ty = C

und héngt nicht explizit von A, ab. Es gibt leider keinen Algorithmus, um ein nichtli-
neares System aus vier Gleichungen zu l6sen. Im konkreten Fall gelingt dies aber wie
folgt: Wir multiplizieren die erste bzw. zweite bzw. dritte Gleichung mit x, bzw. v,
bzw. z,, erhalten dadurch drei verschiedene Darstellungen fiir den Term x, v, z, und
folgern dass

2M Y F2 N2 2 = 20 Y F 2N Y 2 = 20T 2 F 20 Y 2
gelten muss. Unter der Annahme A, > 0 kénnen wir hieraus nun die Bedingungen
Ty Ys = Yx 2o = Tk 2
ableiten, und durch Kombination mit den ersten drei Gleichungen erhalten wir zunéchst
Tu T Ye = Ys T 26 = Tu + 24
und anschlieffend

Ty = Yu = 2y -
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Die Auswertung der vierten Gleichung (die wir noch gar nicht benutzt hatten), liefert

schlieflich
Ty = Yu = 24 = %07 )\*:}1\/%0

als Kandidaten fiir eine Extremstelle unter der gestellten Nebenbedingung. Der Fall
A« = 0 kann ibrigens nicht eintreten, da sonst die ersten drei Gleichungen z,y, =
Ty 2e = Yx 2w = 0 und damit einen Widerspruch zur vierten Gleichung implizieren
wiirden. Insgesamt erhalten wir durch Anwendung der Multiplikatoren-Regel nur den
Wiirfel als extremalen Quader und unsere geometrische Intuition besagt, dass dieser
einem globalen Maximum entspricht.

Bemerkung: In diesem Problem gibt es auch globale Minima, ndmlich die entarteten
Quader mit

z=0 oder y=20 oder z=0

fiir die f den Wert 0 annimmt. Diese konnen aber nicht mit Hilfe von Multiplikato-
ren gefunden werden, eben weil es sich nicht um innere Punkte von D, sondern um
Randpunkte von D handelt.

Beispiel Als einfaches Beispiel fiir n = 3 und m = 2 setzen wir D = R3 sowie
f(x)z%x?—l—%x%%—%xé 91(x) =11 + 29, g2(x) = 3.

Die Multiplikatoren-Regel (wir schreiben diesmal kein ) liefert die drei Gleichungen

I 1 0
xo | =grad f(x) = A\grad g;(x) + Asgradga(x) = A [ 1] + X2 |0 ],
ZTs3 0 1

die um die zwei Nebenbedingungen ergédnzt werden miissen und die wir nach z, xo,
x3, A1, A2 auflésen wollen. In diesem Beispiel kénnen wir leicht die z; via

T =M, Ty = A, T3 = A
eliminieren und kénnen aus den Nebenbedingungen sofort

1
)\1:201, Ay = 02

ablesen. Wir haben also — fiir jede Wahl von ¢; und ¢; — nur einen Kandidaten fiir ein
Extremum unter Nebenbedingungen, ndmlich x = (%cl, %cl, 02) mit Multiplikatoren
A= (%Cl, 62).

Bemerkung*: In diesem Beispiel hidtten wir wieder anders argumentieren kénnen.
Die Nebenbedingungen implizieren xy = ¢; — x1 sowie x3 = ¢o und durch Einsetzen in
die Formel fiir f erhalten wir die reduzierte Funktion ¢ : R — R mit

2
d(x1) = f(x1, 1 — 21, €2) = %x% + % (¢ — x1)2 + %cg = (:L’l — %cl) + icf + %cg

Dies ist eine quadratische Funktion mit einer Variablen x, die bei 21 = % ihre globales
Minimum annimmt. Dies entspricht gerade der Losung mittels der Multiplikatoren-
Regel, aber wir sehen diesmal (direkt oder nach Berechnung von ¢”), dass es sich um
ein globales Minimum handelt.
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Geometrische Interpretation fiir m =1 Firm =1 und n =2 bzw. n = 3 kann
die Multiplikatoren-Regel intuitiv verstanden und ,,dynamisch® motiviert werden.

grad f(x)

G

Links: Illustration fir m =1 und n = 2. In jedem Punkt x € G = Ny(c) steht grad g(x) (Gelb) senkrecht
auf G (Braun) und grad f(x) (Grau) kann in einen tangentialen (Lila) und einen normalen Anteil (Tiirkis)
zerlegt werden. Die Multiplikatoren-Regel besagt, dass in einer lokalen Extremstelle von f in G der tan-
gentiale Anteil von f verschwinden muss, da ja die Gradienten von f und g parallel sein sollen. Ist diese
Bedingung verletzt, so kénnen wir den Wert von f dadurch vergréfern bzw. verkleinern, indem wir uns ein
kleines Stiick mit bzw. gegen den tangentialen Vektor entlang von G bewegen. Rechts. Das Analogon fiir
m =1 und n = 3. Die Menge G ist nun eine gekriimmte Flache, aber grad g(x) steht immer noch in jedem
Punkt x € G senkrecht. Der Vektor grad f(x) kann nun immer als Summe von einem normalen und zwei
tangentialen Vektoren dargestellt werden.

Verallgemeinerung* Es gibt eine analoge Multiplikatoren-Regel fiir den Fall, dass
die m Nebenbedingungen in Form von Gleichungen um k Nebenbedingungen der Form
hi(x) < d; ergénzt werden (wobei dann durchaus m + k > n gelten kann). In diesem
Fall gilt formal

m k
0= grad f(x.) — 3 A gradgi(x.) — 3 i grad hn(x.)

i=1 =1

mit weiteren Multiplikatoren p, € R¥, aber man muss fiir jedes [ die Geometrie der
Menge

H :={xeD : hx) <d}

beriicksichtigen. Genauer gesagt: Ist die Extremstelle x, ein innerer Punkt von Hj,
so ist die I-te Ungleichung im strikten Sinne erfiillt und es gilt pu; = 0. Ist x, je-
doch Randpunkt von Hj, so ist die Nebenbedingung eigentlich eine Gleichung und g
verschwindet nicht, sondern besitzt ein gewisses Vorzeichen. Die entsprechende Ka-
rush- Kuhn- Tucker-Theorie spielt in der nichtlinearen Optimierung eine wichtige Rolle,
wobei x, dann KKT-Punkt genannt wird. Statt < kann man auch Ungleichungen mit
> 0 betrachten und analog argumentieren.
Spezialfall*: Ein sehr illustrativer Sonderfall mit Ungleichungen ist

m=0, k=1, D=H={xeR" : h(x)<d},

also der Fall, dass D selbst mittels einer einzelnen Ungleichung definiert ist (z.B. be-
schreibt die Nebenbedingung h(z1, x9) = 2% + 5 < 1 gerade die Einheitskreisscheibe
in der Ebene). Ein lokales Extremum von f : D — R erfiillt dabei nach der verallge-
meinerten Multiplikatorenregel

grad f(x,) — p.grad h(x,) =0

fiir einen skalaren Multiplikator pu., aber diese Gleichung reduziert sich in inneren
Punkten x, via u, = 0 gerade zu grad f(x,) = 0. Liegt die Extremalstelle jedoch am
Rand von D, so ist die Ungleichung eigentlich eine Gleichung und g, # 0 meint, dass
die Vektoren grad f(x,) und grad h(x.) parallel sind. Da der Rand von D gerade eine
Niveaumenge von h ist, muss also insbesondere grad f(x.) senkrecht auf dem Rand
von D stehen, wobei das Vorzeichen von p, dariiber entscheidet, ob dieser Vektor nach
innen oder nach aufen zeigt. Das ist gerade die Situation, die wir schon ganz am Ende
des letzten Abschnittes studiert hatten.
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Uber kompakte Mengen

Ziel Wir hatten im ersten Beispiel dieses Abschnittes die Kompaktheit von D benutzt
und wollen nun die entsprechende Theorie nachreichen. Die zu Grunde liegenden Ideen
sind ganz analog zu den aus Mathe-I bekannten Konzepten fiir Teilmengen des R und
spielen in allen Bereichen der Mathematik eine sehr wichtige Rolle.

Definition Eine Teilmenge M C R™ wird kompakt genannt, falls sie beschriankt
und abgeschlossen ist. Die erste Bedingung meint, dass es eine (vielleicht sehr grofe)
Konstante C' gibt, so dass

IIx|| < C fir alle xe M

gilt. Die zweite kann auf drei verschiedene, aber vollkommen dquivalente Weisen for-
muliert werden:

1. Alle Randpunkt von M gehoren zu M.

2. Die Komplementarmenge R™\ M ist offen, d.h. sie besteht nur aus inneren Punk-
ten.

3. Ist (X4),ey eine Folge in M, die fiir k — oo gegen einen Grenzwert xo, € R™ kon-
vergiert, so gilt x,, € M. Oder anders gesagt: Der Grenzwert einer konvergenten
Folge aus M gehort selbst zu M.

D -

Schematische Darstellung kompakter bzw. nicht-kompakter Mengen (Griin bzw. Rot), wobei zwei-, ein-, und
nulldimensionale Teilmengen des R? gezeigt werden.

Theorem (Satz von Bolzano-Weierstrafs) Ist M kompakt, so besitzt jede Folge
in M eine konvergente Teilfolge. Aufserdem gehort der Grenzwert einer solchen Teilfolge
selbst zu M.

Beweisidee : Dieses Resulat ergibt sich durch sukzessives komponentenweises Anwenden
der eindimensionalen Variante des Satzes von Bolzano-Weierstraf (siche Abschnitt 7.1
im Skriptes Mathe-1) sowie der oben angegebenen dritten Charakterisierung kompakter
Mengen. O

Theorem (Minima und Maxima mit Kompaktheit und Stetigkeit) Ist M
kompakt und f : M — R stetig, so nimmt f in M ein globales Minimum und ein
globales Maximum an.

Beweisidee : Dieses Resultat kann ganz analog zur eindimensionalen Variante abgeleitet
werden: Man betrachtet eine sogenannte minimierende bzw. mazimierende Folge, wahlt
eine konvergente Teilfolge und benutzt die Stetigkeit von f um zu zeigen, dass im
Grenzwert in der Tat ein globales Minimum bzw. Maximum angenommen wird. Die
Details finden sich in Kapitel 8.1 des Skriptes Mathe-1. O
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Beispiel und Gegenbeispiel Die offene und die abgeschlossene zweidimensionale
Einheitskugel

Bi(0) = { (a1, x2) : 22l < 1} und B1(0) = {(z1, z2) : xf—i—mggl}

sind beide beschrinkt, aber nur die abgeschlossene Kurgel ist auch kompakt. Insbeson-
dere liegen die Glieder der konvergenten Folge x; = (1 — 1/k, 0) in beiden Mengen,
aber der Grenzwert x,, = (1, 0) gehort eben nur zu B(0). Auferdem nimmt die
Funktion f mit f(x;, x9) = x; auf der abgeschlossenen Kugel offensichtlich sowohl ihr
Minimum als auch ihr Maximum an. Auf der offenen Kugel gibt es aber keine lokalen
Extrema, sondern nur ein Infimum und ein Supremum von f.

1.8 Umkehrfunktionen und implizite Funktionen

Umkehrfunktionen

Uberblick Ist f ein gegebenes n-dimensionales Vektorfeld, so kann man y = f (x) als
n Gleichungen betrachten, die die y; durch die z; ausdriicken.

Frage: Existiert eine Umkehrabbildung, d.h. kann man x auch als Funktion von y
schreiben? Diese Frage stellt sich nicht nur aus theoretischer Sicht, sondern man ist
mit ihr in vielen Anwendungen konfrontiert. Ndmlich immer dann, wenn man einen
gegeben Variablensatz (die x;) durch einen anderen (die y;) ersetzen will.

Antwort: Es geht immer in einem lokalen Sinne in der Nihe eines gegebenen Punk-
ten x,, sofern die Jacobi-Matrix von f in diesem Punkt reguldr (und damit nicht
entartet) ist. Die Existenz globaler Umkehrfunktionen kann jedoch nicht so einfach
charakterisiert werden.

Bemerkung: Die Worte ,,global” und ,,lokal werden in der Mathematik analog zum
richtigen Leben benutzt. Sie bedeuten ,iiberall® bzw. ,nicht {iberall“, wobei letzteres
auch mit ,,in einem Teilgebiet” {ibersetzt werden kann.

Theorem (Satz iiber lokale Umkehrfunktionen) Sei f : D C R" — R" stetig dif-
ferenzierbar und sei x, ein innerer Punkt von D, sodass die quadratische Matrix Jf(x.)
reguldr ist. Dann existieren zwei Mengen U und V mit den folgenden Eigenschaften:

1. x, ist innerer Punkt von U und y, = f(x,) ist innerer Punkt von V,
2. f bildet U bijektiv (d.h. injektiv und surjektiv) nach V" ab.

Insbesondere gibt es eine lokale Umkehrabbildung £~ : V' — U mit ! (f(x)) = x fiir
allex e U.

Zum Beweis: Die Existenz der Mengen U und V sowie die lokale Bijektivitdt von f
ist nicht leicht zu zeigen und wir miissen auf die Literatur verweisen. In [AORS, Seite
49] wird die Behauptung aus dem Satz iiber implizite Funktionen (siehe weiter unten)
abgeleitet. ]

Bemerkung

1. Das Theorem, das oftmals auch Umkehrsatz genannt wird, liefert zunéchst die
Existenz einer lokalen Umkehrabbildung, aber keine explizite Formeln. Ob und
wie diese exakt oder approximativ abgeleitet werden konnen, ist eine andere Fra-
ge, die wir hier nicht diskutieren kénnen.
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2. Man kann sogar zeigen, dass U oder V (aber im Allgemeinen nicht beide) als
kleine n-dimensionale Kugel oder als kleiner n-dimensionaler Quader gewahlt
werden kann.

3. Die Nicht-Entartungs-Bedingung ist die Regularitdt (oder Invertierbarkeit) der
Jacobi-Matrix Jf im Punkt x,, die man mit unserem Mathe-I-Wissen auch als

Rang (Jf(x.)) = n bzw. det (Jf(x.)) #0

d.h. als Forderung nach maximalem Rang bzw. nicht-verschwindender Deter-
minante schreiben kann. Diese Bedingung ist wirklich wichtig und muss immer
iiberpriift werden.

4. Die lokale Umkehrabbildung ist auch stetig differenzierbar, wobei
Jf‘l(f(x)) = (Jf(x))_1

im Sinne invertierbarer Matrizen fiir alle x € U gilt. Dies folgt aus der Kettenregel
nach Differentiation von f~!(f (X)) = x nach x, wobei wir Oxx = I benutzen
konnen.

5. Im Fall eines linearen Vektorfeldes f : R® — R™ mit f(x) = A - x und gegebener
(n,n)-Matrix A gilt Jf(x) = A fiir alle x € R", d.h. die Jacobi-Matrix von f ist
konstant. Wir wissen nun schon aus Mathe-I, dass die lineare Abbildung f genau
dann eine Umkehrabbildung besitzt, wenn die Matrix A invertierbar ist, wobei
dann f~!(y) = A~! .y fiir alle y € R" gilt. Der Satz iiber die Umkehrfunktion
kann als Verallgemeinerung dieser Aussage fiir nichtlineare Vektorfelder betrach-
tet werden, aber diese Verallgemeinerung gilt im Allgemeinen nicht mehr global,
sondern nur lokal.

Beispiel Wir betrachten f : R? — R? mit

y1:f1<x17$2):x1+x27 y2=f2(5131,$2):$1332

und berechnen zunéchst

1 1
Jf(zq, x9) = (xg !El) :

In der Néhe eines jeden Punktes (2,1, Z.2) mit .1 # x.o existiert damit eine lokale
Umkehrfunktion, aber fiir z, ; = x, 2 konnen wir das Theorem nicht anwenden, da dort
die ersten Ableitungen Entartungen vorhersagen. Auferdem gilt

fiir jedes ¢ € R, d.h. f ist nicht injektiv auf R? und damit nicht global invertierbar.
Bemerkung*: Durch das Losen quadratischer Gleichungen konnen wir fiir dieses
Beispiel die Inversionsformeln

=1 F iyl -4y,  wm=3yiE 5\ /yi 4w
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herleiten, die zwei globale Losungséste beschreiben und insgesamt natiirlich mehr In-
formationen als die lokalen Argumente von oben liefern (die Existenz expliziter Inver-
sionsformeln ist aber die Ausnahme). Wir sehen zum Beispiel, dass die Bildmenge von

f durch

im (f) = {(y1, 2) : v2 < 1yi}

beschrieben wird, dass fiir y; = 0 beide Losungséste in der Tat wohldefiniert sind, aber
dass fiir y» = 147 (bzw. 21 = z,) Singularitéten in den Ableitungen d,,z; auftreten.

XND. , . _ = Z # 2
2277

0.0 7.0 0.0 9.0
»n

Illustration des eben gerechneten Beispiels. In den vier griinen Punkten kann der Satz {iber lokale Umkehr-
funktionen angewendet werden und das Bild zeigt jeweils eine konsistente Wahl von U (als (z1, z2)-Rechteck)
und V (in diesem Fall ein (y1, y2)-Trapez). Im rot markierten Punkt (0, 0) ist die Regularititsbedingung
jedoch verletzt und gibt es keine lokale Umkehrfunktion.

Beispiel Die Abbildung f : D — R? mit

—2x 1— a2 — 22
2 Yo = f2($17 332) = L 2

= fi(xr, 22) = ————, —
(1—x1)2+:c§ (1—x1)2+x%

ist auf der offenen Kreisscheibe D = {(x1, o) : 23 + 22 < 1} definiert. Mit

1 —4(1— 1) m —2<1—w%)+2w%>
Jf(z1, 29) =
(1, 22) (1—2) +a3) <+2(1—:E?)—256§ —4 (1 — 1) 2

erhalten wir

4
det (Jf(z1, 22)) = >0,

((1 — 1:1)2 + $%)2

sodass das Theorem iiber die lokale Umkehrfunktion in jedem Punkt aus D angewendet
werden kann.

Bemerkung*: In diesem Beispiel bildet f die Kreisscheibe D bijektiv in die obere
Halbebene H := {(y1, y2) : y2 > 0} ab und daher existiert sogar eine globale Umkehr-
abbildung g := f~! : H — D, die durch

yi+ys—1
Y+ (1+y)?

—2u

To = 92(91, yz) =75
i+ (1+y2)°

Ty = gl(yla 92) =

berechnet werden kann. Beide Abbildungen werden in Mathe-III wichtig sein, da sie
nicht nur bijektiv, sondern sogar winkeltreu sind. Aufterdem sind sie die reellen Vari-
anten der komplexen Mébius-Transformationen

_ () = 1 1ES
n_f(C)_ll_Ca

Die Abbildung g wird auch als Caley-Transformation bezeichnet.

_n-1
=71

¢=yg(n) ¢,neC.
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-1.0 0.0 +1.0
x1 »n

Die Transformationen aus dem letzten Beispiel, wobei links die Kreisscheibe D und rechts ein Ausschnitt
der Halbebene H gezeigt wird. Blau und Orange entsprechen den Niveaulinien von x1 bzw. x2. Beachte,
dass alle dargestellten Winkel rechte Winkel sind.

Implizit definierte Funktionen : Abtrakte Theorie

Uberblick Tst f : R” — R™ eine gegebene Funktion mit 7 > m, so kann man f(x) = ¢
mit festgehaltenem c € R als m-Gleichungen fiir die n Variablen x4, ..., x, betrachten.

Frage: Kann man diese m Gleichungen dazu benutzten, m der insgesamt n freien
Variablen zu eliminieren und sie als Funktion der verbleibenden n —m freien Variablen
auszudriicken? Diese Frage taucht in sehr vielen Zusammenhéngen auf und man ist
geneigt, sie nach Abzédhlen der , Freiheitsgrade immer positiv zu beantworten.

Antwort: In der Nahe eines gegebenen Punktes x, mit f(x) = c gilt dies immer
in einem lokalen Sinne, sofern die ersten Ableitungen von f in x, eine Reqularitdits-
bedingung erfiillen. Man kénnte diese auch als Nichtentartungsbedingung bezeichnen.
Oftmals sind es aber gerade die Entartungsfille, die besonders interessant sind (zum
Beispiel in der Bifurkationstheorie).

Beispiel Fiir m =1 und n = 2 betrachten wir die Gleichung
c= f(xy, 1) =927 + 23 + 219,

und konnen diese mittels

xy=t3\/c—af— 2y, ro=—1+/c+1—9a?

sowohl nach x; als auch nach zy auflésen. Es gibt aber jeweils zwei Formeln und
keine liefert alle Punkte der Niveaumenge Nf(c). In der Néhe eines gegebenen Punktes
(41, T42) € Ny(c) kann man aber meist lokal eindeutig x; durch z, oder xo durch
x1 (oder beides) ausdriicken. Das ist gerade die Idee hinter dem Satz tiber implizite
Funktionen.

Setting Wir betrachten eine stetig differenzierbare Funktion f : D C RF™ — R™,
wobei k > 1 bzw. n = k +m > m gilt. Wir schreiben aufierdem

x:(xl,...,xn):(fl,..., Ek,fl,...,fm):<i,i),

d.h. wir fassen die ersten k Variablen zu einem Vektor X € RF und die letzten m
Variablen zu einem Vektor X € R™ zusammen. Unser Ziel ist es, die Gleichung

fx, X)=c

fiir festes ¢ € R™ in eine Gleichung

X = g(x)
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zu tberfithren. Hierbei ist g die implizit definierte (oder schlicht implizite) Funktion,
die eine Teilmenge des R* auf eine Teilmenge des R™ abbildet. Eine wichtige Rolle wird
dabei die quadratische Matrix

) On i(%, X) ... s, fi(X, X)
TR, %) = 0cf(X, %) = : '

Oy fnlZX) .. Oo funl )

spielen, die gerade aus den letzten m Spalten der Jacobi-Matrix Jf(X, X) besteht.

Bemerkung

1. Es gibt in der Literatur unterschiedliche Formulierungen dieses Problems, die
aber alle dquivalent sind. Unterschiedlich sind nur die Details der verwendeten
Notation.

2. In der Literatur wird oft ¢ = 0 angesetzt, aber dies ist keine wirkliche Ein-
schrankung. Beachte, dass in unserem Setting die Funktion g von der Wahl von
c abhéngen wird und man koénnte daher auch g(x;c) statt g(x) schreiben. Bei
uns wird ¢ zwar beliebig, aber fest sein.

3. Mit der obigen Notation haben wir festgelegt, dass wir die letzten m Kompo-
nenten in x durch die ersten k ausdriicken wollen. Man kann leicht andere Vari-
anten diskutieren (und wir werden dies unten auch tun). Wichtig ist nur, dass m
freie Variablen durch die verbleibenden £ = n — m Variablen ausgedriickt wer-
den. Und dass bei der Berechnung der reduzierten Jacobi-Matrix Jf(X, X) die
Komponenten von f nach den zu eliminierenden Variablen differenziert werden.

Generelles Sie sollten in diesem Abschnitt auf keinen Fall versuchen, Formeln als
symbolische Zeichenketten zu memorieren, eben weil die Notationen sehr variabel sind.
Sie miissen die zu Grunde liegenden Ideen verstehen, wobei die Beispiele und Bilder
natiirlich besonders hilfreich sind. Da gilt eigentlich immer, aber ganz besonders in
diesem Abschnitt.

Theorem (Satz iiber implizite Funktionen) Sei x. = (X, X.) ein innerer
Punkt von D, so dass zum einen f(X,, X,) = c gilt und zum anderen die quadrati-
sche Matrix Jf(X, X) regulér ist. Dann existieren Mengen U C R¥ und U C R™ sowie

eine Abbildung g : U — U mit den folgenden Eigenschaften:
1. X, ist innerer Punkt von U und X, ist innerer Punkt von U.
2. Fiir alle (X, X) € U x U gilt f(X, X) = ¢ genau dann, wenn X = g(X) gilt.

Beweisidee : Der Beweis — siehe zum Beispiel [AORS, Seiten 42 bis 44| — ist alles andere
als trivial und wird in der Regel iiber sogenannte Fizpunktsdtze gefiithrt. Alternativ kann
man die Behauptung aus dem Satz iiber lokale Umkehrfunktionen ableiten. Fiir n = 2
und m = 1 gibt es dariiberhinaus einen eleganten und einfach zu verstehenden Beweis
mit Differentialgleichungen, den wir unten kurz skizzieren und spéter ausfiihrlicher
besprechen werden. O
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Bemerkung

1. Man kann die Aussage des Theorems auch wie folgt verstehen: In der Nihe des

Punktes x, = (X,, X.) sieht die Niveau-Menge
Ne(c) :={x€D: f(x)=c}

wie der Graph der Funktion g aus, d.h. wie die Punktmenge

graph (g) = {(X, g(X)) : Xe U} CR".
Das Theorem liefert im Allgemeinen aber erstmal keine Formeln fiir g.

2. Die Regularitdtsbedingung ist wieder sehr wichtig und kann alternativ als
Rang (Jf(X., X.)) =m  bzw. det (Jf(X,, X.)) #0.

geschrieben werden.

3. Man kann sogar zeigen, dass U als kleine k-dimensionale Kugel oder als kleiner
k-dimensionaler Wiirfel gewdhlt werden kann. Analoges gilt fiir U. Beachte auch,
dass U und U sehr klein sein konnen.

4. Die Abbildung ¢ ist sogar stetig differenzierbar, wobei

~ ~ ~ _\\—1 ~
Jg(X) = aig(x) = _(8§f(xv X)) : O;{f(x, X)
direkt mit der Kettenregel durch Differentiation von f(X, g(X)) = ¢ nach X
abgeleitet werden kann. Wir werden dies unten in konkreten Beispielen besser
verstehen.
5. Fiir lineare Funktionen

fX,,X.)=A-X+A-x, AecR™, AcR™

gilt Jf(X,, X,) = A. Ist A regulir, so gilt die Aussage des Satzes iiber implizite
Funktionen sogar global mit

gX) =A"-(c-A-X)

und U = R¥ und U = R™. In diesem Sinne verallgemeinert der Satz iiber implizite
Funktionen ein Resultat iiber lineare Abbildungen.

Implizit definierte Funktionen : n = 2 und m = 1 (Kurven in der Ebene)

Uberblick In diesem Unterabschnitt betrachten wir eine skalare Funktion f mit zwei
Variablen — die wir mit = und y bezeichnen — und studieren die Lésungsmenge Ny (c)
der Gleichung

C:f(l'7y)

fiir festes ¢ € R. Der Satz iiber implizite Funktionen kann nun wie folgt angewendet
werden:
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1. Unter den Voraussetzungen

f(x*y y*) = C, ayf(ﬂf*, y*) 7é O

existieren Intervalle I und J mit z, € I und y, € J sowie eine Funktion g : I — J,
so dass die Implikation

fle,y)=¢c =  y=g()

fir alle (z, y) € I x J gilt. Insbesondere kann N(c) lokal als Graph der Funktion
g mit der Variablen x betrachtet werden.

2. Unter den Voraussetzungen

f(:p*, y*):c, &rf(x*a y*)#o
existieren Intervalle K und L mit z, € K und y, € L sowie eine Funktion
h: L — K, sodass die Implikation

flz,y)=c <= x=h(y)

fur alle (z, y) € K x L gilt. Insbesondere kann N(c) lokal als Graph der Funktion
h mit der Variablen y betrachtet werden.

Beachte, dass in der zweiten Formulierung die Rollen von z und y gerade vertauscht
sind.

Beispiel Fiir f: R? — R mit
fla,y) =2 +y°
und festes ¢ > 0 berechnen wir
Ouf(Tus Ys) =224, Oyf (%4, Yu) = 2.

Der Satz iiber implizite Funktionen deckt die folgenden vier Fille in der Néhe eines
Punktes (z,, y.) ab, wobei in diesem einfachen Beispiel die impliziten Funktionen direkt
angegeben werden kénnen:

1. Fir y, > 0 gilt lokal y = g(x

||
o
|
8
s

) =
2. Fiir y, < 0 gilt lokal y = g(x)

3. Fiir z, > 0 gilt lokal z = h(y)

++/c—y2.
4. Fir x, < 0 gilt lokal x = h(y) = —y/c —

Beachte dabei, dass bei x, = 0 bzw. y, = 0 die jeweils zwei Versionen von h bzw. g
zusammenfallen.
y= x=h(y) x=h(y)

A= AN T E
NRIN RN RN

X X X

Die vier Anwendungen des Satzes iiber 1mphzlte Funktionen aus dem letzten Beispiel, wobei der farbige
Punkt die Wahl von (z«, y«) illustriert. Die farbige Box représentiert die Menge IxJ bzw. Kx L, in der
das jeweilige Kreissegment ein Graph ist, d.h. dort kann z als Funktion von y oder y als Funktion von z
geschrieben werden. Beachte, dass der Satz iiber implizite Funktionen keine Aussage iiber die Grofe der
Boxen bzw. der Segmente macht, sondern nur deren Existenz garantiert. Im konkreten Fall ist klar, dass das
jeweils maximale Segment die nordliche, siidliche, 6stliche bzw. westliche Halbkreislinie ist. Die dargestellten
Segmente sind jedoch nicht maximal.
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Beispiel Die Niveaumenge N(0) fiir
fa,y) = (" +9?) = (& =)’
beschreibt ein vierblattriges Kleeblatt, wobei direkte Rechnungen
Opf(z,y)=6x (x2 + y2)2 —4x (:132 — y2) ,
Oyf(x, y) =6y (* +v°)° +4y («* — ¢?)

liefern. Wir wollen diesmal zunéchst die Menge N(0) N Na,7(0) berechnen, d.h. alle
Punkte (z., y.) € R? mit

f(l‘*a y*) = 0’ ayf<x*a y*) = 0)

in denen wir nicht nach y auflésen konnen, d.h. fiir die es keine Funktion g gibt. Im
Fall von y, = 0 gilt dann

z,=—1 oder z,=0 oder z,=+1

und fiir y, # 0 erhalten wir nach kleineren Rechnungen zunéchst

4 8
2 2 _ 2 2 _ 2
und anschlieend
2 10
2 — — 2 = —
S Tor T o

Wir erhalten damit insgesamt 7 Punkte, die man (etwas salopp) als

Nj(0) N Vo, (0) ={ (0, 0), (21, 0), (£33, £428) }

schreiben kann, und analog (bzw. durch Vertauschung von = und y) zeigt man
_ V2V 4 /2
Np(0) 1 Nas(0) ={ (0, 0) , (0, +1), (+328, +:2)}
fiir die Menge der Punkte, in denen wir nicht nach x auflésen kénnen bzw. fiir die es
keine Funktion A gibt. In allen anderen Punkten aus N;(0) kann man lokal sowohl nach
x als auch nach y auflésen. Im Koordinatenursprung kann man jedoch weder nach x,
noch nach y auflésen, da die Niveaumenge dort sehr stark entartet.
Bemerkung*: Man kann die Kleeblatt-Menge N(0) auch als Bild der parametrier-

ten Kurve
(20 —conzn (20) e

betrachten. Das hat unter anderem den Vorteil, dass man eine globale Formel fiir alle
Punkte verwenden kann. Allerdings gibt es dann neben x und y auch den Kurvenpa-
rameter {.

y=9(x) y=9(x) x=h(y) x=h(y)

X X X X
Auch die Kleeblattkurve kann lokal als Graph betrachtet werden, wobei wir diesmal jeweils die maximalen
Kurvensegmente gezeichnet haben. In den roten bzw. orangen Punkten kann nicht nach xz bzw. y aufgelost
werden. Der Koordinatenursprung ist orange und rot.
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Definition Ein Punkt (z., y,.) mit grad f(z., v.) # (0, 0) wird regular genannt,
wohingegen wir im Fall von grad f(z., v.) = (0,0) von einem singuldren oder
kritischen oder stationdren Punkt sprechen (alle drei Bezeichnungen werden verwen-
det).

Ableitungen von ¢ und h in regulidren Punkten In einem reguldren Punkt gilt

Oyf(xs, ys) #0 und/oder Ouf (s, yu) #£0,

d.h. wir kénnen nach x und/oder y auflosen, wobei die Funktionen A und/oder g ins
Spiel kommen. Differenzieren wir die Gleichungen

c= f(z, g(x)) bzw. c=f(h(y), y)

auf jeweils beiden Seiten nach x bzw. y, so erhalten wir nach Anwendung der Ketten-
regel

O:ﬁ%ﬂ%g@»zaJ@aM@)+%ﬂ%9@»d@)
bzw.
0= diy (h(), v) = uf (h(y), v) K'(y) + 0,f (h(y), v)

Diese Gleichungen stellen das Analogon zu der abstrakten Formel fiir Jg(x, X) dar und
konnen im konkreten Fall als

Ouf (z, g(x))

—ayf(% g(x)) bzw. B (y)=—

g(z) =

geschrieben werden. Diese gewéhnlichen Differentialgleichungen kénnen wir zum Bei-
spiel benutzen, um die Existenz von g bzw. h zu zeigen oder um entsprechende Néhe-
rungen — mittels numerischer Verfahren oder durch geeignete Reihenansétze — zu be-
rechnen. Wir werden dies spéter genauer diskutieren und verstehen. Im Punkt (z., y.)
kénnen wir die Ableitungen jedoch schon jetzt berechnen, denn es gilt

axf(‘x*w y*) 8yf($*v y*)

A ey s B LU et T ey

wegen ¥, = ¢(z.) bzw. ., = h(y.). In Physikernotation werden die Differentialgleichun-
gen iibrigens oftmals als

of of
dy _ on dz oy
Epi (9_f bzw. dy_ 8_f
dy ox

angegeben. Diese Kurzschreibweise hilft bei einigen Rechnen, erschwert aber insgesamt
das Verstandnis.
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Lokale Extrema von g und h* Eine direkte Konsequenz der soeben abgeleiteten
Formeln betrifft die Fille

0= f(x*, y*) = &Uf(x*, y*) 7é ayf(l’*, y*)

bzw.

also reguldre Punkte aus Ny¢(c) NNy, (0) bzw. Ny(c) NNy, £(0), in denen wir nicht nach
x bzw. y, sondern nur nach y bzw. z auflésen kénnen. Wir hatten diese Punkte im
Kleeblattbeispiel rot bzw. orange markiert und die nun folgenden Rechnungen kénnen
dort sehr einfach tiberpriift bzw. interpretiert werden. Fiir diese Punkte gilt

g (x) =0  bzw. h'(y.) =0

d.h. z, bzw. y, ist kritische Stelle von g bzw. h. Durch nochmaliges Differenzieren nach
x bzw. y und anschliefendes Auswerten in z, und y,. (Nachrechnen!) erhalten wir

TN =79 F(@e, v) O f (e y)

d.h. wir kénnen x, bzw. y, mit Hilfe der Diagonaleintrége der Hesse-Matrix Hf (z., y.)
sowie der Komponenten von grad f(z., y.) als Minima oder Maxima von g bzw. h
klassifizieren.

bzw. R (y.) =

Uber singuliire Punkte* Im Fall von grad f(z., v.) = (0, 0) kénnen wir — zumin-
dest mit dem Satz iiber implizite Funktionen — weder nach y noch nach x auflésen.
Man kann aber wieder — wie schon bei der weiter oben beschriebenen Klassifikation
solcher Punkte — die Funktion f durch ihr quadratisches Taylor-Polynom approximie-
ren und dann durch explizite Rechnungen das qualitative lokale Verhalten in der Nahe
von (z,, y) beschreiben. Insbesondere ergeben sich dadurch die folgenden Aussagen:

1. Gilt det (H f (2, y*)) > (), so handelt es sich um eine lokale Extremstelle von f
und (z., y.) ist ein isolierter Punkt von Ny (c).

2. Gilt det (H f (s, y*)) < 0, so handelt es sich um einen Sattelpunkt von f und
(@4, y«) ist ein Doppelpunkt von Ny(c).

3. Der Fall det (Hf (., y.)) = 0 ist entartet und eine genaue Klassifikation braucht
dreifache oder gar vierfache Ableitungen von f. Hier konnen zum Beispiel
Umkehrpunkte (oder ‘cusp points’ genannt) auftreten. Oder was anderes, wie
zum Beispiel im Koordinatenursprung beim Kleeblattbeispiel.

Beispiel Fiir die Funktion
fla,y) = (@ —1)y* +2* (x +p)

mit Parameter p € R gilt

r0.0=0,  erdf0.0=(g). H0.0= (7 5).
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d.h. der Koordinatenursprung (z., y.) = (0, 0) gehort fiir jeden Wert von p zu N¢(0), ist
aber immer ein singulérer Punkt. Fiir p < 0 handelt es sich um ein lokales Maximum von
f und damit einen isolierten Punkt von N;(0). Fiir p > 0 ist der Koordinatenursprung
jedoch ein Sattelpunkt von f sowie ein Doppelpunkt von Ny (0). Der Wechsel findet
gerade bei p = 0 (Entartungsfall) statt und liefert hier einen Umkehrpunkt.

Parameter p<0 Parameter p=0 Parameter p>0

all o

A

X X X

Die Niveaumenge N¢(0) (griin) aus dem gerade gerechneten Beispiel fiir verschiedene Werte des Parameters
p. Den Wert p = 0 werden wir spater Bifurkationswert nennen, da hier ein fundamentaler, d.h. qualitativer
Wechsel in der Gestalt von N(0) auftritt.

Implizit definierte Funktionen : n = 3 und m = 1 (Flichen im Raum)

Uberblick Wir betrachten skalare Funktionen f in drei Variablen (die wir hier x, v,
z nennen) und studieren die Losungen der Gleichung

flz,y, 2)=c

fiir gegebenes ¢ € R. Die entsprechende Niveaumenge N(c) ist diesmal in der Regel
eine zweidimensionale Flache und der Satz iiber implizite Funktionen kann wie folgt
formuliert werden:

1. Unter den Voraussetzungen

f(:lj*, Y, Z*) =C, 8zf(x*, Y, Z*) 7£ 0

existieren eine Menge U C R? sowie ein Intervall J mit (., y.) € U und z, € J
sowie eine Funktion g : U — J, so dass die Implikation

fl@y,2)=c = z=g(x,vy)

fur alle (z, y, z) mit (z, y) € U und z € J gilt. Insbesondere sieht N(c) lokal
wie der Graph von g aus.

2. Analoge Resultate ergeben sich durch Vertauschung der Variablen.

Fir jeden Punkt (z., y., 2.) € Ny(c) gilt analog zur zweidimensionalen Diskussion
von oben: In einem reguliren Punkt gilt grad f(z., y., z.) # (0,0,0) und wir
kénnen immer nach = und/oder y und/oder z auflosen, d.h. ein (vielleicht kleines)
Segment der Flidche als Graph darstellen. In einem singuldren Punkt gilt dies wegen
grad f(x., y«, 2z.) = (0, 0, 0) nicht mehr. Man kann allerdings mit Hilfe der Hesse-
Matrix Hf(x,, ys, z«) singuldre Punkte wieder klassifizieren, aber die Details sind
geometrisch anspruchsvoller als in 2D.
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72 1. Differentialrechnung

Gradient der impliziten Funktion Analog zum 2D-Fall kann man mit der Ket-
tenregel auch Darstellungen fiir die Ableitungen der impliziten Funktion herleiten. Aus

fz g, g(z, y) =c

folgt zum Beispiel durch Differentiation nach x bzw. y

Ouf (z,y, g(z, v)) + 0.1 (x, y, 9(x, y)) Oug(z, y) =0

bzw.
8yf($7 Y, g(x, y)) + azf(l', Y, g(x7 y)) ayg(ﬂc, y) =0
und damit
Oug(z, y) = O,y oley) oy 0,9(x, y) = Oyf (z, y, g(z, v))

0.1 (%, v, 9(z, ) 0. f(n, v, 9(xy)

Dies ist eine partielle Differentialgleichung fiir g und muss erst exakt oder wenigstens
approximativ gelost werden (was beides nicht ganz einfach ist). Man kann sie aber
immer im Punkt (z., y., z.) auswerten (weil dort z, = g(z., y.) gilt) und via

axf(xw Ys, Z*)

. (9yf(l’*, Y Z*)
8zf(x*7 Ysx, Z*)

bzw. Oyg(xs, Ys) = ~3 Fn e )

den zweidimensionalen Vektor grad ¢g(z., y.) direkt aus den Komponenten des dreidi-
mensionalen Vektors grad f(x., y., z.) berechnen. Das ist iibrigens eine gern gestellte
Ubungsaufgabe.

Tangentialebene an die Niveaufliche In einem reguldren Punkt (x., v, 2z.) be-
steht die entsprechende Tangentialebene aus allen Punkten (z, y, z) € R mit

Ouf (T, Yy 24) T — T
< @,f(a:*, Yy Z*) ) Y — Yx > =Y,
8zf<x*7 Yses Z*) g Zx

d.h. aus allen Punkten des Raumes, in denen der Verbindungsvektor zu (z., ys, 2s)
senkrecht auf grad f(z., y., z.) steht. Alternativ kann man diese Ebene als Punkt-
Richtungsgleichung

T Ty 1 0
z Zx axg(x*a y*) ayg(x*v y*)

mit freien Parametern A, € R beschreiben (siehe dazu Mathe-I). Wir werden diese
Formel beim Studium von parametrisierten Flichen wiederfinden und besser verstehen.
Wir wollen aber anmerken, dass diese Formel ein schon bekanntes Resultat impliziert:
Ersetzen wir A bzw. p durch x — x, bzw. y — y,, so sind die beiden ersten Gleichungen
fiir die Tangentialebene erfiillt und die dritte reduziert sich wegen z, = g(x., y.) auf
die Gleichung fiir den Graphen des ersten Taylor-Polynoms von g.
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Beispiel Die Gleichung
1= f(z,y, 2) =2 +y*+2°

beschreibt die Einheitssphére und damit eine der gekriimmten Standardflichen im R3.
Nach Berechnung aller partiellen Ableitungen von f schlieffen wir aus dem Satz iiber
implizite Funktionen, dass man in der Néhe eines Punkt mit f(z., y., z.) = 1 und

0 # x, bzw. 0 # y. bzw. 0 # z.

die Sphére lokal als Graph betrachten kann, wobei man die Gleichung nach x bzw. y
bzw. z auflost. Natiirlich kann man in diesem einfachen Beispiel die entsprechenden
impliziten Funktionen direkt angeben.

X X X

Zur Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen auf der Sphére, wobei das Segment der Farbe Braun
bzw. Lila bzw. Tiirkis als Graph einer Funktion in den Variablen (z, y) bzw. (z, z) bzw. (y, z) betrachtet
werden kann.

Implizit definierte Funktionen : n = 3 und m = 2 (Kurven im Raum)

Uberblick Diesmal geht es um zwei skalare Funktion f;, fo in den drei Variablen xq,
X9, T3 sowie die Punktmenge

Nf(c) = Nfl(cl) N Nf2<62) )

die als Schnittmenge zweier Fléchen in der Regel aus (endlich vielen) Kurven besteht.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen kann N¢(c) lokal als Graph einer (diesmal
vektorwertigen) Funktion mit einer Variablen geschrieben werden. Insbesondere kénnen
wir hier immer nach zwei Variablen auflésen, wobei es mehrere Moglichkeiten gibt, diese
zu wahlen, und wir auch immer die Details der Notation anpassen diirfen:

1. Unter den Voraussetzungen

f(x,) =c, det (g:;;g:; gzj%gj) 7Y

existieren drei Intervalle [; mit x, ; € I; sowie zwei Funktionen ¢, : I3 — I; und
go : I3 — I, sodass die Implikation

f(x)=c = 1 = g1(x3) und w9 = go(z3)
fir alle x = (21, 29, z3) € I; X Iy x I3 gilt.
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74 1. Differentialrechnung

2. Im Fall von

_ Oni f1(Xe) Oy 1 (%)
f(X*) =¢; det <8x1f2(x*) aﬂ?sf?(x*)) 7Y

gilt die Implikation
f(x)=c — r1 = g1(xe) und z3 = g3(z2)
mit geeigneten Intervallen /; und Abbildungen g, : Iy — Iy, g3 : Iy — Is.

3. Fiur

f(x,)=c, det <gz£gj gzﬁgj) 7Y

ergibt sich analog

f(x)=c = To = go(x1) und 3 = g3(z1).
Beispiel Mit
fi(x1, xo, 3) = 23 + 25 + 23, fal@y, T, x3) = 22 + (21 — 22)°
und
=1, Cy = i.

ist die Niveaumenge Ny, (1) wieder die Einheitssphére im R*, aber Ny, (c2) beschreibt
einen Zylinder mit elliptischem Querschnitt und Achse in z3-Richtung. Die Schnitt-
menge Ni(c) dieser beiden Flichen besteht aus zwei geschlossenen Kurven. Der Satz
iiber implizite Funktionen liefert nun Bedingungen, unter denen man zwei der drei
Variablen lokal eliminieren kann. Im konkreten Fall kann man wieder explizite Formeln
durch das Losen quadratischer Gleichungen ableiten. Zum Beispiel

2
Ty =z k)5 —aF, .773::|:\/1—:L’%—<x1:|:\/%1—x%) ,

wobei der Punkt (x.1, .2, z.3) festlegt, welches Vorzeichen in jeder der beiden
+-Alternativen zu wéhlen ist.

Blick von vorne Blick von links Blick von oben

i

X X X

Ein Zylinder (Blau) und eine Sphére (Gelb) schneiden sich in zwei geschlossenen Kurven (Schwarz). Jede
dieser Kurven kann lokal als Graph einer vektorwertigen Funktion mit einer Variablen beschrieben werden
(hier nicht dargestellt).
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Kapitel 2

Integralrechnung

Vorlesungswoche 04

Vorbemerkung Wir hatten in Mathe-I die Integrationstheorie fiir Funktionen mit
nur einer Verdnderlichen etabliert und wollen in diesem Kapitel die zu Grunde liegenden
Ideen fiir Funktionen mit mehreren Variablen verallgemeinern:

1. Gebietsintegrale (oft auch Bereichsintegrale genannt) kénnen als Verallgemei-
nerung der bestimmten Integrale wieder mit Hilfe von Ober- und Untersummen
definiert werden, wobei wir mit Quadern als Integrationsgebiet beginnen und geo-
metrisch anspruchsvollere Teilmengen des R™ dann auf diesen Fall zuriickfiihren.

2. Das Konzept des Unbestimmten Integrals sowie der Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung sind sehr viel schwieriger zu verallgemeinern. Als ersten
Schritt werden wir dazu einfache Spezialfille der Integralsidtze von Gaufs und
Stokes ableiten.

3. Die Integration auf gekriimmten Flidchen wird ein eigenes Thema sein und griind-
liche Vorbereitungen erfordern. In diesem Zusammenhang werden wir erst die
allgemeine Form der Sitze von Gauk und Stokes kennenlernen.

2.1 Gebietsintegrale auf Quadern

Ziel Wir fithren zunéchst das Analogon zum bestimmten Integral fiir skalare Funk-
tionen f : @ — R ein, die auf einem Quader () definiert sind.

Blick von vorn oben Blick von rechts oben Blick von vorn oben Blick von rechts oben

\.:; i

X X x X
Links: Das bestimmte Integral einer Funktion f auf einem n-dimensionalen Quader @ ist das (vorzeichen-
behaftete) n+1-dimensionale Volumen (Braun) unter dem Graphen von f, wobei Bereiche mit f > 0 bzw.
f < 0 positiv bzw. negativ gezéhlt werden. Die dargestellte Funktion mit n = 2 nimmt nur positive Werte an
und wird daher ein positives Integral liefern. Rechts: Das Integral kann als Summe von Produkten berechnet
werden, sofern die Funktion konstant auf n-dimensionalen Teilquadern ist.
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76 2. Integralrechnung

Zerlegungen von Quadern Eine Menge der Bauart
Q: [CLl, bl] X ... X [CLn, bn] CR"

wird n-dimensionaler Quader genannt, wobei ein eindimensionaler Quader ein abge-
schlossenenes Intervall ist. Wir wollen immer a; < b; voraussetzen und nennen

vol (Q) := b1 — ar| ...+ |by — an,

das n-dimensionale Volumen von (). Ein eindimensionales Volumen ist dabei eine Lén-
ge, ein zweidimensionales ein Fldcheninhalt.

Eine Zerlegung Z von @ zerlegt das j-te Koordinaten-Intervall [a;, b;] des Quaders
via

aj =0 < i1 <Tjp<...<Tjr;-1 < Tk, =bj,
in K Teilintervalle. Insgesamt wird der Quader () damit in viele Teilquader
Qkr oo = [T1 =1, T1gy] X oo X [Tnn—1, Ty | s ki=1...K;
zerlegt, wobei K7 - ... K, gerade die Anzahl dieser Teilquader ist. Die Zahl

121l = max | max. Tk — Tj k1]
—lon k=1 K,

wird die Feinheit der Zerlegung genannt. Sie beschreibt die maximale Kantenldnge ei-
nes Teilquaders.

(b1,b2)
293 = by L

T2 -

QS,Q

ZTo1

Q2.1

Z2,0 = a2 Lo o
(a1,a2)

ay =10 1,1 Z12 Z1,3 T4 T15 = by

Zerlegung eines Quaders in Teilquader, hier dargestellt fiir n = 2 und K7 = 5 und K2 = 3. Die genauen
Details der Indizierung sind dabei gar nicht so wichtig.

Verfeinerung FEine weitere Zerlegung Z des Quaders Q mit
a; = Tj0 < Tj1 < Tjo<...< l‘j,f(j—l < ijkj = bj,

wird Verfeinerung von Z genannt, wenn jeder Teilquader von Z ganz in einem Teil-

quader von Z liegt. Alternativ kann man sagen, dass jede der Z zu Grunde liegenden
Intervall-Zerlegungen eine Verfeinerung der entsprechenden Intervall-Zerlegung von Z
ist.

Beispiel Fiir jedes K € N wird durch
k
xm:aj%—?(bj—aj), kZOKJZK
eine dquidistante Intervall-Zerlegung von [a;, b;] definiert. Insgesamt entsteht eine Zer-

legung von () in K™ Teilquader, die alle paarweise kongruent zueinander sind. Diese
wollen wir uniforme Zerlegung von @ nennen und mit Z%) bezeichnen.
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2.1. Gebietsintegrale auf Quadern 77

Bemerkung* Fiir zwei gegebene Zerlegungen Z und Z kann man eine dritte da-
durch erzeugen, dass man fiir jedes j = 1...n die Mengen {z;o,...,7;x,} sowie
{Zj0,-- ., 7, f(j} vereinigt und die Elemente anschliefend der Grofe nach neu durch-
nummeriert. Die dritte Zerlegung wird auch als gemeinsame Verfeinerung der ersten
beiden bezeichnet.

Vier verschiedene Zerlegungen eines zweidimensionalen Quaders, wobei die orange und die tiirkise jeweils
uniform sind, da sie aus dquidistanten Intervall-Zerlegungen gewonnen wurden. Die tiirkise Zerlegung ist
dabei eine Verfeinerung der orangen und die lilane ist die gemeinsame Verfeinerung der orangen und der
blauen Zerlegung.

Strategie Wir konnen nun die Theorie des Riemann-Integrals ganz analog zum
eindimensionalen Fall aufbauen. Der einzige Unterschied ist, dass wir nun mit n-
dimensionalen Teilquadern von () sowie n+1-dimensionalen Teilquadern arbeiten, wo-
bei letztere benutzt werden, um die Fldche unter dem Graphen von f zu approximieren.
Beachte dabei, dass das Volumen eines n+1-dimensionalen Quaders als das Produkt
seiner Hohe sowie dem Volumen seiner n-dimensionalen Grundfliche berechnet werden
kann.

Spezielle und allgemeine Riemann-Summen Analog zur Diskussion in Mathe-1
fithren wir durch

K Ky
U(Z) = Z . Z inff}Qk Vol Q)
k1:1 kn: o !
bzw.
Kl Kn

77777

die Untersumme bzw. die Obersumme ein. Hierbei bezeichnen die Zahlen
inff‘M =1inf{f(x) : x € M} bzw. supf‘M =sup{f(x) : xe€ M}

fiir stetige Funktionen f und kompakte Mengen M gerade das Minimum bzw. Maxi-
mum von f auf M, aber im Allgemeinen miissen sie als Infimum bzw. Supremum von
f auf M betrachtet werden. Etwas allgemeiner ist die Riemann-Summe

K Ky
R(Z) = Z . Z f(&hr,opn) - VOU(Qhy ) 5

ki=1  kn=1
aber hier muss f fiir jeden Teilquader in einer Stiitzstelle &, € Q.. x, ausgewertet
werden, deren Wahl natiirlich den Wert von R(Z) beeinflussen wird.

Alternative Notation Man schreibt auch gerne Qy statt Q. x, mit Multi-Index
k = (ky, ..., k,) sowie

U(Z)= Y iffl, vol(Qa), O(Z)= ) supfl, -vol(Q).

QxEZ QxEZ

wobei die Multi-Summe auf der jeweiligen rechten Seite iiber alle Teilquader @y der
Zerlegung gebildet wird und damit eigentlich eine n-fache Summe ist.
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Beispiel Wir betrachten fiir n = 2 das Einheitsquadrat @) = [0, 1] x [0, 1] sowie die
Funktion f: @ — R mit

f(331, UUQ) = +SE§

Fiir jedes K wihlen wir die entsprechende uniforme Zerlegung Z%) von @ mit Stiitz-
stellen

k k
.Z'lyk:?l, ]ﬁ:O...KlzK, .Z'Q’k:ﬁ, kQZOKQZK
und Teilquadern
ki —1 Kk ko —1 ko 1
le,/@:{ I ,E}X{ 7 ’E} ; vol (Qy k) = ek kiko=1...K.

Die (sehr einfache) Funktion f nimmt auf jedem Teilquader in der jeweiligen linken
unteren bzw. rechten oberen Ecke ihr Minimum bzw. Maximum an und wir erhalten
daher

: C(k-1) (k- 1) kR
1nff‘le’k2 i + 702 bzw. sup f‘le,kQ =% + T
Dies impliziert
K K 2
(K)Y _ (b1 —1)  (h2—1) 1
U(Z ) B Z Z K K2 K2
ki=1ka=1
K K 2
ky—1 (ka — 1)
(i) (3
ki1=1 ko=1
= = ,
= ﬁ 1 + ﬁ 1
i=0 i=0
C(K(K-1)\ K- K—1+2(K—1)2)7§_i+ 1
B 2 K2 6 K3 6 K 6K?

sowie analog

) 2\ 1 1 . 1 e, 5 1
Z ZZ(K KQ)-F: EZZ + FZIZ :6+6K2a

ki=1ko=1

wobei wir Indexverschiebung sowie die allgemeinen Summenformeln

ii _ (b=Nit1) (Lth) iiQ _ (L=L41) (-h2R+21 14213)
i=I 2 7 i=11 6

verwendet haben. Insbesondere erhalten wir
1 o0
0<0(z9) ~U(2") = Ko,

das heiftt der Unterschied zwischen Ober- und Untersumme wird kleiner, je feiner die
Zerlegung wird.

Bemerkung: Dieses einfache Beispiel illustriert, wie man Funktionen auf Quadern
durch Approximation mit Ober-und Untersummen integrieren kann. Dieses Verfahren
ist aber nur auf Computern wirklich praktikabel, da es in den meisten Fillen keine
einfache Summenformel geben wird. Unten werden wir eine andere Moglichkeiten der
Integralberechnung kennenlernen, zum Beispiel den Satz von Fubini.
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1.0

0.0 0.0 (X

10 00
1llustration des eben gerechneten Beispiels, wobei ganz links die Funktion dargestellt ist. Bei der Berech-
nung der Ober- (oben) und Untersummen (unten) wird die Funktion f auf jedem Teilquader durch eine
Konstante ersetzt, ndmlich das Maximum bzw. das Minimum von f auf diesem Quader (hier dargestellt fiir
die uniformen Zerlegungen mit K =3, K =6 und K = 9).

Monotonie-Eigenschaften Ganz analog zu Mathe-I konnen aus unseren Definitio-
nen die folgenden Aussagen abgeleitet werden:

1. Es gilt

fiir jede Zerlegung 7.
2. Ist Z eine beliebige Verfeinerung von Z, so folgt
U(Z)<U(2)<0(Z2) <0(2).

3. Sind ZM und Z® zwei beliebige Zerlegungen, so gilt
U(zW) <o(z¥).
Folgerung Die reellen Zahlen
U :=sup{U(Z) : Z ist Zerlegung von Q}
bzw.
O :=inf{O(Z) : Z ist Zerlegung von Q}

sind wohldefiniert und werden Unterintegral bzw. Oberintegral von f genannt. Insbe-
sondere gilt

U(2)<U<0<0(2),
<

fiir jede Zerlegung Z, d.h. Untersumme < Unterintegral < Oberintegral < Obersumme.

~0= [ fxax
Q

so heift die Funktion f (Riemann-)integrierbar und das Symbol auf der rechten Seite
wird das (Riemann-)Integral von f genannt.

Definition Gilt
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Alternative Notation Firn =2 bzw. n = 3 schreibt man oftmals auch

// f(z1, z9) dy dag bzw. /// f(x1, 22, x3) doy doy das
Q Q

fiir das Integral von f iiber @). Siehe dazu auch den Satz von Fubini weiter unten.
Aufkerdem gilt

b

/f(m)dxz/f(x)dx

[a, ] a

firn=1.

Lemma (Integrale und Grenzwert) Ist (Z (m))me
legungen und gilt

y €ine beliebige Folge von Zer-

i m)) = (m)
A, ULZ) = Jim O(Z7).

so ist f integrierbar und beide Grenzwerte liefern das Integral | Q f(x)dx.

Beweis: Auf Grund unserer Beobachtungen gilt
U(z™) <U<0<0(z™)

und die Behauptung ergibt sich nach Grenziibergang m — oo aus dem Sandwich-
Prinzip fiir reelle Zahlenfolgen. Letzteres kann hier angewendet werden, weil Ober-
und Untersummen selbst fiir n > 1 immer Zahlen sind. ]

Bemerkung

1. In aller Regel wird lim,, . ||Z™| = 0 gelten, d.h. die Feinheit von Z(™ wird
mit wachsendem m immer kleiner werden.

2. Um die Voraussetzung im Lemma zu iiberpriifen, reicht es, eine Folge von Zerle-
gungen mit der gewiinschten Eigenschaft zu finden. Wir werden meist annehmen,
dass Z0"tY fiir jedes m € N eine Verfeinerung von Z™ ist oder dass jedes Z(™
eine uniforme Zerlegung beschreibt.

3. Fir stetige Funktionen f gilt auch

m—00

/ f(x)dx = lim R(Z"™),
Q

sofern fiir jede Zerlegung Z™ und jeden Teilquader eine entsprechende Stiitz-
stelle gewahlt wurde.
4. Es gilt
5
fxy, x9)day dag = 8
[0,1]x[0,1]

fiir die Daten aus dem letzten Beispiel.
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2.1. Gebietsintegrale auf Quadern 81

Gegenbeispiel Die Funktion f: [0, 1] x ... x [0, 1] = R mit

f(x) =

1 falls alle Komponenten z; von x rationale Zahlen sind,
0  sonst

ist nicht Riemann-integrierbar, denn es gilt

fiir jede Zerlegung Z. Fiir n = 1 hatten wir uns das schon in Mathe-I iiberlegt.

Theorem (hinreichende Bedingung fiir Integrierbarkeit) Jede stetige Funktion
auf einem Quader ist integrierbar.

Beweisskizze: Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass Q = [0, 1] x ... x [0, 1] der
n-dimensionale Einheitswiirfel ist und dass f : @ — R sogar stetig differenzierbar ist.
Wir betrachten auferdem fiir jedes K € N die uniforme Zerlegung Z%), in der jeder
Teilwiirfel Qx das Volumen

vol (Q) 1

vol (Qx) = T = Fon

sowie die Kantenldngen 1/K besitzt. Der Satz von Taylor — angewendet auf einen
Teilquader Qx — impliziert

n

J=1

fiir alle x, x, € @i, wobei die Konstante C' via
C = max |0; .
jz_; max |0 £(y)|

sogar global, d.h. fiir alle Teilwiirfel gleich, gewdhlt werden kann. Wéahlen wir x als
Minimierer und x, als Maximierer von f in Jx — diese existieren immer, weil f stetig
und jeder Quader kompakt ist — ergibt sich

) C
OSmaxf‘Qk—mlnﬂQk < i

und nach Multiplikation mit vol (Qx) sowie Summation tiber alle Teilquader erhalten
wir

c1 _cC
(K)\ _ (K) n_—~ _— e
0<0(z2%) —U(z%) < K _<

Die Behauptung folgt nun nach Grenziibergang K — oo aus dem obigen Lemma. [

Bemerkung Es gibt auch integrierbare Funktionen, die nicht stetig sind, zum Bei-
spiel stiickweise stetige Funktionen. Im Rahmen dieser Vorlesung werden solche Funk-
tionen aber erstmal keine Rolle spielen.
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2.2 Integralsatze auf Quadern

Ziel Wir leiten nun die Spezialfille von drei wichtigen Theoremen auf Quadern her,
namlich die Integralsidtze von Fubini, Gauft und Stokes. Das erste wird es uns erlauben,
Integrale effektiv auszurechnen. Das zweite und das dritte Theorem konnen als Verall-
gemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung verstanden werden
und wir werden im Fortgang dieser Vorlesung immer wieder auf diese zuriickkommen.

Theorem (Satz von Fubini fiir 2- und fiir n-dimensionale Quader) Fiir jede
stetige Funktion f : @ — R auf einem zweidimensionalen Quader Q) = [ay, b1] X [az, bo]
gilt

bo by b1

[ 100 [ [ e mnan) ass= [ ( [ s o) an

al

d.h. das zweidimensionale Integral kann durch Verschachtelung zweier eindimensionaler
Integrale berechnet werden. Analoge Aussagen gelten fiir n-dimensionale Quader, wobei
dann n eindimensionale Integrale in beliebiger Reihenfolge zu verschachteln sind.

Beweis: Wir betrachten der Einfachheit halber den zweidimensionalen Einheitswiirfel
Q =0, 1] x [0, 1], nehmen f als stetig differenzierbar an und wéhlen wieder fiir jedes
K € N die uniforme Zerlegung Z%) bestehend aus K? gleichgroken Teilwiirfeln der
Bauart

k—1 k 1
Qk1,k2 = Ikl X Ik‘z ) ]k - |:Ta K:| y vol (le,lm) = ﬁ

Mit Approximation durch Riemann-Summen erhalten wir
K K
1 ko
[roaxs g2 323 0 ).
2 =1 ko—=1

wobei wir in jedem Teilwiirfel den jeweils rechten oberen Punkt als Stiitzstelle gewéhlt
haben und der Approximationsfehler mit einem Taylor-Argument — analog zum vor-
herigen Beweis — durch C'/ K abgeschétzt werden kann. Durch Umstellung der Terme
erhalten wir

romei £ (3 S8 0) k5 (1)

ki1=1 ki=1
1

1
~ / /f({[‘h IQ) dIQ dxl,
0

0

wobei wir hier zweimal die Riemann-Summen-Approximation eindimensionaler Inte-
grale verwendet haben. Im Limes K — oo werden die Fehlerterme immer kleiner und
wie erhalten die erste behauptete Formel. Die zweite ergibt sich dann analog bzw. aus
Symmetriegriinden. O
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[
>

A A AAAAAAA

YYYYYYYYY
|-
>

Schematische Darstellung des Satzes von Fubini zur Berechnung von Integralen auf einem zweidimensiona-
len Quader (Grau), wobei Blau bzw. Rot die x1- bzw. z2-Richtung darstellen und die Pfeile jeweils eine
eindimensionale Integration andeuten.

Bemerkung

1. In dieser Vorlesung werden wir den Satz von Fubini nur fiir stetige Integranden f
verwenden. Er gilt sinngeméf auch fiir jede andere integrierbare Funktion, obwohl
dann gewisse Subtilitdten bei der Verschachtelungsformel auftreten konnen, die
wir hier aber nicht diskutieren wollen.

2. Man schreibt auch gerne

/f(x)dX:/bZ/blf(:cl,xg)d:cldxg:/blff(xl,xg)dxgdml.
Q

a2 a1 ay a2

Beachte aber, dass die Reihenfolge der Integralzeichen fabj und die Reihenfolge

der dz; konsistent (also gerade entgegengesetzt) sein miissen: Das Integralzeichen
wirkt wie , Klammer auf*, das entsprechende dz; wie ,Klammer zu“.

3. Im Fall einer Produktdarstellung f(x1, 2) = g1(x1) go(x2) vereinfacht sich die

Formel zu
bl b2
/f(X) dx = /91(33‘1) dﬂ?l . /gg(l'g) d.%‘g s
Q a1 a

aber im Allgemeinen kann die Verschachtelung zweier Integrale micht als das
Produkt zweier Integrale geschrieben werden.

Beispiel Fiirn =2, Q = [ay, b1] X [ag, by] sowie

f(z1, x2) = sin (z1) + cos (22)

gilt
by [ b
f(x)dx = (sin (1) + cos (z2)) day | day .
[ ]

Das innere Integral kann nun mit dem eindimensionalen Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung — angewendet bzgl. der Integrationsvariable zo — zu

ro=bo

ro2=a2

by
/ (sin (z1) + cos (22)) day = [sin (1) x9 + sin (avg)]
N = (by — ay) sin (z1) + sin (be) — sin (ag)
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berechnet werden. Durch Einsetzen und nochmaliges Anwenden des Hauptsatzes —
aber diesmal bzgl. ;1 — erhalten wir

by

/f(x) dx = / ((by — as) sin (z1) + sin (by) — sin (as)) dy
Q

al

r1=b1

= [— (by — ag) cos (z1) + (sin (by) — sin (ag)) xl}m:al
= —(by — ay) (Cos (by) — cos (al)) + (by — ay) (sin (by) — sin (az)) )

Alternativ konnen wir via

/f(x) dx = /b2 7 (sin (z1) + cos (22)) day | day
Q az  \a1

auch x; als die innere und x, als die duflere Variable betrachten und erhalten, mit
anderen Zwischenschritten, am Ende dasselbe Ergebnis.

Bezispiel
1. Fiir den additiven Integranden

flz,y,2)=3x+2y+ 2

liefert der Satz von Fubini

8
/// flz, v, z)dxdydz:/

[0, 1]x[2, 4] x |5, 8] 5 \2
/8

8
:/(15+22) dz=45+39=84.
5

Andere Verschachtelungen fithren auch zum Ziel, zum Beispiel

1 4 8

flz, v, z)dxdydz:/ / /(3x—|—2y+z) dz | dy | dz
[0, 1]x[2, 4] %[5, 8] 0 2 5
4

1
39
—/ /(91:—1—63/4—7) dy | dz
0 \2

1

:/(183:+75)dx:9+75=84-
0
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2. Fiir den multiplikativen Integranden

fl@,y, 2)=2"y2

erhalten wir

1 4 8
/// flz,y, 2)dedydz = /x?’dx . /dey . /zdz
[0,1]x[2,4]x[5, 8] 0 2 5
1
_ 136 39 _ 91
4 3 2

nach Vereinfachung der Verschachtelungsformel und Berechnung der drei Inte-
grale.

Rand zweidimensionaler Quader Der Rand des Quaders Q = [aq, b1] X [ag, bo]
besteht aus vier Streckensegmenten und kann auch als Bild der parametrisierten Kurve

( —_
(‘“H to) fiir tg < t < t,
a2

g fir bty <t <t
() T

flir tg <t< t3
by

aq .
firts <t <t
L <b2—t+t3) Ut =t =t

interpretiert werden kann. Die Zeitpunkte ty, t1, to, t3, t4 geniigen dabei den Formeln
th—to=1t3 —ta =01 —ay, to =ty =1ty —t3 =0y — ay

bzw.

c(ty) = c(ty) = (Z;) . ct) = (Z;) ;o c(t) = <Z;> , c(ts) = (Z;)

und wir verifizieren

fﬁrt0§t§t1

fiir to <t <3

) furt1§t§t2

0) fﬁrt3§t§t4

durch einfache Rechnungen.

Diese Parametrisierungsformeln mogen auf den ersten Blick kompliziert aussehen,
beschreiben aber etwas ganz Einfaches: Ein gedachter Punkt bewegt sich mit konstan-
tem Geschwindigkeitsbetrag auf dem Rand des Quaders. Er startet zur Zeit ¢y in der
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86 2. Integralrechnung

linken unteren Ecke mit Koordinaten (a;, as) und bewegt sich zundchst nach rechts,
bis er zur Zeit t; in der rechten unteren Ecke (b, ay) ankommt. Danach lauft er nach
oben bis zur Zeit t9, zu der er die obere rechte Ecke (by, by) erreicht hat. Anschlieffend
bewegt er sich solange nach links, bis er zur Zeit ¢3 in der linken oberen Ecke (a1, b9) zu
finden ist. Dort wendet es sich nach unten und kehrt zur Zeit ¢, schliefslich zu seinem
Ausgangspunkt in der linken unteren Ecke zuriick.

In jedem Punkt x des Randes von ) (mit Ausnahme der vier Eckpunkte) kénnen
wir nun durch

+1 fir  — ( (0 fir 2 —
0 ur ro = ag _1 ur ro — Ao
0 .. +1 .

<+1> fir z; = by ( 0 > fir x; = by

T(x) = v(x) =

-1 i _ 0 i -
0 ur ro = 02 +1 ur rp = 02
0 . —1 ..

(_1> fir z;1 = a1 \ < 0 ) fir z;1 = a4

einen (positiv orientierten und normierten) Tangentialvektor 7(x) sowie einen (nach
aufen zeigenden und ebenfalls normierten) Normalenvektor v(x) definieren. Diese bei-
den Vektorfelder leben auf dem Rand des Quaders und kénnen unabhéngig von einer
Parametrisierung eingefiihrt werden. Fiir jede Parametrisierung werden allerdings die
Konsistenzbedingungen

ct) || m(c®)), c(t) Lv(c(t))

fiir (fast) alle ¢ erfiillt sein (mit Ausnahme der Zeiten, die Eckpunkten entsprechen),
sodass 7(c(t)), v(c(t)) mit dem Frenetschen Zweibein der parametrisierten Kurve
zusammenfallen. Fiir die oben angegebene Parametrisierung gilt sogar ¢(t) = 7(c(t)).

() = (5) =< $

e <
7(x) P L,
= >
(%) —ct—ct (%) =et 1o

Mitte: Bei der angegebenen Parametrisierung des Randes lauft ein gedachter Punkt mit konstantem Ge-
schwindigkeitsbetrag die vier Seiten des Rechtecks entlang, wobei die Parametrisierung in den Ecken (griin)
nicht differenzierbar ist. Links: Der Tangentialvektor in vier ausgewdhlten Punkten des Randes. Rechts: Der
Normalenvektor in denselben Randpunkten.

Theorem (Satz von Gauf fiir zweidimensionale Quader) Fiir jedes stetig
differenzierbare Vektorfeld f : Q C R? — R? gilt

/ div £(x) dx — / (£(x), v(x)) ds

Q c

d.h. das Gebietsintegral des Skalarfeldes div f {iber () kann als ein Kurvenintegral erster
Art berechnet werden. Dabei ist ¢ irgendeine Parametrisierung des Randes von @ (zum
Beispiel die oben angegebene), v das nach aufen zeigende normale Vektorfeld auf dem
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Rand von @ und < ) > das Skalarprodukt im R2.

Beweis, Berechnung der linken Seite: Mit dem Satz von Fubini sowie dem eindimen-
sionalen Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

bo by
/arlfl('rl) ZL'Q) dl‘l dIQ = / /&lel(xl, .172) dl‘l dl’Q
Q a a1

ba

= / <f1(b1, 552) — fi(aq, 332)) dzy

b2 b2
—/fl(bh I2>d$2—/f1(a1, xz) dz,
az a2

und analog (bzw. durch konsequente Vertauschung der Indizes 1 und 2) zeigen wir

b1 bl
/az2f2(9€1, xz)d% dzy = /f2($1, bz)d$1 —/f2($1, az)dfﬁ.
Q

Durch Addition beider Formeln konnen wir das Gebietsintegral von divf als Summe
von vier eindimensionalen Integralen darstellen.
Beweis, Berechnung der rechten Seite: Das Kurvenintegral {iber den Rand von @

kann via
/...ds—/...ds+/...ds+/...ds+/...d5

c [ Cr Co c)

als Summe von vier Teilintegralen dargestellt werden, die dem unteren (u), rechten
(r), oberen (o) und linken (1) Geradenstiick entsprechen und fiir die wir jeweils die
entsprechenden Teilformeln von oben verwenden konnen. Fiir das untere Stiick gilt

cult) = (‘“ +at2_t0) L ) = (+01> o w(ea(t) = (_01> et ]

und die Definition des Kurvenintegrals impliziert

t1

[ (860 vy ds = [ (Bleutt)). wleu®) et

Cu to

/f2a1+t—t0,a2 )dt = /f2$1,a2 )dzy,

wobei die letzte Gleichheit aus dem Transformationssatz fiir eindimensionale Integrale
mittels der Substitution z; = a; + t — ¢y sowie der Bedingung t; — ty = by — a; folgt.
Fiir das rechte Randstiick folgt wegen

c.(t) = (a2 +bt1—t1> . &) = <f1> . v(e(t) = (ng> . te [ty to]
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mit dhnlichen Argumenten die Formel

[

[ (€60 vy ds = [ (#leu(t). vit) o] d

Cr t1

—+/f1b1,a2+t—t1 dt /flbl,l’g dl‘g.

Analog zeigen wir schlieflich

/<f(x) v(x))ds =+ /f2 by —t+tg, by)dt = /f2 71, by) day .

Co

bzw.

/<f(X >d8— /f1 ay, bz—t+t3 dt /f1 (117])2 d[l?g.

C1

fiir den oberen bzw. den linken Teilweg. Insgesamt erhalten wir hier dieselben vier
Terme wie bei der Berechnung des Gebietsintegrals im ersten Beweisschritt. ]

Theorem (Satz von Stokes fiir zweidimensionale Quader) Fiir jedes stetig
differenzierbare Vektorfeld f : Q C R? — R? gilt

[ ottt ax = [ (£, 700) ds.

Q c
wobei 7 das positiv orientierte tangentiale Vektorfeld auf dem Rand von @) ist.

Beweis: Analog zum Beweis des Satzes von Gauf, siche Hausaufgabe. ]

Interpretation Jedes Vektorfeld auf einem zweidimensionalen Quader kann in jedem
Randpunkt x (mit Ausnahme der Eckpunkte) via

eindeutig in einen tangentialen und einen normalen Anteil aufgespalten werden (wobei
wir fiir diese Formel benutzt haben, dass 7(x) und v(x) zueinander senkrecht stehen
und beide die Léange 1 haben). Das Kurvenintegral im Satz von Gauf gibt nun den
effektiven, d.h. iiber den Rand integrierten, ,, Ausfluss* bzw. ,, Einfluss“ des Vektorfeldes
an, wobei auslaufende bzw. einlaufende Randvektoren positive bzw. negative Beitrége
liefern. Das Kurvenintegral im Satz von Stokes gibt hingegen einen ,,Umlaufwert an,
wobei auch wieder Vorzeichen eine Rolle spielen. Die Details der Interpretation werden
natiirlich vom physikalischen Kontext abhéngen. Zum Beispiel entspricht ein Vektorfeld
in der Hydrodynamik dem Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit. In der Maxwellschen
Theorie beschreiben Vektorfelder jedoch die elektrischen oder magnetischen Kréfte,
die in jedem Punkt der Ebene (n = 2) oder des Raumes (n = 3) auf ein gedachtes
Probeteilchen mit Einheitsladung wirken.
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O\

\
G)

/ / T\b

Aufspaltung des Vektors f(x) (schwarz) am Rand in einen tangentlalen (hellblau, parallel zu 7(x)) und einen
normalen Anteil (orange, parallel zu v(x)), dargestellt fiir vier Punkten des Randes. Die Kurvenintegrale
im Satz von Stokes bzw. Gauft quantifizieren die mittleren vorzeichenbehafteten Langen dieser Anteile, die
durch die Skalarprodukte (f(x), 7(x)) und (f(x), v(x)) gegeben sind.

Beispiele Wir betrachten die zwei Vektorfelder

mH) £ = (Y0) mv) £ = (Y0)

wobei ¢ : R — R eine gegebene und stetig differenzierbare Funktion ist (vielleicht
o(s) = ¢1 8+ ¢p). Beide Vektorfelder sind horizontal (da fo jeweils verschwindet) und
(im Allgemeinen) nicht-konstant, wobei das erste bzw. zweite Vektorfeld sich nur in
horizontaler bzw. vertikaler Ricthung &ndert (da f; nur von x; bzw. x5 abhéngt). Fiir
diese einfachen Vektorfelder konnen die Kurvenintegrale in den Sétzen von Gauf und
Stokes problemlos berechnet werden (siche Hausaufgaben) und vermitteln ein intuitives
Versténdnis fiir die zu Grunde liegenden Prinzipien.

Vektorfeld HH Vektorfeld HH
- g >
-~ -~ o~ e -~ -— — e
e e S e —
= - 43 r
— — e > — P -— — e P — P
— e > — P -— — e P — P
— — P —P —P
X

Links: Der untere und der obere Rand des braunen Quaders liefern in diesem Beispiel beide keinen (bzw.
einen verschwindenden) Beitrag zum Gaufischen Kurvenintegral. Die Beitrage vom linken und vom rechten
Rand unterscheiden sich aber sowohl im Vorzeichen als auch im Betrag — der ,,Ausfluss“ rechts iibersteigt
den ,,Einfluss“ links — und das Gebietsintegral der Divergenz liefert daher einen positiven Wert (,,Quelle®).
Die roten Vektoren représentieren v(x). Rechts: Die nicht-verschwindenden Einzelbeitrége zum Stokesschen
Kurvenintegral stammen vom oberen und vom unteren Rand und addieren sich hier zu 0, da sie den glei-
chen Betrag, aber entgegengesetzte Vorzeichen besitzen. Das Gebietsintegral der Rotation wird daher auch
verschwinden. Die blauen Vektoren stellen 7(x) dar.

Vektorfeld HV Vektorfeld HV

— > > > > >

— e > > > > >
— e > > > > > — B > > e > >
= — T ]

> e e e e B — > > > > > >

—> > > o>

F .

X1
Links: Auch in diesem Beispiel tragen der obere und untere Rand des Quaders nicht zum Gaufischen Kurven-
integral bei, aber diesmal heben sich auch die Beitrdge vom linken und vom rechten Rand gegenseitig auf
(,Einfluss* gleich ,,Ausfluss“). Das Gebietsintegral der Divergenz muss daher verschwinden. Rechts: Der
linke und der rechte Rand liefern wieder keinen Beitrag zum Stokesschen Kurvenintegral, aber der negative
Beitrag vom oberen Rand hat diesmal einen groferen Betrag als der positive Beitrag vom unteren Rand.
Das Gebietsintegral der Rotation wird daher negativ sein und eine effektive ,,Umwirbelung* des Quaders
durch das Vektorfeld im Uhrzeigersinn beschreiben.

X1
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Bemerkungen

1.

Wir haben in diesem Abschnitt nur die jeweils einfachste Variante der Sétze von
Gauft und Stokes kennengelernt. Beide gelten in viel allgemeineren Zusammen-
hédngen (von denen wir einige noch studieren werden) und spielen eine funda-
mentale Rolle in allen Naturwissenschaften, zum Beispiel in der Maxwellschen
Theorie der elektromagnetischen Felder.

. Die Séatze von Gauf und Stokes erlauben es uns, die Bedeutung der Differential-

operatoren div und rot bzw. rot besser zu verstehen. Auch das werden wir weiter
unten genauer diskutieren. Sie stellen aufserdem héherdimensionale Verallgemei-
nerungen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechung dar.

. Die oben angegebene zweidimensionale Version des Satzes von Stokes wird auch

Satz von Green genannt. Er wird in den Anwendungswissenschaften oftmals in

der Form
// (&leg(xl, :U2)—8x2f1(x1, xg)) d.Z'l dxg = / (fl(xl, .I'Q) d$1+f2($1, (L'Q) dSCQ)
Q c

angegeben, wobei die linke Seite gerade das Gebietsintegral von rotf ist. Die
rechte Seite stellt eine alternative Notation fiir das Stokessche Kurvenintegral
dar, wobei bei der Berechnung des Integrals die konsistenten Substitutionen

zp=ci(t),  dyy=ct)dt,  filan, we) dry = fi(a(t), eot)) ¢t dt

einzusetzen sind und anschliefend die ¢-Integration iiber das Parametrisierungs-
intervall durchgefiihrt wird.

Theorem (partielle Integration auf zweidimensionalen Quadern) Fiir zwei
stetig differenzierbare skalare Funktionen f, f : ) — R gilt

‘/@Mvnﬂwwz—/&@N%ﬂmﬁm+/ﬂwﬂww@m3
Q C

Q

fir j =1 und j = 2, wobei v; die j-te Komponente des nach aufien zeigenden normalen
Vektorfeldes v ist.

Beweis: Man kann dies wieder im Detail nachrechnen. Oder etwas eleganter wie folgt
ableiten: Fiir 7 = 1 betrachten wir das Vektorfeld

aawg:6£3go:<mmmyuhm)

mit verschwindender zweiter Komponente und erhalten

sowie

[ vt ax = [ 01, (760 7)) ax
Q

Q

[ (669, v} s = [ 560 7600

(¢

Die erste Behauptung folgt nun direkt aus dem Satz von Gaufs sowie der Produktregel
fiir partielle Ableitungen. Die Formel fiir 7 = 2 kann analog abgeleitet werden. O
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‘ Vorlesungswoche 05

2.3 Gebietsintegrale auf kompakten Mengen

Ziel Wir wollen Gebietsintegrale nicht nur fiir Quader, sondern fiir allgemeinere Men-
gen einfithren. Ein Teilaspekt wird dabei die Berechnung des n-dimensionalen Volumens
von Mengen sein.

Erinnerung Eine Menge D C R" ist kompakt, falls sie beschréankt und abgeschlossen
ist. Letzteres meint, dass jeder Randpunkt von D Element von D (und nicht von R™\ D)
ist.

Bemerkung Eine Menge D C R ist genau dann beschrinkt, wenn D C @ fiir jeden
hinreichend grofsen Quader @) gilt.

Definition Eine Funktion f: D — R heifit integrierbar (auf der Menge D), falls die
triviale Fortsetzung von f, d.h. die Funktion f :* R™ — R mit

f(x) firxeD
0 firx ¢ D

fr(x) =

auf jedem Quader () mit D C (@) integrierbar ist. Wir schreiben dann

[ rodax= [ eax,
D Q

wobei der Wert des Integrals unabhéngig von der Wahl von @ sein wird (solange D C @
gilt).

Bemerkung Diese Definition ist zwar aus theoretischer Sicht sehr wichtig, in der Pra-
xis aber oftmals unbrauchbar, weil die Berechnung von Ober- und Untersummen zu f*
in der Regel sehr kompliziert ist. Wir werden unten hinreichende Kriterien und Berech-
nungsvorschriften kennenlernen, die wesentlich handhabbarer sind. Zunéchst miissen
wir aber das n-dimensionale Volumen von Teilmengen des R™ besser verstehen.

n-dimensionales Volumen von Teilmengen des R"
Charakteristische Funktion Fiir jede Menge D C R" wird durch

(x) = 1 firxe D
XDX) =1 o fir x ¢ D

ihre charakteristische Funktion xp : R™ — R definiert.

Definition Die kompakte Menge D C R™ heift (im Riemannschen Sinne) messbar,
wenn xp auf jedem Quader () mit D C @) integrierbar ist. In diesem Fall nennen wir

vol (D) ::/XD(X) dx
Q

das n-dimensionale Volumen von D, wobei der Wert nicht von der Wahl von () abhéan-
gen wird. Gilt vol (D) = 0, so wird D auch Nullmenge genannt.
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Bemerkung

1. 1-dimensionale bzw. 2-dimensionale Volumina werden auch Ldnge bzw. Fldchen-
inhalt genannt.

2. In dieser Vorlesung sind messbare Mengen immer kompakt und damit insbe-
sondere beschriankt und abgeschlossen. Man kann die Konzepte Messbarkeit und
Volumen aber auch fiir allgemeinere Mengen einfiihren.

Beispiele

1. Quader sind messbar, wobei der neue und der alte (d.h. der schulgeometrische)
Volumenbegriff iibereinstimmen. Insbesondere gilt

vol ([ay, by] X ... X [an, by]) = (b1 —ay) ... (by — ay) .
Entartete Quader mit a; = b; fiir mindestens ein j = 1...n sind Nullmengen.

2. Endliche Vereinigungen von Quadern sind messbar. Genauer gesagt: Gilt

M
D= @n
m=1
fiir endlich viele Quader, die sich hochstens in Randpunkten iiberlappen, so gilt

auch
M
vol (D) = Z vol (@)
m=1

Uberlappen sich die Quader jedoch in inneren Punkten, so kann diese Formel
nicht verwendet werden, aber man kann D dann immer als Vereinigung anderer
Quader darstellen, fiir die die Formel wieder gilt (siehe Bild).

3. Die n-dimensionale, abgeschlossene Kugel
B.(x,)={xcR" : ||x—x.|| <r}

mit Radius » und Mittelpunkt x, € R"™ ist messbar, wobei die aus der Schule
bekannten Formeln

vol (B,(x,)) =77 (fiir n =2) bzw. vol (B,(x,)) = §mr® (fiir n = 3)

gelten. In der mathematischen Theorie ist die offene Kugel
B.(x,) ={xeR" : ||x—x.|]| <7}

iibrigens auch messbar, aber die offene und die abgeschlossene Kugel haben immer
dasselbe Volumen, weil die Differenzmenge (Sphére vom Radius r um x, eine
Nullmenge ist.

4. Alle in einfacher Weise aus endlich vielen elementaren geometrischen Objekten
(Kugeln, Zylinder, Kegel, Quader) zusammengesetzte Teilmengen des R* sind
messbar. Analoge Aussagen gelten fiir alle n € N.
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Eine Vereinigung von sich im Inneren iiberlappenden Quadern kann auch als Vereinigung von Quadern
dargestellt werden, die sich nur in Randpunkten iiberlappen.

Gegenbeispiel Die Menge
D= {(xl, T9) € R?* : 2; und 2, sind rationale Zahlen aus dem Interval [0, 1] }

ist eine seltsame Punktwolke, die nicht im (Riemannschen Sinne) messbar ist. Denn be-
rechnen wir die Ober-und Untersummen der entsprechenden charakteristischen Funkti-
on auf einer (noch so feinen) Zerlegung Z des Einheitsquaders [0, 1] x [0, 1], so erhalten
wir stets U(Z) =0 und O(Z) = 1.

Bemerkung*: In der Mathematik gibt es neben dem Riemannschen auch den Le-
besgueschen Integral-, Maf- und Volumenbegriff, der wesentlich allgemeiner, aber auch
ungleich schwieriger aufzubauen ist. Im Lebesgueschen Sinne ist die Menge D messbar
und sogar eine Nullmenge. Es gibt aber auch ganz wilde Mengen, die noch nicht mal
im Lebesgueschen Sinne messbar sind. In praktischen Anwendungen werden die Rie-
mannsche Konzepte aber in aller Regel vollkommen ausreichen.

Theorem (Approximation messbarer Mengen) Eine kompakte Menge D ist
genau dann messbar, falls es fiir jedes € > 0 zwei messbare Mengen D_ und D, mit den
folgenden Eigenschaften gibt:

1. D_ und D, sind jeweils die Vereinigung endlich vieler Quader.
2. Esgilt D. C D C D..
3. Es gilt 0 < vol (D.) — vol(D,) < e.
Insbesondere gilt dann immer
vol (D) < vol (D) <vol(D.)+¢, vol (D.) — e < vol(D) < vol (D,),

d.h. die Volumina von D_, D und D, unterscheiden sich untereinander nur um Terme
der Ordnung .

Beweisidee: Wir konnten den Beweis mit unseren Mitteln im Prinzip fithren, miissten
aber viele und relativ uniibersichtliche Notationen einfithren. Wir appellieren lieber an
die Intuition und wollen bemerken, dass es fiir jede hinreichend feine Zerlegung eines
Quaders @ mit D C @ nur drei Arten von Teilquadern Qi geben wird:

Typ 1: inf XD|Qk = 0, sup XD‘Qk =0 (dh. Qx CcQ\ D)
Typ2: infxpl, = 0, supxpl,, = 1 (dh. QuND#0# QN (R*\D))
Typ 3: inf XD|Qk = 1, sup XD‘Qk =1 (d.h. Qx C D)

Die Idee ist, dass die Vereinigung aller Quader vom Typ 3 die innere Approximation
der Menge D liefert, wohingegen alle Quader vom Typ 2 und Typ 3 zusammen die
dufsere Approximation darstellen. Die Vereinigung aller Quader vom Typ 2 iiberdeckt
dabei gerade den Rand von D. 0
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" /—\/
L -

Approximation einer Menge (braun) von innen (rot) und von aufen (blau), wobei sich hier alle Quader
hochstens in Randpunkten iiberlappen. Man kénnte auch mit gleichgrofien Quadern approximieren (wie
beim Millimeterpapier in der Schule). Die Menge ist genau dann messbar, wenn man den Unterschied
zwischen den Volumina der inneren und &ufieren Approximation beliebig klein machen kann.

Bemerkung Der Fall D_ = () — die leere Menge als Vereinigung von null Quadern

— ist zugelassen, siehe zum Beispiel das Kurvenbild weiter unten. Es gilt natiirlich
vol (§) = 0.

Approximation von 7* An Stelle von Quadern kann man im Prinzip auch ande-
re geometrische Figuren verwenden. Die zweidimensionale Einheitskreisscheibe kann
zum Beispiel von innen und von aufen durch K kongruente, gleichschenklige Dreiecke
approximiert werden (siehe Bild). Der Winkel am Schenkel eines Dreiecks ist dabei
gerade 27/ K und die Scheitelliinge nimmt den Wert 1 bzw. 1/4/1 — sin® (7/K) an. Die

entsprechenden Flacheninhalte konnen mit schulmathematischen Methoden zu

vol (D) = sin (7e) y/1 — sin? (7€) ’ vol (D.) = sin (7e)
3 e4/1 —sin? (re)
berechnet werden, wobei wir ¢ = 1/K substituiert haben. Mit Hilfe einer Taylor-

Entwicklung bzgl. der kleinen Grofe € kann man nun die effektiven Formeln

vol(D,) =7 — 27"+ Zn°* + O(9),

vol (De) =m+inde® + 277 + O(°)
ableiten, wobei O das Landau-Symbol ist. Insbesondere gilt
0 < wvol (Eg) —vol(D,) <e, {Vol (Eg) —7r| <eg, |7r—vol(Q5)‘ <e

fiir alle hinreichend grofsen K.

~ @

Zur Approximation der Kreisscheibe mit K gleichschenkligen Dreiecken, hier dargestellt fir K = 7. Fir
nicht allzu kleine Werte von K erhilt man durch Berechnung der entsprechenden Flachen brauchbare Néa-
herungsformeln fiir 7, denen aber im Zeitalter des Computers keine praktische Bedeutung mehr zukommt.

Bemerkung Kurven in der Ebene oder Raum bzw. Flichen im Raum sind Nullmen-
gen, sofern sie hinreichend regulér sind (siehe Bilder).
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\/ \ ol

——p " > >
1/N, 1/N, 1/N3

Das Bild einer stetig differenzierbaren, parametrisierten Kurve in der Ebene mit Liénge L ist eine zweidi-
mensionale Nullmenge, weil wir die Bildmenge durch ungefdhr L - N Quadrate mit Kantenldnge 1/N und
Volumen 1/N? iiberdecken, d.h. von aufien approximieren, kénnen. Hier dargestellt fiir eine Kurve (Braun)
und drei Werte N1 < N2 < N3. Die entsprechende innere Approximation besteht aus null Quadern. Analog
kann man zeigen, dass auch das Bild einer stetig differenzierbaren, parametrisierten Flache eine dreidimen-
sionale Nullmenge ist, wobei wir ungefihr A- N2 Wiirfel mit Kantenlinge 1/N und Volumen 1/N3 benétigen,
sofern A die Oberflache ist.

Kurve fiir n=1 Kurve fiir n=2 Kurve fiir n=3 Kurve fiir n=4 Kurve fiir n=5

0.0} 0.0, 0.0 0.0; 0.0;
0.0 1.0 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0 10

Die planare Sierpinski-Kurve wird aus einer Folge von selbstahnlichen, stiickweise geraden Kurven durch
Grenziibergang n — oo gewonnen und ist ein Beispiel fiir eine flachenfiillende Kurve. Das Limesobjekt
(n = oo) entspricht einer parametrisierten Kurve, die aber nicht mehr stetig differenzierbar ist, sodass das
Uberdeckungsargument aus dem letzten Bild nicht greift. Das Bild jeder approximierenden Kurve (n < co)
ist aber eine endliche Vereinigung von Geradenstiicken und damit eine Nullmenge. Ahnliche Beispiel sind
die Hilbert-Kurve sowie die Peano-Kurve, siehe jeweils WIKIPEDIA.

Theorem (Zweite dquivalente Charakterisierung messbarer Mengen) Eine
kompakte Menge D ist genau dann messbar, wenn die Menge ihrer Randpunkte eine
Nullmenge ist.

Beweisidee: Auch hier wollen wir den rigorosen Beweis nicht fithren (die wesentlichen
Schritte sind zum Beispiel in [AORS, Satz 19.1.3| beschrieben), aber die zugrundeliegen-
den Ideen hatten wir schon im Beweis des letzten Theorems kennengelernt: Betrachten
wir wieder einen Quader ) mit D C () sowie eine entsprechende Zerlegung, so bil-
den die Teilquader von Typ 2 gerade eine Uberdeckung der Menge der Randpunkte,
wohingegen die Quader vom Typ 3 die Menge () von innen approximieren. O

Integrale stetiger Funktionen

Theorem (Hauptsatz iiber Integration auf messbaren Mengen) Ist D
messbar, so ist jede stetige Funktion f : D — R integrierbar. Insbesondere gilt im-
mer das Minimum- und Maximumprinzip

min f - vol (D) < /f(x) dx < max f - vol (D),
D

wobei wir hier ausgenutzt haben, dass stetige Funktionen auf kompakten Mengen ihr
Minimum und Maximum annehmen.

Beweisidee : Eine erste Beweisstrategie geht wie folgt. Wir approximieren D durch ei-
ne endliche Vereinigung von Quadern (die sich nur in Randpunkten iiberlappen) und
approximieren anschliefend das Integral von f auf jedem Teilquader durch Ober- oder
Untersummen bzgl. einer hinreichend feinen Zerlegung des Teilquaders. Die handwerk-
liche Schwierigkeit liegt dabei in der Buchhaltung aller Teilquader sowie der lokalen
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Approximationsfehler. Eine elegantere — aber fiir den Laien undurchsichtigere — Be-
weisstrategie ist in [AORS, Satz 19.1.4] beschrieben. Die Doppelungleichung fallt in
jedem Beweis als Nebenprodukt ab. O

Bemerkungen

1. Es gilt vol (D) = / 1 dx fiir jede messbare Menge D.

D

2. Ist D ein Nullmenge, so gilt / f(x)dx = 0 fiir jede stetige Funktion f auf D.
D

3. Wie schon auf Quadern gilt: Nicht jede integrierbare Funktion ist stetig. Zum
Beispiel sind stiickweise stetige Funktionen auch integrierbar.

4. Man schreibt oftmals auch min f|p bzw. max f ‘ p statt min f und max f. Das ist
vor allem dann sinnvoll, wenn f nicht nur auf D, sondern sogar auf einer gréfseren
Menge definiert ist, aber nur {iber D integriert werden soll.

Zusammenhang und Mittelwertsatz der Integralrechung* Eine kompakte
Menge D C R” heifst zusammenhéngend, falls je zwei Punkte aus D durch eine Kurve
in D miteinander verbunden werden kénnen (oder, salopp gesprochen, falls D nicht in
zwei oder mehr separate Teile zerfallt). Auf einer Menge D, die messbar mit vol (D) > 0
und auferdem zusammenhéngend ist, existiert fiir jede stetige Funktion f (mindestens)
ein Punkt x, € D, so dass

) = i [ 160,

wobei man die rechte Seite das Integralmittel von f nennt.

e <°

Links: Die griine Menge ist zusammenhangend und je zwei Punkte (blau) konnen immer durch eine Kurve
verbunden werden, die ganz in dieser Menge verlauft. Rechts: Die rote Menge ist nicht zusammenhéngend,
besteht aber hier aus zwei Teilen (sogenannten Zusammenhangskomponenten, die jeweils fiir sich betrachtet

beide zusammenhéngend sind.

Bemerkung Im Allgemeinen kann man den Punkt x, im Mittelwertsatz nur sehr
schwer bestimmen, aber es ist trotzdem oftmals sehr niitzlich zu wissen, dass es ihn
gibt. Fiir seine Existenz sind der Zusammenhang von D sowie die Stetigkeit von f
wichtig. Ubungsaufgabe: Geben Sie ein Beispiel fiir D und f an, so dass es kein x, gibt.

Rechenregeln fiir Gebietsintegrale Unsere bisherigen Definitionen und Resultate
implizieren — analog zu den entsprechenden Ergebnissen aus Mathe I — die folgenden
Aussagen:
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1. (Linearitdt) Es gilt
/)\-f(x)+5\-f(x)dX: )\-/f(x)dx+5\-/f(x)dx,
D D D
wobei A und X reelle Zahlen sind.

2. (Gebietsadditivitat) Fiir zwei messbare Mengen D und D, die sich nur in Rand-
punkten iiberlappen, gilt

/ f(X)dXZ/f(X)dx+~/f(x)dx.

DUD

3. (Monotonie und Positivitéit) Es gelten die Implikationen
f(x)> f(x) firalle xe D = /f(x)dxz /f(x)dx
D D

sowie

f(x)>0 firale xeD — /f(x)dxzo.

D

Die zweite Aussage ist dabei eigentlich ein Spezialfall der ersten (via f(x) = 0
fur alle x € D).

4. (,Dreiecksungleichung” fiir Integrale) Es gilt

/f(x)dx §/|f<x)}dx.

sowie

/ (F(x) — Fx)) dx| < / |F(x) — Fx)] dx.

D D

Achtung: Es gibt hier kein Dreieck. Der Name dieser Ungleichungen hat sich aus
abstrakten Analogiegriinden ergeben.

Weitere Ungleichungen fiir Integrale* Sehr wichtig ist die Holder-Ungleichung

1/q

/ F)f(x) dx| < / | F(x)[" dx : / f) ax |

wobei immer stillschweigend vorausgesetzt wird, dass die Parameter p und ¢ durch
1

1
S+s=1
P g
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miteinander gekoppelt sind. Im Spezialfall p = ¢ = 2 spricht man auch von der
Cauchy-Schwartz-Ungleichung fiir Integrale. Die Jensensche Ungleichung garantiert

[ 0wt ax [ o7 wix i
w| -2 <2

/w(x) dx /w(x) dx

fiir alle integrierbaren Funktionen f : D — R, wobei ¢/ : R — R eine beliebige konvexe
Funktion bezeichnet und w : D — R, eine stetige und nicht-negative Funktion ist
(die meist Gewichtsfunktion genannt wird). Mit w(x) = 1 fiir alle x ergibt sich der
Spezialfall

1 1
v vol(D)/f(X> dx | = Vol(D)/w(f(X» dx

als entsprechende Ungleichung fiir Integralmittelwerte.

Funktionen mit iiberall verschwindendem Integral Ist f: D — R eine stetige
Funktion mit

/f&NX—O

fiir alle messbaren Mengen DcC D, so gilt

f(x)=0 fiir alle inneren Punkte x € D .
Dieses Ergebnis kann relativ leicht durch einen Widerspruchsbeweis abgeleitet werden
(Ubungsaufgabe; man wihle D geeignet als Quader oder Kugel). Die analoge Aussage

fiir integrierbare Funktionen (die mangels Stetigkeit deutlich schwieriger zu zeigen ist)
wird oftmals Hauptsatz der Variationsrechnung genannt.

Integrale vektorwertiger Funktionen Funktionen f : D C R® — R™ werden
komponentenweise integiert, d.h. es gilt

fi(x) D/ hoox
| ax

) (/m;mX

/

sofern alle skalaren Integrale auf der rechten Seite existieren. Dies gilt insbesondere,
wenn D messbar und wenn f stetig ist.
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Schwerpunkte messbarer Mengen Der n-dimensionale Vektor

1
bar(D) := ol (D) [[xdx

wird Schwerpunkt (oder Baryzentrum) der messbaren Menge D C R™ genannt, denn
er beschreibt den physikalischen Schwerpunkt, sofern man sich vorstellt, die Menge D
sei mit einem homogenen Material der (normierten) Massendichte 1 gefiillt. Insgesamt
muss man also 1 4+ n skalare Integrale {iber der Menge D ausrechnen, namlich

/1dx, /:L‘ldx, ey /:Endx.

D D D

FEin zweidimensionales Beispiel werden wir dazu weiter unten studieren. Beachte, dass
der Schwerpunkt durchaus aufterhalb der Menge D liegen kann und dass bei inhomo-
genen Materialien die (nicht-konstante) Massendichte in den Integralen auftaucht.

Parameterabhingige Integrale Hingt der Integrand f nicht nur von x € R",
sondern auch stetig differenzierbar von Parametern p € R* ab, so gilt

o D/ F(x, p) dx = D/ Oy (x, p)dx

fiir alle ¢ = 1...k, sofern das Integrationsgebiet D unabhéngig von p ist. Sollte D
jedoch auch von den Parametern abhéngen, so muss die rechte Seite in dieser Formel
um weitere Terme ergénzt werden.

Beispiel Auf jeder messbaren Menge D C R? gilt zum Beispiel

Op, // (pl x1 + sin (po xg)) dz; dzs = // 21 dzy das
b D

sowie

Ops // (p1 x1 + sin (py xg)) dridey = // x9 cos (pg o) day das
D

D

wobei wir fiir jedes konkrete D die Formeln natiirlich auch durch explizite Berechnung
aller Integrale begriinden konnen.

2.4 Integration iiber spezielle Gebietsklassen

Ziel Wir wollen in diesem Abschnitt fiir gewisse Gebietsklassen in zwei und drei
Dimensionen effektive Integrationsformeln angeben.

Zweidimensionale Normalbereiche

Definition Eine Menge der Bauart

D={(xn2) s a<a <b, gler) < w2 < hay)}
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bzw.
D = {(1:1, x9) ta<wy<b, glxe) <z < h(l‘z)}

wird z;-Normalbereich bzw. z5-Normalbereich genannt, wobei a, b zwei Zahlen und
g, h zwei stetige skalare Funktionen in einer Variablen sind. Statt Bereich kann man
immer auch Gebiet sagen.

Theorem (Fubini fiir Normalbereiche in 2D) Jeder x;-Normalbereich D ist
messbar und fiir jede stetige Funktion f: D — R gilt

b h(:tl)

/f(x)dx:/ /f(xl,xg)dxz dz, .

a (z1)

Eine analoge Formel mit konsequent vertauschten Indizes gilt fiir xo-Normalbereiche.

Beweisidee: Man kann dieses Resultat analog zum Satz von Fubini beweisen, muss
aber zusétzlich auch noch das Gebiet mit Quadern approximieren. Alternativ kann
man die Formel aus dem Transformationssatz fiir Integrale ableiten, den wir weiter
unten kennenlernen werden. Siehe auch die Ubungsaufgaben. O

Bemerkung Die Reihenfolge der Integralschachtelung darf — im Gegensatz zu Qua-
der — diesmal im Allgemeinen nicht vertauscht werden, da bei x;-Normalbereichen die
Integrationsgrenzen der inneren Integrationsvariablen x5 von der dufteren Integrations-
variablen x; abhidngen. Oder anders gesagt: Bei Quadern darf man die Verschachtelung
vertauschen, weil Quader sowohl x;-Normalbereiche als auch x,-Normalbereiche sind.

AT To = h(’I’l) ATo To = b

zy = g(w2) 1 = h(zs)

zo = g(r1) x1 T2 =a T
:

» »

Beispiele fiir einen zweidimensionalen x1-Normalbereich (gelb) und einen z2-Normalbereich (griin) mit je 4
Eckpunkten. Wiirfel und Kreisscheiben gehdren zu beiden Klassen.

Ao Ty = h(ml) AT To=0b

L ———

C N
_ )

z1 = g(x2)
1 = h(zg)
Ty =a r1 =5
zy = g(1) 1 Ty =a 1

Weitere Beispiele fiir Normalbereiche, wobei diesmal einige der vier Eckpunkte zusammenfallen und die
Funktionen auch nur stiickweise differenzierbar sind. Salopp gesprochen gilt: Einen Normalbereich kann
man vertikal oder horizontal so schraffieren, dass die Schraffurlinien niemals unterbrochen werden.

Michael Herrmann: Mathematik 2 fir Elektrotechniker [D)ev-sa | Version vom 14.7.2020



2.4. Integration iiber spezielle Gebietsklassen

101

Beispiele

1. Fur

a=-—1 b=+1, g(x)) = —27 — 1, h(zy) = +a3 + 1

wird D durch zwei Geradenstiicke sowie zwei Parabelstiicke begrenzt. Mit

f(l’l, {L’Q) = ].+Z'1 +l’2+l’1$2

erhalten wir

+1 [ 241
/f(x)dx-/ / (14 21 + x9 + 21 x2) dag | day
D -1 71%71
+1 )
_ :1:2:+I1+1
1.2, 1 2
= $2+x1x2+§x2+§x1x2} dx,
L :rz:—z%—l
21
+1

= / ((2x§+2) + (227 +2) +0+0> day
-1
+1

= / (2:6?4—2:1:?4—2:614—2) dxy

-1
r1=+1
_ 1,4 1,3 1,2
—2[Z$1+§$1+§$1+$1}x 1
1=—

=0+34+0+4=12,

wobei wir bei der Berechnung des inneren und des dufteren Integrals jeweils den
eindimensionalen Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung angewendet

haben.

2. Um den Flidchenhalt (bzw. das zweidimensionale Volumen) der Einheitskreisschei-

be zu berechnen, setzen wir

a=—1, b=+1, g(z1) = —y/1 — 22, h(xy) = +4/1 — 22

und berechnen

11 V1tad

vol (D) = // 1dx; dzs = / / 1dxy | day

+1

:/2 1 —22dxy

-1

r1=+1
= [1:1 \/1— 2% + arcsin (xl)] X
T1=—

= arcsin (+1) — arcsin (—1) =7,
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wobei arcsin : [—1, +1] = [-7/2, +7/2] die lokale Umkehrfunktion des Sinus
ist und wir die Stammfunktion beim letzten Integral aus einer Tabelle abgelesen
bzw. via

9 1 I (-21}1) 1

d
— | #14/1 — 22 4 arcsin (z )z 1 —22—= +
d$1< ! ' (=) Y2 122 J1-a2
1—224+222+1
i L
V1 — 22

verifiziert haben. In diesem Beispiel hétten wir wegen der Symmetrie der Kreis-
scheibe die Inzides 1 und 2 vertauschen konnen.

. Der z;-Normalbereich

DZ{(l’be) :—2<x <1, $1+2§$2§—$%+4}

ist die ebene Fliche, die von oben durch die Parabel x5 = —z% 4+4 und von unten
durch die Gerade x5 = 1 + 2 begrenzt wird, wobei (—2, 0) und (1, 3) die beiden
Schnittpunkte dieser Kurven sind. Wir wollen nun den Schwerpunkt der Menge
(siehe oben) ermitteln und berechnen dazu die Integrale

+1 [ —wi+4 +1
/1dx:/ / 1da, dxlz/(—xf—xlm)dxl
D Z2 \ 42 22
x1=1
_ [-%x?—%xf—i—Q:pl]m:_Z: (<1-142)—(+8—2-4)=2
sowie
+1 [ —ai+4 +1
/xldx:/ / x1 dxo d$1:/x1(—x%—x1+2)dx1
D 22 \a1+2 2
r1=1
= | -detogedaad] =) - (i) =
und
+1 [ —ai+4 +1
1 92 —z2+4
Todx = Todre | dzy = [5 xQ] dz;
ro=x1+2
D -2 r1+2 -2

:/(%xf—%x%—Qajl—f—G)dxl

r1=1
|1 .5 3 .3 2
—[mlﬁl—ixl—l’l"—Gl’l]

Tr1=—

=(+-2-146)—-(-2+12-4-12) =2,

_9 _1
bar(D):%( 4>:< 2)
+3 +2

fiir den gesuchten Schwerpunkt.

Insgesamt erhalten
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Zusammengesetzte Gebiete Nicht jede messbare Menge D ist Normalbereich.
Meistens ist es aber mdoglich, D via

D=DyU...UDg

in K Normalbereiche zu zerlegen, wobei sich die Teilgebiete nur in Randpunkten iiber-
lappen. In diesem Fall gilt

/f(x)dx:/f(x)dx+...+/f(x)dx

aufgrund der Gebietsadditivitdt von Integralen. Die Zerlegung ist aber nicht eindeu-
tig und die Kunst besteht darin, eine Zerlegung zu wéhlen, fir die die Teilintegrale
moglichst einfach zu berechnen sind.

8 G5 65 6s

Vier Beispiele fiir die Zerlegung einer Menge D in Normalbereiche, die sich gegenseitig nur in Randpunkten
iiberlappen.

Dreidimensionale Normalbereiche und projizierbare Mengen
Definition Eine Menge D C R3 der Bauart
D= {(fEl, Ty, x3) ta<x <b, g(w) <wy <h(zy), u(zy, 22) < a3 < (21, $2)}

nennen wir x;-ro-Normalgebiet, wobei a, b zwei Zahlen, g, h zwei stetige skalare Funk-
tionen in einer Variablen und wu, v zwei stetige skalare Funktionen in zwei Variablen
sind. Analoge Definitionen gelten fiir jede Permutation der drei Indizes.

Theorem (Fubini fiir Normalbereiche in 3D) Jeder x;-zo-Normalbereich D
ist messbar und

b h(z1) [ v(z1,z2)
/f(x)dx:/ / / fxy, 29, x3)dxs | dag | dzy
D a (z1)  \u(z1,22)

gilt fiir alle stetigen Funktionen f : D — R. Analoge Formeln ergeben sich aus der
konsequenten Permutation der Indizes.

Beweisidee: Siehe die Kommentare zum entsprechenden 2D-Theorem. ]

Bezispiele

1. Die dreidimensionale Einheitskugel D = {(z1, x2, x3) : 2 + 23 + 23 = 1} ist ein
x;-rj-Normalgebiet mit

a=-1, b=+1, g(z;) = —/1 — a2, h(z;) = +4/1 — a?

u(ws, v5) = —y/1 — a7 — a7, v(wi, 1) = +4/1 —af — a3,

wobei (i, 7, k) eine beliebige Permutation von (1, 2, 3) darstellt.

und
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2. Quader sind auch immer z;-z;-Normalbereiche, wobei g, h sowie u, v jeweils
konstante Funktionen sind.

Blick von oben Blick von vorn Blick von oben Blick von vorn
X3
X2 X3 ' X2 X3
/X/ X3
Xy Xy X1 X

Der Kreisel (Tiirkis) und die parabolische Vase (Lila) sind zwei Beispiele fiir rotationssymmetrische z1-z2-
Normalbereiche. Sie sind auch z3 projizierbar, wobei B gerade eine Kreisscheibe ist.

Beispiel Fiir

a=-2, b=+2, g(zy) = —y/4— 22, h(zy) = +4/4 — 23

und
u(zy, 29) = 22 + 22, v(xy, x9) =4

ist der entsprechende x1-zo-Normalbereich D eine vasenférmige Menge mit Hohe 4 und
entarteter Grundflache, deren Mantelfldche Teil eines Rotationsparaboloiden ist. Das
Fassungsvermogen dieser Vase ergibt sich zu

+
T
8

=N

+2 4
vol (D) = / / 1dzs | dzs | day
2 \y/a—a? i+l
t2 [ /4=t
— / (4 — a2t —23) dzg) dz;
=2 \oy/a—a?
T 2 | )PV
:/ 4x2—x1x2—§x2] - 72dx1
i wo=—/1—2?
e
:/<8\/4——x%—2fo—§(4—xf) M) dxy
: +2
_ g/(4— 2 day = 87,
2

wobei wir gleich auch den Fall allgemeiner Rotationskorper untersuchen werden. Ins-
besondere wird sich zeigen, dass wir die Vase aus diesem Beispiel besser als x3-xo-
Normalbereich betrachtet hétten.
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Bemerkung: Um das letzte Integral auszuwerten, benutzen wir zunéchst partielle
Integration und berechnen

+2 ) +2
r1=+
/ (4 - x%)?’ﬂ dzy = [w(4 — :U%)S/QL L /% (4 - x%)l/Q (—2x1)day
) ' —2
+2

:3/$% (4—33%)1/2dx1.

—2

Mit der ,nahrhaften Null“ 22 = —(4 — 2?) +4 und nach Umstellung der Terme erhalten
wir
+2 +2

/(4—xf)3/2dx1 :/3(4—w?)1/2dx1

-2 -2

r1=+2
= [%xm/ll—x%—i—(iarcsin(%xl)} ' 2:67r,
Xr1=—

wobei wir eine dhnliche Stammfunktion schon beim Volumen der Kreisscheibe benutzt
hatten.

Volumen von Rotationskorpern Die Menge
D := {(wl, Ty, 13) @ 25 + 25 < 0*(23), a < a3 < b}

ist gerade der Rotationskorper, der durch Rotation des Graphen der nichtnegativen
Funktion ¢ : [a, b] — [0, co) um die x3-Achse entsteht. Es handelt sich um einen
x3-To-Normalbereich, sofern wir

g(w3) = —o(x3), h(z3) = +o(x3)
und
u(zy, v3) = =/ 0*(x3) — 75,  v(a, ¥3) = —1/ 0*(3) — 73

wahlen. Wir erhalten damit

+o(z3) [ TV 22(953)_“7%

b
vol (G) :/ / / 1dZL'1 dl’g dl‘g

b [ +olxs)
—/ / 24/ 0*(x3) — 23 dxy | ds
o \-e(3)

b

:/W92(173)d333

a

wobei wir wieder die allgemeine Formel f_tf Vr? —s?2ds = %W?J ausgewertet haben
(diesmal mit s = x5 und 7 = p(x3)). Wir hatten diese Formel schon in Mathe-I aus
dem Prinzip des Cavalieri abgeleitet (wobei die damalige Argumentation wesentlich
eleganter als unsere heutige Rechnung ist). Beachte auch, dass die Rechnungen im letz-
ten Beispiel komplizierter waren, eben weil wir D als x1-z5 Normalbereich interpretiert
hatten.
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Definition* Eine Menge D C R? der Bauart

D = {(xl, X9, x3) (21, 2) € B, u(xy, o) < x3 < w21, 1’2)}

heifst x3-projizierbar, wobei B eine zweidimensionale messbare Menge und u, v zwei ste-
tige skalare Funktionen in jeweils zwei Variablen sind. Analog kénnen z;-projizierbare
und zo-projizierbare Mengen eingefiihrt werden.

Theorem* (Fubini fiir projizierbare Mengen) Mit den obigen Notationen gilt

v(z1,z2)
/f(X) dx = // / f(lEl, T, .1'3) dl’g d.%'l de)g
D B u(z1,x2)

fiir jede stetig Funktion f : D — R.

Beweisidee: Auch dieses Resultat kann entweder mit Approximationsargumenten oder
alternativ aus dem Transformationssatz fiir Integrale abgeleitet werden. 0

Bemerkung

1. Jeder x1-zo-Normalbereich ist auch x3-projizierbar, sofern
B={(x1,x2) : a<a1 <b, g(x1) <9 < h(x1)}

gewahlt wird. Etwas allgemeiner kann man sagen: Eine x3-projizierbare Menge
ist genau dann z1-x9- bzw. x5-r1-Normalbereich, wenn B eine zweidimensionale
1- bzw. x9-Normalbereich ist.

2. Der Satz von Fubini ist bei projizierbaren Mengen eher von theoretischem In-
teresse, denn aus praktischer Sicht kann die Berechnung des Integrals {iber die
zweidimensionale Menge B aufwéndig sein. Ist B jedoch selbst Normalbereich,
so ist auch D Normalbereich und wir konnen gleich den Satz von Fubini fiir
dreidimensionale Normalbereiche benutzen.
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‘ Vorlesungswoche 06

2.5 Die Transformationsformel fiir Integrale

Motivation Integrale iiber komplizierte Gebiete kann man auch dadurch berechnen,
dass man eine Transformation anwendet, die das komplizierte Gebiet in ein einfaches
iiberfiihrt. Man muss dann allerdings genaue Regeln der Umrechnung beachten, die
man als Transformationsformel bezeichnet. Diese spielt auch aus theoretischer Sicht
eine wichtige Rolle und wir werden ein Variante beim Studium von gekriimmten Flachen
benutzen.

Vorbereitungen

Setting Wir betrachten in diesem Abschnitt eine Abbildung ¥ : U C R" — V C R”
mit den folgenden Eigenschaften:

1. W bildet U bijektiv auf V' ab.
2. W ist stetig differenzierbar

Wir schreiben x € U und y € V und interpretieren ¥ als den Koordinatenwechsel von
den z;’s zu den y;’s.

U |\
@° = @
1%4
X .y
f g

R

Schematische Darstellung der Mengen und Abbildungen in diesem Abschnitt.

Bemerkung

1. Nach Voraussetzung existiert die Umkehrabbildung ® = ¥~ : V — U und die
Kettenregel impliziert, dass diese auch stetig differenzierbar ist. Insbesondere gilt

JOe(y) - J¥(x) =1 JU(x) - JP(y) =1

im Sinne der Matrizen-Multiplikation mit Einheitsmatrix I € R™™ sofern x und
y durch y = ¥(x) bzw. x = ®(y) gekoppelt sind.

2. Eine Menge D C U wird unter ¥ auf die Bildmenge E := ¥(D) C V abgebildet,
wobei dann auch D = ®(FE) gilt. Auferdem entspricht jede skalare Funktion
f:D—Rviag= fo® bzw. f = go ¥ einer Funktion ¢ : ¥ — R und
umgekehrt. Mit anderen Worten: Es gilt

xeD & yeE, f(x)=g(y),

wobei auch bei diesen Formeln immer y = ¥(x) bzw. x = ®(y) mitgedacht
werden muss.
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3. Man kann zeigen: Ist D eine kompakte bzw. messbare Menge, so ist auch F
kompakt bzw. messbar und umgekehrt. Aufserdem ist f : D — R genau dann
stetig, wenn g : E© — R stetig ist.

4. Im Abschnitt iiber die Kettenregel hatten wir eine dhnliche Situtation betrachtet,
wobei wir damals @ bzw. ¥ mit u bzw. v bezeichnet hatten. Ganz allgemein gilt
wieder: Die in der Literatur verwendeten Notationen sind nicht einheitlich und
Sie miissen sich in jedem Kontext klar machen, welches Symbol gerade was bedeu-
tet bzw. welche Relationen zwischen den beteiligten Abbildungen und Mengen
bestehen. Schematische Diagramme wie das oben angegebene sind dabei dufserst
hilfreich.

5. Die Mengen U und V werden in der Mathematik meist als offen vorausgesetzt,
da dann Randpunkte automatisch keine Rolle spielen und die Beweise einfacher
werden. In den Anwendungswissenschaften besitzen die Mengen oftmals einen
Rand. Erinnerung: Eine Menge heifit offen, wenn sie keinen ihrer Randpunkte
enthalt.

6. Es ist sehr wichtig, dass ® und ¥ wirklich stetig differenzierbar und zueinander
invers sind. Man kann diese Voraussetzungen abschwéchen, vor allem in Rand-
punkten von U und V', und wir werden solche Entartungspunkte bei konkreten
Transformationen (zum Beispiel den Polar- und Kugelkoordinaten) auch antreffen
und diskutieren.

Transformation von Quadern Eine affine Abbildung
Ua(x)=c+A-(x—d)

mit A € R(*™ und ¢, d € R” transformiert einen Quader Q C U in das n-dimensionale
Analogon zu einem Parallelogramm (also in einen Parallelepiped bzw. Spat fir n = 3).
Die Gesetze der linearen Algebra, sieche Mathe-I, implizieren die Formeln

vol (\I’aH(Q)) = |det A| - vol (@),

d.h die Determinante des linearen Anteils A beschreibt gerade die Volumenverzerrung
(Die Betragsfunktion ist wichtig, weil wir hier mit positiven, und nicht mit vorzeichen-
behafteten, Volumina rechnen).

Fiir eine nicht-affine Abbildung W besitzt die Bildmenge ¥(Q) eine kompliziertere
Struktur und die Berechnung ihres exakten Volumens kann sehr schwierig sein. Bei
kleinen Quadern kénnen wir aber immer W nach dem Satz von Taylor durch eine affine
Funktion approximieren und ein Analogon zur oberen Formel benutzen.

Lemma (Volumentransformation kleiner Quader ) Es gilt

vol (¥(Q)) = [det (JE(£))] - vol (Q) + O (diam(@))"*")
wobei & € () eine beliebig gewihlte Stiitzstelle ist und der Durchmesser
diam(Q) :== max { [|x — x| : x, x € Q}
proportional zur maximalen Kantenldnge von @) ist.
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Beweisidee: Einen rigorosen Beweis konnen wir mit unseren Mitteln nicht fithren, wol-
len aber die Ideen beschreiben. Der Satz von Taylor garantiert

T (x) = e (x) + O((diam (Q)%)), We(z) :=W(E)+IJP(E)(x—§).

wobei W, gerade das erste Taylor-Polynom von ¥ im Entwicklungspunkt & ist. Ins-
besondere ist W¢ eine affine Abbildung mit linearem Teil A = J¥ (&) sowie Verschie-
bungsanteilen ¢ = ¥(£) und d = £. Es gilt nun

vol (We(Q)) = |det (JE(£))] - vol (Q)
und unsere geometrische Intuition sagt, dass fiir kleine Quader
vol (W¢(Q)) ~ vol (¥(Q))

gilt (siche Bild). Die mathematische Schwierigkeit liegt nun darin, zum einen die
Messbarkeit der deformierten Bildmenge W(Q) zu beweisen und zum anderen alle

Fehlerterme rigoros abzuschétzen. O
°§
Co& 0(8) O(E)
Q
cie O(e) O(e)

Ein zweidimensionaler Quader (links) wird unter einer Abbildung ¥ in die deformierte Menge ¥(Q) (Mitte)
iiberfiihrt. Sind die Kantenlingen des Quaders klein, so kann man ¥ durch eine Taylor-Approximation W
ersetzen, die Q in das Parallelogramm W¢(Q) (rechts) iiberfiihrt, dessen Volumen exakt berechnet werden
kann. Der Taylor-Entwicklungspunkt & wird in der Integrationstheorie auch Stiitzstelle genannt.

Herleitung des Transformationssatzes

Theorem (allgemeine Transformationsformel) Es gilt
[ oty = [ 160) [det (3 (x))|
E D

mit den oben eingefiihrten Notationen und Voraussetzungen.

Beweisidee: Wir approximieren die messbare Menge D C U durch eine grofte, aber
endliche Anzahl von Quadern

Qla"'vQM

die ungefdhr gleich grofs sind und sich nur in Randpunkten gegenseitig tiberlappen
(siehe die roten Quader im Bild). Die Details sowie die genaue Nummerierung der
Quader wird dabei keine Rolle spielen. Wichtig ist nur, dass

diam (Q,,) = O(g), vol (@) = O(e")
gelten wird, wobei

e=1/VM <« 1
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eine positive, aber kleine Zahl ist, die die Feinheit der Quader-Approximation von D
quantifiziert. Aukerdem wéihlen wir in jedem Quader eine Stiitzstelle &€, € @, (zum
Beispiel den Mittelpunkt oder einen der Eckpunkte). Unter ¥ wird jeder dieser Quader
Q. auf einen deformierten Quader E,, = ¥((Q,,) abgebildet, dessen Volumen durch

vol (¥(Qrn)) = |det (JE(E,,))] vol (Qm) + O("")

approximiert werden kann, und alle deformierten Quader F,, zusammen approximieren
die Bildmenge E = ¥(D). Es gilt nun

/g(y) dy =>_ / g(y)dy + O(e),

E "= Q)

da nur M"+ << M viele — also relative gesehen nur sehr wenige — dieser Quader
den Rand von D iiberdecken werden, und diese insgesamt ein kleines Volumen der
Grofenordnung O(e"e'™™) = O(e) besitzen (hellrote Quader im Bild). Wir koénnen
nun jedes Teilintegral nach dem Satz von Taylor durch

| o1y = (s(%(€,)) + 06)) vol (¥(@.)
¥(Qm)
— 9(W(€,) vol (¥(Qn)) +O(e"")

approximieren, wobei wir diesmal g (und nicht die Komponenten von W) durch das
entsprechende nullte Taylor-Polynom im Entwicklungspunkt ¥(§&,,) ersetzt und

diam (¥(Q)) = O(e),  vol (¥(Qn)) = O(e")

benutzt haben. Insgesamt — und wegen M = O(¢™") sowie 3. _ O(e"1) = O(e) —
erhalten wir die Naherungsformel

/g(.V) dy = <Z 9(¥(&,,)) [det (JE(E,,))] vol (Qm)) + 0(e),

E

wobei der Fehlerterm im Limes ¢ — 0 bzw. M — oo verschwindet. Die rechte Seite ist
aber gerade die Riemann-Summen-Approximation des Integrals auf der rechten Seite
der Behauptung, wobei wir analog zu unserer bisherigen Diskussion zeigen kénnen, dass
der entsprechende Approximationsfehler auch die Ordnung O(e) besitzt.

X2

[T T T 1]
[T

[T TTTTTTT1

X1 yi
Zum Beweis des Transformationssatzes in 2D. Links: Die rote Kurve stellt den Rand des kompakten Inte-
grationsgebietes D dar und die roten Quader eine Approximation dieses Gebietes, wobei hier innere Quader
und Randquader unterschiedlich schattiert sind. Die Quader konnten mit Multi-Indizes identifiziert werden,
aber es ist einfacher, sie irgendwie durchzunummerieren (Q1, ...Qps). Rechts: Das entsprechende Bild nach
Anwendung von W.
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Bemerkungen

1. Der Beweis des Transformationssatzes illustriert sehr schén die folgenden zwei
Grundprinzipien der Riemannschen Integrationstheorie:

(a) Integrale sind nichts anderes als Grenzwerte von Summen, wobei sehr vie-
le kleine Summanden aufaddiert werden. Im Limes hat man dann — sehr
salopp gesprochen — unendlich viele, jeweils unendlich kleine Summanden.
Unendlich kleine Groéfsen nennt man aufterhalb der Mathematik oftmals auch
ifinitisimal klein.

(b) Messbare Mengen kénnen als groke Vereinigungen kleiner Mengen appro-
ximiert werden, wobei die kleinen Mengen Quader oder auch deformierte
Quader sein koénnen.

2. Die Transformationsformel ist viel einfacher, als sie auf den ersten Blick aussieht,
sofern man die symbolische Substitution

Jdy
det (&> ‘ dx

benutzt, wobei % eine alternative Notation fiir die Jacobi-Matrix JW ist. Genauer
gesagt: Um das Integral von g bzgl. y € E auszurechnen, gehen wir wie folgt vor:

dy =

(a) Wir substituieren y durch x im Integranden (das ersetzt g(y) durch f(x)).
(b) Wir passen das Integrationsgebiet in konsistenter Weise an (aus E wird D).

(c) Wir ersetzen mit obiger Regel dy durch dx, wobei die Jacobi-Matrix von
W ganz natiirlich ins Spiel kommt.

Das ist dieselbe Strategie, die wir in Mathe-I schon bei der Substitutionsmethode
fiir die Transformation eindimensionaler Integrale (also fiir n = 1) benutzt hatten.
Bei n > 1 ist jetzt eben alles vektorwertig und man darf nicht vergessen, den
Betrag der Determinante einzubauen. Das ist notwendig, weil x und y zwar Vek-
toren sind, aber dx und dy infinitisimal kleine Zahlen reprisentieren (nédmlich
das Volumen unendlich kleiner Quader).

3. Aus Symmetriegriinden — bzw. nach konsistenter und konsequenter Vertau-
schung von Symbolen — gilt auch

/ £(x) dx = / o(y) |det (3B(y))| dy

und in dieser Fassung wird der Transformationssatz meist verwendet: Das Integral
einer gegebenen Funktion f in der vektoriellen Variablen x iiber einer kompli-
zierten Menge D kann zum Beispiel dadurch berechnet werden, dass man eine
Koordinatentransformation ® sucht, sodass D = ®(FE) via x = ®(y) gerade das
Bild einer moglichst einfachen Menge E ist. Der zu zahlende Preis ist, dass man
die Transformation erstmal finden und anschliefend auch noch den Integranden
transformieren muss, so dass am Ende alles von y abhéngt. Das Auffinden von
® ist dabei meist der schwierigste Teil.
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Allgemeine Riemann-Summen* Wir hatten im Beweis des Transformationssatzes
das folgende, allgemeine Prinzip verwendet (mit £ und y statt D und x). Ist D eine
messbare Menge und

D:Dlu...UD]V[

eine Zerlegung Z = {Dy,..., Dy} von D in M messbare Mengen (zum Beispiel in
deformierte Quader), die sich nur in Randpunkten iiberlappen, so nennt man

1Z|| = _max diam (D,,) diam(D,,) == max { |[x —X|| : x, x € Dy, }

die Feinheit der Zerlegung. Ist nun eine integrierbare Funktion f auf D gegeben und
wird nun in jedem D,, eine Stiitzstelle §,, € D,,, gewahlt, so kann die Riemann-Summe

M

R(Z) = )  [(&,) vol (D)

m=1

gebildet werden. Es gilt dann immer [, f(x) dx = limzj_,0 R(Z), d.h. bei immer feiner
werdender Zerlegung konvergiert die Riemann-Summe gegen das Integral von f iiber Q.
Fiir den Fall, dass D und D,, selbst alle Quader sind, ergibt sich gerade wieder das am
Anfang dieses Kapitels eingefithrte Konzept. Wird auferdem &, als Minimierer bzw.
Maximierer von f in D,, gewahlt, so spricht man wieder von Unter- bzw. Obersumme.

Anwendung des Transformationssatzes

Beispiel Wir hatten schon im Abschnitt {iber implizite Funktionen die Transforma-
tion

-2 1— 22 — a3

y1 =Vi(21, 22) = ——— yo = Vo(z1, 22) = ———5——=
( ) (1—a21)” + a2 ( ) (1— 1)+ a3
sowie

yi+ys—1
Y+ (1+ys)?

=2y

To = @2(,@17 3/2) =07
¥+ (1+y)°

X = @1@17 3/2) =

betrachtet, wobei sowohl ® als auch ¥ zu Klasse der Mébius-Transformationen gehoren
(siehe Mathe-IIT) und man tiblicherweise die entsprechenden Definitionsbereiche U bzw.
V via

U:={(z1, x2) : 2+ 15 <1}, Vi={(y1, y2) = v2 >0}

als offene Einheitskreisscheibe bzw. obere offene Halbebene wahlt. Fiir diese Koordi-
natenwechsel berechnen wir

B 2 —2(1—x1)xzs —(1—2a3)+ 23
)y (Falas Sami)

sowie

2 +24 (1+ 4+ (1 + )’
J@(yly y2) — ( n ( 3/2) Y1 ( 3/2) )

2+ (1 +g)?)” \Fui = (L+w)’ 25 (14 y2)
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und erhalten
4 4

((1—21)? +a3)” 2+ 1+

Insbesondere ergeben sich aus den obigen Notationen und Ausdriicken mit f = 1 und
g = 1 die Volumenformeln

o e O G

d.h. das Volumen der Menge D C U im x-Bereich kann durch ein Integral iiber die
entsprechende Menge ' C V im y-Bereich dargestellt werden und umgekehrt. Fiir
den Quader Dy = [—3, +3] x [~1, +1] erhalten wir durch Auswertung der iterierten
Integrale

det (J® (21, 22)) = det (J®(y1, y2)) =

vol(Ey) =47+ g ( + 6 — arcot (3) — 9 arctan (3)) ~ 7.261

fiir das Volumen seines Bildes F; unter W, aber die exakte Berechnung der Integrale
erfordert mehrere, nicht triviale Zwischenschritte, die wir hier nicht darstellen kénnen.
Analog folgt

1 44
vol (Dq) = 3 (4 + 7 — arctan (F?)) ~ 0.848

mit Dy = ®(Es) fir den Quader E, = [0, 1] x [0, 1].

+1.0
+4.0
S0
0.0
-2.0 0.0 +2.0
b4
+1.0
g
0.0
-1.0 0.0 +1.0 0.0 +1.0
X N

Die Bilder zum eben gerechneten Beispiel, wobei die Kreisscheibe U und die Halbebene V' in Grau dargestellt
sind. In diesem Beispiel sind ® und ¥ Mobius-Transformationen und damit winkeltreu, sieche Mathe-III. Ein
weitere bemerkenswerte Eigenschaft ist, dass Kreissegmente auf Kreissegmente abgebildet werden, wobei
Geraden auch Kreise, nur mit unendlich grofem Radius, sind. Oben: Die Menge D; (griin links) ist ein
Quader und das Volumen der deformierten Menge E1 = ¥(D;) (griin rechts) kann durch ein x-Integral
iiber D; berechnet werden. Unten: Diesmal ist Eo (gelb, rechts) ein Quader, so dass das Volumen der
deformierten Menge Do = ®(F2) (gelb, links) als Integral bzgl. y € E2 berechnet werden kann.
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114 2. Integralrechnung

Beisptel Wir rechnen diesmal in Physiker-Notation. Die Formeln
x =7 cos(0), y = sin (0)

beschreiben den Zusammenhang zwischen den kartesischen Koordinaten der Ebene
(hier  und y genannt) und den Polarkoordinaten (Radius » und Winkel ). Einfache
Rechnungen zeigen

D) _ (nl@) ) e (2] -

und liefern
drdy =r drdf

als symbolische Transformationsregel fiir infinitisimale Volumina. Die Transformations-

formel kann nun als
//f(:z:, y)drdy = //g(r, 0)rdrdd
D E

geschrieben werden, wobei die Konsistenz und damit Richtigkeit der Formel durch
(z,y)eD & (r0)ek, [z, y) = g(r, 0)
sichergestellt wird. Mit der speziellen Wahl
fla,y)=1,  g(r0)=1
und
D={(z,y) : 2*+y* <o}, E={(n0):0<r<p, 0<0<2r}

erhalten wir

2 4 2 21

VO](D)Z//T’ drd@z/ /rdr dﬁz/[%Tﬂiid@z/%gzdezéwf
E 0 \o 0

0

und haben damit das Volumen von D, also der kartesischen Kreisscheibe mit Radi-
us o, durch ein Integral iiber den polaren Quader E berechnet. Mit der alternativen
Funktionswahl

flz,y) =2 +y%, g(r, 0) = r cos (0) + r* sin” (§)

ergibt sich

// (z+y2) drdy = // (r cos (6) + r? sin? (6)) rdrde

_ / / (r? cos (8) + 1 sin? (8)) 6 | dr

0 0

durch direkte Rechnungen.
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Uber Entartungspunkte Bei den Polarkoordinaten treten gewisse Entartungen
und Singularitdten auf. Zum einen entspricht der kartesische Koordinatenursprung —
also der nulldimensionale Punkt mit = 0 und y = 0 — der polaren Koordinatenach-
se r = 0, also einer eindimensionale Kurve. Diese Entartung spiegelt sich auch darin
wider, dass die Jacobi-Matrix

ar, 6) (a(g@ y)>_1 _ < cos (6) sin (6) )

—r~tsin(0) r~!cos(0)

fir 7 = 0 gar nicht definiert ist. Auferdem ist die Zuordnung (r, #) — (z, y) nicht
eindeutig, sondern 27-periodisch in . Man kann natiirlich Winkelrestriktionen (zum
Beispiel 0 < 6 < 27 oder —m < 6 < +m) stellen, aber auch dann gibt es gewisse
Subtilitdten. Bei Kugelkoordinaten gibt es dhnliche Probleme mit der Mehrdeutigkeit
der Winkel und der Nicht-Differenzierbarkeit fiir r = 0.

Merkregel: Der Transformationssatz bleibt bei gewissen (aber nicht allen) Entar-
tungen weiterhin richtig, besonders wenn die Probleme nur am Rand der betrachteten
Mengen auftreten. Man muss dann aber immer besonders aufpassen und sollte alle
Rechenergebnisse zumindest auf Plausibilitét priifen.

Beispiel Eine klassische Anwendung der zweidimensionalen Transformationsformel
mit Polarkoordinaten auf unbeschrénkten Gebieten ist die Berechnung des Integrals
unter einer Gaufsschen Glockenkurve. Mit den Notationen aus dem letzten Beispiel gilt
zum einen

2

// exp (—:132 — y2) drdy = / /exp (—7’2) rdf | dr
R2 0

0

=00

27T/7“ exp (—7"2) dr:27r[—%exp (—7“2)] »
0

:’]T7

wobei wir exp (—00) = lim, ., exp (—r?) = 0 verwendet haben. Zum anderen impliziert
der Satz von Fubini

+o0 +00
// exp (—x2 — yz) drdy = / exp (—:rg) dx / exp (—yQ) dy |,
R2 —00 —00

und weil die beiden Integrale auf der rechten Seite gleich sind, erhalten wir die bekannte
Formel

+oo

/ exp (—2?) dz = V7

—00

durch Kombination der beiden Teilergebnisse. Beachte, dass wir hier zwei Theoreme
iiber zweidimensionale Integrale verwendet haben, um ein eindimensionales Integral zu
berechnen.
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Affine Transformation Im Fall einer affinen Transformation
y=¥Yx)=c+A-(x—d), Xsz)(y):d—l—A_l-(y—c)

mit invertierbarer Matrix A € R und Verschiebungsanteilen ¢,d € R™ sind beide
Jacobi-Matrizen konstant, d.h. es gilt

JU(x)=A, Jo(y)=A"".
Die Transformationsformel kann daher vereinfacht werden und impliziert via
vol (D) = |det (A)| vol (E), vol (E) = |det (A™")| vol (D),

dass sich das Volumen bei der Komposition von Verschiebungen und Rotationen oder
Spiegelungen wegen det (A) = +1 nicht dndert.

Skalierung von Volumina Affine Transformationen der Bauart
y=¥(x)=2"x, x=8y =\"y

mit Parameter A > 0 beschreiben uniforme Streckungen bzw. Stauchungen und fiir
Quader gilt zum Beispiel

XGD:[al,bl]x...[an, bn] - yeE:[)\al,/\bl]x...[)\an,)\bn],

In Physikernotation berechnen wir

Jy
=L =\ Z=\'1
ox ’

und damit
dx =A""dy, dy = A\ dx,

wobei sich die Potenzen —n bzw. +n aus der Multi-Linearitdt der Determinante —
d.h. aus der Formel det (A\*'A) = A*"det (A) — ergeben (und gerne mal vergessen
werden). Insbesondere erhalten wir

vol (D) = A" vol (E), vol (E) = A" vol (D)

als mathematische Beschreibung einer intuitiven Tatsache: Der Ubergang von x zu y
bzw. von D zu E multipliziert alle Langen mit A und daher das n-dimensionale Volumen
T2

mit \".

O

Y2

A

» L1

» Y1
Skalierungstransformation in 2D mit A = 2. Alle Langen werden verdoppelt, alle Facheninhalte vervierfacht.
Alle Winkel bleiben erhalten.
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2.6 Integralsatze von Gaufs und Stokes in 2D

Ziel Wir wollen die Integralsiatze von Gaufs und Stokes in zwei Dimensionen in ihrer
allgemeinen Form angeben (d.h. nicht nur auf Quadern). Damit wird es uns im néchsten
Kapitel leichter fallen, die dreidimensionalen Versionen zu verstehen.

Geometrische Voriiberlegungen

Setting In diesem Abschnitt betrachten wir eine messbare (und damit auch kompakte
Menge) D C R?, deren Rand

oD = {x € R? : x ist Randpunkt von D} c R?,

durch endlich viele (meist sehr wenige) parametrisierte Kurven beschrieben werden
kann. Genauer gesagt, im Folgenden nehmen wir an, dass K parametrisierte Kurven
Ck : [tko, tk1] — R? mit den folgenden Eigenschaften existieren:

1. Es gilt
OD :={ci(t) : t € [tio, tia]} U...U{ek(t) : t € [tro, tra]},
d.h. 9D ist die Vereinigung der Bilder der parametrisierten Kurven cy.
2. Jede Kurve cy ist zumindest stiickweise stetig differenzierbar.

3. Die Kurven liefern eine minimale Parametrisierung in dem Sinne, dass es nur
endlich viele Punkte x € 0D gibt, fiir die es via x = c(tx) = ¢;(¢;) mehr als eine
Darstellung gibt.

Hinweis: Die Beispiele in diesem Abschnitt werden verdeutlichen, was diese Bedingun-
gen im Kinzelnen meinen.

Bemerkungen

1. Es mag auf den ersten Blick verwirrend sein, dass man das Symbol 0 sowohl fiir
Ableitungen von Funktionen als auch fiir Rédnder von Mengen benutzt. Es hat
sich aber so eingebiirgert. Auflerdem gibt es eine innere Verbindung der Konzepte
Ableitung und Rand, die sich (zum Beispiel) in den Integralsitzen manifestiert.

2. Es ist zugelassen, dass 0D endlich viele Ecken oder Spitzen besitzt, in denen die
¢, nicht differenzierbar sind. Insbesondere darf D auch ein Dreieck, ein Viereck
oder eine andere polygonal berandete Menge sein.

3. Wir wollen auch geometrische Doppelpunkte nicht ausschliefsen. Man kann sie
zwar durch Aufteilung von D vermeiden, aber manchmal tauchen Sie in sehr
natiirlicher Weise auf (siche einige der Beispiele unten).

4. Bei uns ist D immer abgeschlossen und deshalb gilt 9D C D. Man kénnte aber
auch offene Mengen D zulassen (fiir diese gilt 9D C R?\ D), aber in den Anwen-
dungen ist es meist nicht wichtig, ob D als offen oder abgeschlossen (oder weder
noch) angesetzt wird.

5. Die Komponenten von c; bezeichnen wir wie iiblich mit ¢, j, wobei £ = 1... K und
Jj = 1 oder j =2 gilt. Im Fall von K = 1 schreiben wir wieder c statt ¢, bzw. ¢;
statt ¢ ;.
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Beispiele

1. Ist D = [ay, b1] X [ag, bs] ein Quader, so hatten wir bereits explizit beschrieben,
wie 0D durch eine einzige Funktion ¢ (K = 1) parametrisiert werden kann,
wobei diese Funktion dann siickweise stetig differenzierbar ist. Alternativ kénnen
wir die vier Kantensegmente des Quader separat durch vier stetig differenzierbare
Kurven beschreiben (K = 4), die sich gerade in den vier Eckpunkten tiberlappen.
Bei konkreten Rechnungen hatten wir das eigentlich auch schon getan und die
vier Teilparametrisierungen mit c, c;, ¢, und c; bezeichnet.

Allgemein gilt: Man hat sehr viele Freiheiten, die Parametrisierung von 0D zu
wéhlen. In der Praxis besteht die Kunst darin, eine “optimale,, zu finden, fiir die
die Rechnungen moglichst einfach werden.

2. Die Formeln
Eg(m) = {X eR? . Ix —m| < g}, Bﬁg(m) = {X eR? : |lx —m]| = Q}

beschreiben, dass der Rand der abgeschlossenen Kreisscheibe mit Radius ¢ und
Mittelpunkt m € R? die entsprechende Kreislinie ist. (Analoges gilt fiir die offene
Kreisscheibe und das Wort Kreis kann sowohl die Scheibe als auch die Linie
bezeichnen). Wir kénnen nun den Rand in naheliegender Weise durch

c(t) = (g;) +o (Zf; ((g) . tel, 2]

parametrisieren, aber es gibt natiirlich auch andere Parametrisierungen.

3. Fiir zwei gegebene Radien 0 < 01 < 09 < 0o besteht der Rand des abgeschlossenen
Kreisringes

ZQl,QQ(m) = EQQ(m> \ By, (m) = {X eR® : o < [x —m] < 92}
aus den zwei Kreislinien
94, ,0,(m) := OB, (m) UIB,,(m)
={x€eR’: [x—m| =g oder |x—m| =p}.

Dieser Rand, der offensichtlich aus zwei Komponenten besteht, kann mit K = 2
durch

o) = (220) = () o (Cn) = () o (200)
eit)= (220 = (1) +ex (5l

parametrisiert werden, wobei jeweils ¢ € [0, 27| gilt. Beachte, dass die dufere
bzw. innere Randkreislinie entgegen bzw. mit dem Uhrzeigersinn durchlaufen

wird, sodass der Umlaufsinn mit der jeweils positiven Orientierung am Rand
(siehe unten) tibereinstimmt.

und
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4. Die Doppelhorn-Kurve

sin (%)
c(t) = [ cos® (t) (2+cos (1)) | t €10, 27]
3 + sin? (t)

parametrisiert den Rand einer messbaren Menge D, wobei der Geschwindigkeits-
vektor ¢(t) in den beiden Eckpunkten (¢t = %W, 1 = +1, 2o = 0 bzw. t = %ﬂ',
r1 = —1, 9 = 0) jeweils verschwindet.

5. Das Zweiblatt

sin (t)

c(t) = sin” (t) cos (t) (COS ( t)) : t €10, 7

parametrisiert auch den Rand einer messbaren Menge D. Diesmal gibt es einen
entarteten Doppelpunkt, ndmlich x = 0, der von der angegebenen Parametrisie-
rung mehrmals realisiert wird. Insbesondere gilt

Man konnte die Menge D auch in zwei Teile aufspalten und diese separat be-
trachten, wobei dann ¢ € [0, 3 7] oder t € [, 7] fiir die Randparametrisierung
zu wahlen ist.

6. Die Torpedokurve

sin ()

c(t) = sin (t) cos (2t) <cos (t)) ) t €0, 7l
besitzt den echten Dreifachpunkt
0=c(0)=c(in) =c(i7) =c(m)

und die von ihr berandete Menge kénnte in drei Teile aufgespalten werden.

+1.0 +0.2
+0.2
X +5 < < 0.0
-0.2
0.0 0.0
-1.0 0.0 +1.0 -0.3 0.0 +0.3 -1.0
X1 X1

Die drei nicht-trivialen parametrisierten Randkurven aus den gerade gerechneten Beispielen.

-0.5 0.0
X

Normalenvektor und Tangentialvektor, Teil 1 In jedemm Randpunkt x € 9D
(mit Ausnahme von vielleicht vorhandenen Eck- und Doppelpunkten) existiert ein
normierter Tangentialvektor 7(x) sowie ein normierter Normalenvektor v(x), so dass
die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

1. 7(x) und v(x) bilden immer eine ON-Basis des R?, d.h. es gilt
<T(x), T(x)> =1, <V(X), I/(X)> =1, <T(x), V(x)> =0.
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2. 7(x) ist parallel zur Tangentialgeraden an 0D im Punkt x, wohingegen vr(x)
immer senkrecht auf dieser Geraden steht.

3. v(x) zeigt nach auken und 7(x) ist positiv orientiert, d.h. D liegt immer links
von 7(x). Siehe dazu die Bilder.

Hinweis: Das Konzept Orientierung ist am Anfang etwas vertrackt und es Bedarf
einiger Ubung, die positive (also die richtige) von der negativen (der falschen) auf der
Ebene von Formeln zu unterscheiden. Malen Sie daher immer ein Bild, da man dort
alles sehen kann. Wie (fast) immer gilt auferdem: Vertrauen Sie Ihrer geometrischen
Intuition und dem gesunden Menschenverstand!

Drei Beispiele fiir eine zuléssige Menge D, wobei diese im zweiten Beispiel ein Loch und im dritten einen
Doppelpunkt besitzt. Die roten bzw. blauen Pfeile repriasentieren den nach aufien zeigenden Normalenvektor
v(x) bzw. den positiv orientierten Tangentialvektor 7(x) in ausgegewahlten Randpunkten x € 9D (schwarz),
wobei die jeweilige Tangentialgerade durch die orangen Linien angedeutet wird. Bemerkung: Werden die
roten Pfeile umgeklappt, so entsteht der nach innen zeigenden Normalenvektor. Das Umklappen der blauen
dndert die Orientierung.

Bemerkungen

1. 7(x) und v(x) werden nur in Randpunkten von D betrachtet. Es ist nicht wichtig,
ob oder wie man diese auch in inneren oder dulieren Punkten von D einfithren
kann.

2. In Eck- oder Doppelpunkten von 0D sind 7(x) und v(x) im Allgemeinen nicht
(oder nicht eindeutig) definiert.

3. Es gilt immer

r(x) = (_”2(")) und damit auch  w(x) = (*TQ(X)) .

+11(x) —71(x)

Oder anders gesagt: Wenn v(x) in Richtung ,Norden“ zeigt, so zeigt 7(x) nach
,, Westen“. Man muss allerdings fiir jeden Punkt x € 0D entscheiden, wo gerade
,Norden“ liegt.

4. Manchmal schreibt man auch 75p(x) und vyp(x) um deutlich zu machen, um
welchen Rand es geht. Dies ist besonders dann sinnvoll, wenn man mehrere Ge-
biete gleichzeitig untersucht.

Normalenvektor und Tangentialvektor, Teil 2 Die Vektoren 7(x) und v(x)
spiegeln geometrische Eigenschaften der Punktmenge 0D wider und kénnen unabhén-
gig von einer Parametrisierung eingefiithrt werden. Mit Parametrisierungen kann man
aber sehr einfach explizite Formeln angeben. Insbesondere gilt

e _ :I:ék<7f) _ +1 ék,l(t>
( k(t)) e \/(ék,l(t)>2 + (ék,2(t))2 (ék’Q(t)) |
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sowie

+1 Fipa(t)
v(cr(t) = ', |
) \/ (e () + (ér2(t))” (—Ck,l(t))

wobei das Vorzeichen fiir jeden Zeitparameter ¢ so zu wihlen ist, dass v(cy(t)) nach
aufen zeigt und 'r(ck(t)) dazu positiv orientiert ist. Fiir jedes feste t legt aber das
Vorzeichen in der einen Formel schon das Vorzeichen in der anderen Formel fest und
umgekehrt.

Bemerkungen

1. Bei ,einfachen Mengen D kann man eine globale Wahl des Vorzeichens fiir alle ¢
treffen, aber manchmal ist das nicht mdglich, insbesondere wenn es Doppelpunkte
gibt.

2. In konkreten Fillen kann die richtige Vorzeichenwahl meist problemlos aus einer
Skizze abgelesen werden.

3. Die Vektoren 7(ci(t)) und v(ck(t)) liefern — ggf. bis auf das Vorzeichen — gerade
das Frenetsche Zweibein der parametrisierten Randkurve.

Beispiele

1. Auf dem Rand von zweidimensionalen Quadern hatten wir schon die entspre-
chenden Normalen- und Tangentialvektoren identifiziert (siche auch die Ubungs-
aufgaben zu Stokes und Gaufs auf 2D Quadern), wobei auf jeder der vier Kanten
des Randes die Werte von 7(x) und v(x) konstant bzgl. x sind.

2. Es gilt

v =+ = (T T = ()

=] =% \(we —mo)
auf dem Rand der Kreisscheibe B,(m).

3. Fiir den oben eingefiihrten Kreisring A,, ,,(0) mit Mittelpunkt m = 0 gilt

_ X aftm _ o[ %2
V(X> - +HXH = 09 (+$2) ) T<X) = 09 <+I1>

auf dem Aufenrand ||x|| = g, sowie

= (). ()

auf dem Innenrand ||x|| = 0;. Analoge Formeln kénnen fiir m # 0 angegeben
werden.

4. Der Rand von D ist auch immer der Rand der Komplementidrmenge D := R2\ D,
aber es gilt

vop(x) = —vy5(x),  Top(x) = —Typ(x),
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da auften aus Sicht von D gerade innen aus Sicht von D ist und umgekehrt
(siche Bild). Insbesondere wird aus einer positiv orientierten Parametrisierung
c: [to, t1] = R? von D durch

S(t) = e(ty — to — t)

eine positiv orientierte Parametrisierung c : [tg, t;] — R? von aD.

Beim Ubergang von einer Menge D (links) zur Komplementirmenge D = R2\ D (rechts) miissen Vorzeichen
getauscht werden. In diesem Beispiel D ist beschrankt und D unbeschrankt, wobei letzteres graphisch nicht
wirklich dargestellt werden kann.

Rénder als Niveaumenge Es kommt hiufig vor, dass 0D via
0D = {(xl, x9) ¢ g(xy, ) = c}

als Niveaumenge einer stetig differenzierbaren Funktion ¢ : R? — R definiert wird oder
betrachtet werden kann, wobei dann D entweder die entsprechende Subniveau-Menge

D = {(z1, 1) : g(a1, 25) < ¢}

oder die Superniveau-Menge

D = {(z1, z2) : g(z1, 32) > ¢}

ist. In diesem Fall gilt

v(x) = £ grad g(x) = £A(x) <g:§g§)

sowlie
o _amg(x) N B ) (X)
Tx) = £AX) (+amg<x>) = (m(x) |
wobei der skalare Faktor

1 1

 Terad sl (o, g00)"+ (00000

wohldefiniert ist, sofern x ein reguldrer Punkt von g ist, d.h. falls grad g(x) # 0.

Ax)

Bemerkung

1. Diese Formeln gelten, weil Gradienten senkrecht auf Niveaukurven stehen.
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2.6. Integralsitze von Gaufs und Stokes in 2D 123

2. Bei Niveaukurven konnen wir also 7(x) und v(x) — bis auf eine Vorzeichenwahl —
direkt aus den partiellen Ableitungen von g gewinnen und miissen keine Parame-
trisierung von 0D explizit angeben (was im Einzelfall schwierig sein kann). Die
Berechnung von Kurvenintegralen gelingt aber in aller Regel nur mit Hilfe einer
Parametrisierung.

3. Die richtige und konsistente Vorzeichenwahl ergibt sich aus der Tatsache, dass
der Gradient in Richtung wachsender Funktionswerte zeigt, und stellt sicher, dass
v(x) fiir jedes x nach aufsen zeigt und dass 7(x) positiv orientiert ist. In konkreten
Féllen hilft meist auch eine Skizze.

4. Bei stetigen Funktionen g sind Subniveau- und Superniveaumengen wegen der
nicht-strikten Ungleichungen (,,<“ bzw. ,>“) immer abgeschlossen, wohingegen
die analogen Formeln mit strikten Ungleichungen (,,<* bzw. ,,>“) immer offene
Mengen liefern. Bei unstetigen Funktionen ¢ gilt diese Aussage nicht mehr.

5. Analoge Formeln kénnen fiir Zwischenniveaumengen der Bauart

D= {($1, 332) i < 9(351, ;EQ) < cg}

abgeleitet werden, wobei der Rand 0D dann aus zwei Niveaumengen besteht.

Bezispiele

1. Fiir g(xy, x9) = 22 + 23 und ¢ = ¢? ist die entsprechende Subniveaumenge ge-
rade B,(0) und die obigen Formeln mit den Ableitungen von g liefern die schon
bekannten Ausdriicke fiir den Tangential- und den Normalenvektor, sofern wir 4+
immer durch + ersetzen.

2. Die Nullstellenmenge der Funktion
g(x1, ) = (x% + 22 — 3901)2 — 2% — 23

wird Pascalsche Schnecke genannt und direkte Rechnungen sowie eine Auswer-
tung der obigen Formeln liefern

(Vl(X)> _ (+TQ(X)> _ ) <4:E“Z’ — 1823 +4zy 22+ 161, — 63:%)

vo(x) —71(%) 4a2xe — 1231 w0 + 405 — 219

wobei wir die explizite, aber ldngliche Formel fiir A(x) nicht hingeschrieben haben.
Wiéhlen wir D als die entsprechende Subniveaumenge, so miissen wir in den obigen
Formeln fiir jeden Punkt x € 9D den +-Ast wihlen, da dann v in Richtung
wachsender Werte von g und damit nach aufien zeigt. Man kann die Pascalsche
Schnecke iibrigens durch

cos (t)

c(t) = (1+ 3cos(t)) (Sm (t)> : t €10, 27

parametrisieren, aber das folgt nicht so einfach aus der Formel fiir g. Wir kénnen
aber (mit Additionstheoremen) zeigen, dass g(c(t)) = 0 fiir alle Zeiten t gilt
bzw. dass die Gleichung g(x) = 0 in Polarkoordinaten als 72 = (1 + 3cos (6))?
geschrieben werden kann, wobei r der Radius und 6 der Winkel ist und t = @ fiir
die angegebene Parametrisierung gilt.
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124 2. Integralrechnung

3. Die Bernoullische Lemniskate ist der Rand der Subniveaumenge
D = {(z1, z2) : (2} +Jc§)2 — 227 +225 <0}

und mit der richtigen Vorzeichenwahl ergibt sich

Vl(X) +TQ(X) .1':15"‘.1'1 Z’% — I
= — 4 )\ -
(VQ(X)) (—7‘1 (x) (x) T3 To + a3 + 9
fiir jeden Punkt x € 9D, wobei wir den Faktor A\(x) wieder nicht angegeben
haben. Auch fiir diese Kurve gibt es bekannte Parametrisierungen, zum Beispiel

_ L cos (1)
"~ 1 +sin? (1) (Cos (t) sin (t)) ., te0,27],

die zwar nicht leicht zu finden, aber einfach zu iiberpriifen ist. In Polarkoordinaten
lautet die entsprechende Gleichung iibrigens r* = 2 cos (26).

c(t)

0.0 +2.0 +4.0
X1

Die Pascalsche Schnecke (links) und die Benoullische Lemniskate (rechts) sowie die entsprechenden Subni-
veaumengen.

Formulierung und Herleitung

Theorem (Satze von Gauft und Stokes in 2D) Mit den Notationen und Vor-
aussetzungen von oben gilt die Gaufk-Formel

K
/divf(x) dx = Z/<f(x), v(x))ds
D k=1 Ck

sowie die Stokes-Formel

/ rot f(x) dx = é / (£(x), 7(x)) ds

fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f : D — R?. Links steht dabei ein Gebiets-
integral und rechts immer ein Kurvenintegral der ersten Art.

Beweisidee: Es gibt einen wichtigen, und erstaunlich einfachen, ersten Teil sowie einen
sehr technischen, und fiir uns nicht ganz so wichtigen, zweiten Teil.

Teil 1: Ist D die Vereinigung endlich vieler Quader, so folgt die Behauptung mit
einem eleganten Ausloschungsargument direkt und ohne grofe Rechnungen aus dem
bereits bekannten Resultat fiir Einzelquader. Das wird gleich im Detail erklért.

Teil 2: Tm Allgemeinen approximiert man D durch viele kleine Quader (so wie bei
den Riemann-Summen oder bei der Herleitung der Transformationsformel beschrieben)
und zeigt, dass der Approximationsfehler durch die Feinheit der Quaderapproximation
kontrolliert wird. Die Kombination beider Argumente liefert dann die Behauptung. [J
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Bemerkungen

1. Man schreibt die rechten Seiten oftmals als

/<f(x), v(x))ds bzw. /<f(x), 7(x))ds,
oD oD

da Kurvenintegrale invariant unter Reparametrisierung sind und daher das Ergeb-
nis nur von dD und f, aber nicht von den Details der Parametrisierung abhéngt.
Ohne Parametrisierung kann man die Integrale aber in der Regel nicht berechnen.

2. Aus dem Satz von Gauf kann der Satz von Stokes abgeleitet werden und umge-
kehrt. Wir hatten das in den Hausaufgaben schon fiir Quader gesehen, aber das
Argument mit den um 90° gedrehten Vektorfeldern kann in 2D immer angewendet
werden.

3. Die geometrisch-physikalische Interpretation der Sétze von Gaufs und Stokes auf
allgemeinen Mengen D ist dieselbe wie fiir Quader (siehe oben). Die 2D-Variante
des Satzes von Stokes wird auch wieder Satz von Green genannt und oftmals
anders geschrieben (siche nochmal oben).

4. Wir haben das Stokessche Kurvenintegral immer als Kurvenintegral 1. Art ge-
schrieben, wobei explizit der positive orientierte Tangentialvektor 7 auftaucht. In
der Literatur wird manchmal ein dquivalentes Kurvenintegral 2. Art angegeben.
Wir werden dies weiter unten genauer diskutieren.

Das Argument fiir endliche viele Quader Um das wesentliche Argument heraus-
zuarbeiten, betrachten wir zunéchst den Fall, dass D selbst ein Quader ist, der aus zwei
kleinen Quadern DM und D® besteht, die sich in einer vertikalen Kante beriihren.
FEin typisches Beispiel ist

D=10,2]x[0,1, DW=10,1]x][0,1, D®=]12x]0,1].

Wir wissen zwar schon, dass der Satz von Gaufs auf D erfiillt ist, wollen ihn hier aber
noch einmal anders ableiten. Der Ausgangspunkt ist die Formel

/dwf dx—Z/dwf dx—z > / ), vP)(x)) ds,

Lo 7=1 pe{uro]l} e

wobei wir die Gebietsadditivitdt von Integralen sowie den Satz von Gaufs auf beiden
Teilquadern benutzt haben (und der Index p immer als ,,unten®, ,,rechts®, ,oben“,  links*
zu lesen ist). Insgesamt haben wir das Gebietsintegral von div f iiber D als Summe von
8 Kurvenintegralen dargestellt.

Die wesentliche Beobachtung ist nun, dass der rechte Rand vom Quader D) gerade
der linke Rand vom Quader D® ist und dass

vV (x) =~ (x)

fiir jeden Punkt x € dDMWNID® gilt. Oder anders gesagt: Auf der gemeinsamen Rand-
kante zeigen die dufseren Normalenvektoren der beiden Teilquader in entgegengesetzte
Richtungen. Hieraus folgt

/ (£(x), 19 (x)) ds = — / (£(x), 19 (x)) ds,

(1) (2)

cy c
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d.h. von den insgesamt 8 Kurvenintegralen heben sich die zwei gegenseitig auf, die
zur gemeinsamen Kante von DM und D® gehoren. Die restlichen 6 Kurvenintegrale
bilden aber zusammen das Gaufssche Kurvenintegral auf dem Gesamtgebiet D, wobei
auf diesen 6 Randstiicken der jeweilige Normalenvektor auf 0D mit den entsprechenden
Vektoren auf 9D bzw. 0D® {ibereinstimmt. Mit anderen Worten, es gilt

> Y [t e ds = [ (80, vix))as

J=1 pe{urol} oD
Cp

und wir haben damit den Satz von Gauss auf D aus dem Satz von Gaufl auf den
Teilquadern D™ und D® abgeleitet.

Wird der Satz von Gauf auf zwei sich in einer Kante beriihrenden Quader (hell und dunkel) angewandt, so
16schen sich die Einzelbeitrédge zum Kurvenintegral auf der gemeinsamen Kante gegenseitig aus.

«— — «— —
v A
A —
S —_— -_ —_—

Auch beim Stokesschen Kurvenintegral gibt es Ausléschungseffekte auf gemeinsamen Quaderkanten.

Beim Satz von Stokes kann man analog argumentieren, da auch
(%) = —? (x)

auf der gemeinsamen Quaderkante von D) und D® gilt. Alle unsere Schritte (Aufspal-
tung in Teilquader, Auswertung der Integralsitze in jedem Teilquader, Ausloschung ent-
lang von gemeinsamen Kanten, Zusammensetzen von Kurvenintegralen) kénnen auch
auf die Vereinigung von endlich vielen Quadern angewendet werden, und liefern dann
einen Beweis der Satze von Gauf und Stokes.

v _’ v
A
T 1 — 1=
\ — 1 — ] —
3 -« i «— i

> l > l » l > l
Ausloschungseffekte implizieren die Giiltigkeit des Satzes von Gauft auf beliebigen Vereinigungen von Qua-

dern, sofern diese sich nur in gemeinsamen Randkanten iiberlappen. Allgemeine Gebiete kénnen durch
Approximationsargumente behandelt werden.

R
Ty =

Der Satz von Stokes kann analog bewiesen werden.
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Bemerkung* Wir konnen das Stokessche Kurvenintegral via
t1

[ (660 70y as = [ (e(eto). et de = [ 10 - ax

c to c

auch als Kurvenintegral 2. Art schreiben, sofern (1.) die Menge 0D durch eine einzige
Randkurve ¢ : [to, t;] — R? parametrisiert wird und (2.) die Vektoren ¢(¢) und 7(c(t))
fiir jedes t € [to, t;] in die gleiche (und nicht in die entgegengesetzte) Richtung zeigen.
Unter diesen Voraussetzungen gilt namlich

c(t) = lle(t)|| 7(c(t))  und damit  ¢(t)dt = 7(c(t))ds.

Bei der Schreibweise als Kurvenintegral 1. Art gibt es diese Restriktionen nicht, da dort
7(x) explizit auftaucht.

Flachenberechnung durch Randintegrale In vielen Féllen kann man den Rand
von D durch eine einzelne geschlossene Kurve c : [to, t1] — R? ohne Doppelpunkte
parametrisieren. Dann gilt
¢(t)

U FOTE
wobei das Vorzeichen fiir alle ¢ € [to, t1] gleich ist und davon abhéngt, ob der Um-
laufsinn der Parametrisierung mit 7 iibereinstimmt oder nicht. Wir kénnen nun den
Satz von Stokes fiir sehr spezielle Vektorfelder mit konstanter Rotation auswerten. Zum
Beispiel gilt

vol (D) —/rot <£El) dx—/<(+(;1), T(X)>ds——|—/x1 () ds

t1 t1

= c (t) = c ¢
=+ [a e el a =+ [a@eear,

to to

wobei wir ds = ||¢(t)|| dt verwendet haben, und analog ergibt sich
t1
vol (D) = /rot <_52> dx = —/1:2 71(x)ds = $/c2(t) ¢ (t)de.
D c to

Wir hatten diese Formeln schon in Mathe-I mit anderen Argumenten hergeleitet. Bei
Kurven mit Doppelpunkt konnen diese Formeln nicht verwendet werden, da dann das
Vorzeichen des Proportionalititsfaktors zwischen 7(c(t)) und ¢(¢) von ¢ abhéingt und
es ungewollte Ausloschungen zwischen positiven und negativen Beitrdgen geben kann.

Beispiel Der Flacheninhalt der Kreisscheibe von Radius p kann auch mit der Para-

metrisierung
~ (cos(t)
C(t) =0 <Sin (t)) ’ te [07 27‘-}

und durch das Kurvenintegral

vol (B,(0)) = /cl (t) ép (t) dt = o / cos® (t) dt = 7 ¢

berechnet werden.
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Uber rotationssymmetrische Vektorfelder Fiir eine gegebene und stetig diffe-
renzierbare Funktion ¢ : (0, co) — R werden durch

w2) 160 —o(y/at+at) (T5) . (D)t —o(yfateas) (122

zwei rotationssymmetrische Vektorfelder auf R? \ {0} definiert. Das Feld RZ ist dabei
ein sogenanntes Zentralfeld, wohingegen beim Drehfeld RD sich die Vektoren entlang
von Kreisen um den Koordinatenursprung drehen. Fiir jeden Kreisring mit Mittelpunkt
x = 0 konnen wir sowohl die Gebiets- als auch die Kurvenintegrale in den Integral-
sétzen von Gauk und Stokes explizit berechnen und damit die Bedeutung der zweidi-
mensionalen Differentialoperatoren div und rot sowie der entsprechenden Gebiets- und
Kurvenintegrale an einfachen Beispielen studieren (siehe die Hausaufgaben).

Vektorfeld RZ
T

TR i ISR

A3 £l S % 4
\\\bkﬁf’;,/l’ \\\{\\4-:};\,//
"\\\\\:*;/'4’" w\\,\\:*;ﬂ,,xv
\\.\\\\*Q;/,/,y \\.\\\\_*&//Axx
«<~‘\\\\T/,¢JW’W* *‘k\\\!\f///w—r—rw
S ge————— o e Qu««««*« ° »—‘»—»—»—»»»
mm‘-"x‘/?/;\\\\m\m Mf““"'//;\r\\#*&
- LeR A ;*‘:\x\m\ ,,\,»x/\;“a-:\x\\\
”’;/fiﬁ\\\\“ xx»"i};:\\‘*l\\x
IR AR P NN

Fpy TN poRTST
x”,fﬁia‘x »",*i*‘\\
¥ ¥ L% 3 ¥ | 2 LY
X4 X1

Das Vektorfeld RZ (grau) ist immer rotationsfrei, aber der Wert von div f(x) unterliegt keiner solchen univer-
sellen Einschrankung (selbst dann nicht, wenn ¢ positiv und monoton fallend ist). Insbesondere kann dieses
Vektorfeld nur fiir ¢(r) = r—2 (hier nicht dargestellt) als Geschwindigkeitsfeld einer idealen Fliissigkeit in-
terpretiert werden, die aus einer Quelle im Ursprung sprudelt und in einer Ebene ins Unendliche abfliefit. Die
roten bzw. blauen Pfeile stellen den dufien Normalenvektor bzw. den positiv orientierten Tangentialvektor
in ausgewahlten Randpunkten des braunen Kreisringes dar.

Vektorfeld RD Vektorfeld RD
x,j\#«*ﬂwk\"‘ sy g “:\"\
v e, ‘«‘\\/\~ v, “*“k\,
,,/\ ~ = = s %% v oy = = NN % N

V2 AslPER N Hr e )
y “ x % N ’ “ \\\»“
N, PR g T
H”;;(«\\‘H“ ”h”/« L
Q“HH_&(L,HﬁH—H xunmff’fﬁ”*‘“
NN »/\C/fffé iy\\\%\ »///fflff

&4"/,« ~ N
AN 4714 WA NS 474 4
] \»"x, R | \—»"/,
N - A A4 N - A4 g
\\\\\*—»,11\{4( \\\§\*—>,;//4
«\\jm*";it \_\\:\_;’W ':4

Links: Das Vektorfeld RD ist immer divergenzfrei, aber diesmal kann rot f(x) im Prinzip jeden Wert anneh-
men. Dies gilt selbst dann, ¢ positiv und monoton fallend ist. In diesem Fall dreht sich das Vektorfeld zwar
entgegen dem Uhrzeigersinn um den Ursprung, aber rot f(x) misst eben nicht diese globale Rotation, sondern
quantifiziert die lokale Rotation, d.h. die Verwirbelungseffekte des Vektorfeldes in der Ndhe von x. Stellen
wir uns eine kleine Kugel mit Radius 0 < £ < 1 und Mittelpunkt x vor, so beschreibt rot f(x) wie stark und
in welcher Orientierung das Vektorfeld diese kleine Kugel um ihre eigene Achse drehen méchte (Spin). Voll-
kommen unabhéngig davon will das Vektorfeld den Mittelpunkt der Kugel auch noch verschieben, nédmlich
hier entlang einer Kreisbahn um den Ursprung.

Bemerkung Ein allgemeines rotationssymmetrisches Vektorfeld kann in zwei Dimen-

sionen als
f(x) =1 \/2? + 23 o + ¢o| A/ 22 + 23 T
! ! 2 +x2 2 1 2 +x1 ’
geschrieben werden, wobei ¢; und ¢9 nur vom Polarradius abhéngen.
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Zwei wichtige singulare Vektorfelder Die Vektorfelder

C —'—xl C —T9
f = bzw.  f =
a(x) x} + 23 (—1-302) o wi(x) x} + 3 (—1-331)

werden elementares Quellenfeld bzw. elementares Wirbelfeld genannt (jeweils in 2D),
wobei ¢ # 0 eine beliebige reelle Konstante ist. Sie sind auf ganz R? \ {0} sowohl
divergenzfrei als auch rotationsfrei (siehe die Hausaufgaben), aber besitzen jeweils eine
Singuldritdt im Koordinatenursprung x = 0.

Bemerkung* Fiir eine Kugel B,(0) kénnen wir wegen der Singularitiit die Gebiets-
integrale in den Sétzen von Gauf und Stokes nicht auswerten. Wir kénnen aber pro-
blemlos die entsprechenden Kurvenintegrale bestimmen und erhalten

/ <fQ(X), V(X)>ds:27rc, / <fQ(x), T(x)>ds:0

9B,(0) 9B,(0)

bzw.

/ (fw(x), v(x))ds =0, / {(fw(x), T(x))ds =27c,

0B, (0) 0B,(0)

wobei das Ergebnis unabhdngig vom Kugelradius o ist. Beachte, dass bei jedem Vektor-
feld, dass stetig differenzierbar auf ganz R? ist, hingegen

[ {60, vy as = aiv0) 4 0()

0B,(0)

sowie

(f(x), T(x)) ds = 7 ¢’ rot £(0) + O(¢?)

0B,(0)

gelten wird, wobei diese Formeln mit Hilfe einer Taylor-Approximation der Komponen-
ten von f aus den Integralsétzen abgeleitet werden konnen. Diese Beispiele illustrieren
eine sehr wichtige Strategie in der Mathematik und den Anwendungswissenschaften:
Wie kénnen némlich fg eine distributionelle Divergenz und fw eine distributionelle
Rotation zuweisen, wobei der Wert jeweils 27 ¢ ist. Diese sind im Ursprung konzen-
triert (in etwas so, wie Masse in einem Punkt konzentriert sein kann) und kénnen nicht
mehr durch Differentiation, sondern nur durch ein duales Konzept (im konkreten Fall
durch ein Kurvenintegral) berechnet werden. Man kann diese Vektorfelder sogar als
“Elementarbausteine” betrachten, aus denen jedes anderes Vektorfeld durch “unend-
liche Uberlagerung® zusammengesetzt werden kann (analog sind die Punktmassen die
“Bausteine” in der Kontinuumsmechanik).

Zusammenfassung: Man kann sehr gut mit Singularitdten rechnen, aber im Moment
iiberteigt das noch unseren Erkenntnisstand. Wir werden aber in Mathe-III auf diesen
Aspekt zuriickkommen und zumindest erste Exkursionen in das Kalkiil der Singulari-
taten unternehmen.
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Kapitel 3

Vektoranalysis

Vorlesungswoche 07

3.1 Kurvenintegrale

Ziel

In diesem Abschnitt wiederholen wir einige Konzepte iiber Kurven und die ent-

sprechenden Integrale im R™. Wir konnen eine solche Kurve auch als Weg interpretieren,
den ein (reales oder gedachtes) Teilchen im R” zuriicklegt.

Erinnerung

1.

Eine parametrisierte Kurve (bzw. ein Weg) in einer gegebenen Menge D C R"
ist eine stetige Abbildung ¢ : I — D, wobei [ ein Intervall ist. Die Elemente von
I bezeichnen wir mit ¢ und werden diese meist als Zeit interpretieren.

. Das Bild von c, also die Menge

im(c)={c(t) : tel}CD

ist das geometrische Objekt (Kreislinie, Spirale usw.), das von ¢ parametrisiert
wird.

. Ist I kompakt, so schreiben wir I = [t,, t.] und nennen c(¢,) den Anfangspunkt

und c(t.) den Endpunkt. Man sagt auch, die Kurve c verbindet diese beiden
Punkte.

. Die Kurve c heifst geschlossen, falls c(t,) = c(t.) gilt, d.h. falls Anfangs- und

Endpunkt zusammenfallen.

. Gilt c(t;) = c(tp) fiir zwei verschiedene Zeiten tq, to mit ¢, < t; < ty < £, so

sprechen wir von einem Doppelpunkt der Kurve, es sein denn, es gilt ¢; = t,
und ty = t.. Diese Ausnahme ist sinnvoll, da andernfalls jede geschlossene Kurve
einen Doppelpunkt beséfe.

. Ist c stetig differenzierbar in t, so heifst
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der (momentane) Tangentialvektor oderGeschwindigkeitsvektor zur Zeit t. Die
zweite Ableitung

&(t) = (1)

wird, falls sie existiert, der (momentane) Beschleunigungsvektor genannt.

~O-C X0 e

Vier Beispiele fiir Kurven (bzw. Wege) im R?, wobei die schwarzen Kreise die jeweiligen Anfangs- und End-
punkte darstellen und die Durchlaufrlchtung durch stilisierte Pfeile angedeutet wird. In einem ausgewahlten
Punkt jeder Kurve sind auflerdem die Tangentialgerade und der Tangentialvektor in gelb und hellgriin
gezeichnet. Die rosa Kreise markieren Doppelpunkte.

Beispiel

1. Die parametrisierte Kurve

h T
ct)=1—1t) |p| +t ||, tel0 1]
b3 qs

beschreibt ein dreidimensionales Geradenstiick, wobei die p; bzw. ¢; die Koordi-
naten des Anfangs- bzw. des Endpunkts sind.

2. Durch

0 cos (wt)
c(t)y=1[osin(wt) | , teR
ot

wird eine unendliche Spirale parametrisiert, wobei ¢, w und o reelle Parameter

sind und die Mittellinie der Spirale gerade x3-Achse ist.

Voraussetzung Wir werden im Folgenden immer annehmen, dass c eine stiickweise
stetig differenzierbare Kurve ist, wobei wir akzeptieren, dass der Tangentialvektor ¢ zu
endlich vielen Zeiten (die Knicken oder Ecken entsprechen) doppelt, d.h. als ¢(t — 0)
und ¢(¢ + 0) im Sinne einseitiger Ableitungen zu berechnen ist. Wir setzen aufserdem
voraus, dass die Kurve regular ist, d.h. dass

c(t) #£0
fiir alle ¢ € I gilt. Diese Bedingung schliefst einige Entartungsfille aus.

Erinnerung

1. Fir eine skalare Funktion f: D — R wird durch

/f ds—/f ) (o] dr
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das Kurvenintegral der 1. Art definiert, wobei die formale Substitution

x=c(t), ds=|e@)]dt

zu Grunde liegt. Im Spezialfall f = 1 erhalten wir mit

L(e) :z/lds:jﬂé(t)“ at

die Integralformel fiir die Lange einer Kurve.

2. Das Kurvenintegral der 2. Art bezieht sich auf ein Vektorfeld f : D — R™ und

wird durch
te

/f(x) - dx ::/(f(c(t)), &(t)) dt

ta
eingefiihrt, wobei das Skalarprodukt im R™ auf der linken Seite durch - angedeutet
und auf der rechten Seite als (, ) geschrieben ist. Formal gilt diesmal

x = c(t), dx = ¢(t) dt

und der Integrand auf der rechten Seite kann alternativ als f(c(t)) - ¢(¢) geschrie-
ben werden.

Eine Kurve (griin) mit Anfangs- und Endpunkt (grau). Ein Vektorfeld (schwarz) besitzt in jedem Punkt
einen entsprechenden tangentialen Anteil (dunkelgriin), der entweder in dieselbe oder die entgegengesetz-
te Richtung wie der Tangentialvektor an die Kurve (nicht dargestellt) zeigt. Das Kurvenintegral der 2. Art
integriert diese tangentiale Komponente, wobei das Ergebnis invariant unter Reparametrisierungen der Kur-
ve ist, aber sein Vorzeichen beim Wechsel der Durchlaufrichtung &ndert. Beachte, dass es in 2D in jedem
Punkt nur eine Normalenrichtung an die Kurve gibt, wohingegen es in nD fiir jeden Punkt der Kurve einen
n — 1-dimensionalen Unterraum des R™ gibt, der senkrecht auf dem momentanen Tangentialvektor steht.

Bemerkung

1. Es gilt

und damit symbolisch auch

(f(c(t)), (b)) dt = <f(c(t)), %> ds,

d.h. jedes Kurvenintegral der 2. Art ist eigentlich ein spezielles Kurvenintegral

der 1. Art. Beachte auch, dass ¢(t)/ ||¢(t)|| gerade der normierte Tangentialvektor
und damit der erste Frenet-Vektor der Kurve ist.

. Bei Kurvenintegralen der 2. Art ist dx als infinitisimaler Vektor zu interpretieren,

wohingegen bei Gebietsintegralen dx = dx; - ... dx, als infinitisimaler Skalar
anzusehen ist.
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Interpretation 1 Vektorfelder f konnen oftmals als Kraftfelder interpretiert werden,
wobei f(x) die Kraft beschreibt, die im Punkt x auf ein (reales oder gedachtes) Teilchen
wirkt. In diesem Kontext modelliert eine parametrisierte Kurve ¢ die Bahn oder den
Weg eines Teilchens und das Kurvenintegral 2. Art beschreibt gerade die vom Kraftfeld
entlang der Teilchenbahn verrichtete Arbeit.

Beispiele

1. In der Mechanik entspricht f(x) zum Beispiel einem Gravitationsfeld (dessen
Details von der betrachteten Masseverteilung abhéngen) und das Kurvenintegral
von f bzgl. ¢ ist gerade die mechanische Arbeit die man leisten muss, um ein
gedachtes Probeteilchen mit Einheitsmasse entlang der Kurve ¢ zu verschieben.
Da Gravitationsfelder in der Regel Gradientenfelder sind (siehe unten), kann die
verrichtete Arbeit mit der Differenz der potentiellen Energie zwischen End- und
Anfangspunkt in Beziehung gebracht werden.

2. Analog konnen wir mit Hilfe eines Vektorfeldes f die elektrischen Coulomb-Kréfte
beschreiben, die von einer statischen Ladungsverteilung im Raum erzeugt werden
und auf ein gedachtes Probeteilchen mit Einheitsladung wirken. In der Elektro-
dynamik sind die Kraftfelder aber dynamisch, d.h. f wird nicht nur von der
Ortsvariablen x, sondern auch noch von der Zeit ¢ abhingen. Beachte auch, das
magnetische Lorentz-Kréfte anders sind, da sie nicht nur von der Position, son-
dern auch von der Geschwindigkeit des Teilchens abhéngen.

Bemerkung Die Mathematik ignoriert in der Regel alle physikalischen Einheiten,
wobei diese Strategie viele Vorziige, aber auch einige Nachteile mit sich bringt. Wir
wollen zur Vollstandigkeit und fiir den Standardfall die physikalischen Dimensionen
aller Grofsen sowie die entsprechenden SI-Einheiten auflisten:

t,dt Zeit bzw. Sekunde
c; : Lange bzw. Meter
L3 Met
¢ : Geschwindigkeit = ;Zie bzw. ﬁ
M -La Kil -M
, : Kraft — Masse - 2ange baw. Newton — filogramm \ eter
Zeit Sekunde
Arbeit Kil - Meter?
<f, é> : Leistung = ' .e| bzw. Watt = rogfamm 3e il
Zeit Sekunde

Das Kurvenintegral ist eine Arbeit = Kraft-Lange mit SI-Einheit Joule = Newton-Meter.

Interpretation 2 Beschreibt f das Geschwindigkeitsfeld einer Stomung (etwa von
Wasser), so quantifiziert das Kurvenintegral wie viel Stromungsmittel entlang der
Kurve fliefst. Insbesondere kénnen wir die Zirkulation entlang einer geschlossenen Kur-
ve auswerten. Bei Kraftfeldern liefert die Zirkulation gerade die Arbeit, die entlang
einer geschlossenen Kurve verrichtet wird.

Bemerkung: Es gibt einen inneren Zusammenhang zwischen den Konzepten Zirku-
lation und Rotation, den wir in 2D schon kennengelernt haben: Ist c eine geschlossene
planare Kurve ohne Doppelpunkt, die den Rand einer Menge B im richtigen Umlaufsinn

Michael Herrmann: Mathematik 2 fir Elektrotechniker [D)ev-sa | Version vom 14.7.2020



3.1. Kurvenintegrale 135

parametrisiert, so garantiert der Satz von Stokes die Formel

/ £(x) - dx — / (£(x), 7(x)) ds = / ot £(x) dx.

c OB

Ein dhnlicher Zusammenhang besteht, wie wir noch sehen werden, auch in drei Dimen-
sionen.

Beispiel Fiir das elementare Wirbelfeld fw_ vom Ende des letzten Kapitels sowie die
natiirliche Parametrisierung der Kreislinie 0B,(0) erhalten wir

0=e(Rn) . 0=o(LRf) w5 ()
und damit
(fufe(t) e =c. [ fuo- dx= 70dt one,

wobei ¢ eine reelle Konstante ist. Oder anders gesagt: Der Wert des Parameters ¢
gibt gerade an, wie viel Stomungsmittel entlang eines konzentrischen Kreises um den
Ursprung fliefst. Mit mehr Aufwand kénnte man denselben Wert, also wieder 27 ¢,
fiir jede Kurve berechnen, die genau einmal und entgegen dem Uhrzeigersinn um den
Koordinatenursprung (dort lebt die Singularitiat des Vektorfeldes) lauft. Wir erhalten
aber —2 7 ¢, sofern der Umlaufsinn der Kurve umgekehrt wird. Fiir jede geschlossene
Kurve, die nicht um 0 lduft, verschwindet jedoch das Kurvenintegral nach dem Stokes-
schen Integralssatz, denn es gilt rot fyy(x) = 0 in jedem Punkt x # 0.

Alternative Notationen

1. Manchmal wird auch der Punkt im Kurvenintegral weggelassen, d.h. man schreibt

/f(x) dx statt /f(x)- dx,

C c

aber [ (f(x), dx) wird nur sehr selten benutzt. Fiir geschlossene Kurven findet
sich in der Literatur haufig die Schreibweise

]{ f(x)dx  oder 7{ f(x) - dx.

C C

Bemerkung: Die Notationen sind wieder mal nicht einheitlich. Daher ist es um
so wichtiger, dass Sie die Konzepte und Ideen verinnerlichen: Ein Kurvenintegral
der 2. Art integriert zum Beispiel ein Vektorfeld entlang einer Kurve und liefert
eine Zahl (und nicht etwa einen Vektor). Man erkennt ein Kurvenintegral in der
Regel daran, dass das Integrationsgebiet eine eindimensionale Kurve und nicht
(wie beim Gebietsintegral) eine n-dimensionale Menge ist.

2. Manchmal wird das Kurvenintegral der 2. Art auch als

/f(x)- dx = Zi;/fj(X) d;
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geschrieben, wobei dies im Sinne der Substitutionen z; = ¢;(¢) und dz; = ¢;(¢) dt
zu verstehen ist. Eine dhnliche Notation finden wir auch bei der 2D-Variante des
Satzes von Stokes bzw. dem Satz von Green (siehe oben).

Bemerkung: Ein Integral der Bauart fc fj(x)dz; muss entlang der parametri-
sierten Kurve c ausgewertet werden und stellt eigentlich eine Zwischen- oder
Mischform von Integralen dar. Alternativ kann man es als das Integral einer 1-
Form betrachten, aber das zu Grunde liegende Konzept der Differentialformen
spielt in dieser Vorlesung keine Rolle.

Bezispiele

1. Fir ein affines Vektorfeld f(x) = A -x+ v mit v € R" und symmetrischer Matrix
A = AT ¢ R™™ erhalten wir

/f(x) Cdx = /<A-c(t> v, () dt = [1(A - c(t), ot) + (v, C“»K:

wobei wir den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung bzgl. t sowie die

Formeln
d )
E<V’ c(t)> = <v, c(t)>
und
d

E<A c(t), c(t)) = (A-¢t), c(t)) + (A -c(t), e(t)) = ((A+AT) - c(t), et))

benutzt haben, die man einfach nachrechnen kann.

2. Fur Gradientenfelder f(x) = grad ¢(x) ergibt sich analog

/grad P(x) - dx = / (grad v (c(t)), ¢(t)) dt

= /%w(c(t)) dt = ¥ (c(te)) — v (c(ta)) -

Insbesondere héngt in diesem Fall der Wert des Kurvenintegrals nur vom Anfangs-
und vom Endpunkt der Kurve ¢ sowie von 1 ab.

Approximation durch Polygonziige* Wir hatten schon in Mathe-I gesehen, dass
jede Kurve ¢ : I — R"™ mit kompakten Parametrisierungsintervall I durch einen
Polygonzug approximiert werden kann. Dazu zerlegen wir I via

o=t <t1 <...<tg_1 <tg =1te

in K Teilintervalle und definieren durch

tk—t t_tkfl

=k ety
ty, _tk71C( 1) + by — tp—1

Capp(t) : C(tk> fir te [tk—l» tk]
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eine stlickweise affine Kurve c,p, : I — R, fiir die

. c(ty) — c(ty_
Capp(t) = %’ t € (tr-1, tr)

gilt (siehe Bild). Diese Kurve c,p, approximiert c, sofern K hinreichend grof und die
Feinheit der Zerlegung — also maxy—1._ g tr — tx_1 — hinreichend klein ist. Sie ist nach
Konstruktion immer stetig, da

Capp(te—1 1+ 0) = Capp(tx — 0) = c(ty)

fiir jedes k = 2...K—1 im Sinne einseitiger Grenzwerte gilt, aber im Allgemeinen nur
stiickweise stetig differenzierbar wegen

éapp(tk—l + 0) 7é éapp<tl~: - 0) .

Ein Kurvenintegral bzgl. c,,, approximiert das entsprechende Kurvenintegral bzgl. c
und kann segmentweise ausgewertet werden. Zum Beispiel gilt

/f(x)-dx:z / (f(Capp(t)), Capp(t)) dt

und wenn wir f(c,pp(t)) durch f(capp(tx)) = f(c(tx)) ersetzten und die so vereinfachten
Integrale (in denen der Integrand nicht mehr von ¢ abhéingt) direkt berechnen, erhalten
wir schlieflich die Naherungsformel

Analog kann

fle(tr) lle(ts) — c(ts-o)l

K
k=1

[ rods~
Cc
hergeleitet werden. Diese zwei Formeln sind nicht nur aus numerischer Sicht niitzlich
(mit ihnen kann selbst ein Computer Kurvenintegrale berechnen), sondern sie verdeut-
lichen einmal mehr das Konzept eines Kurvenintegrals. Die obigen Definitionen der

Kurvenintegrale sind ndmlich nichts anderes als die Grenzwerte dieser Summenformeln
im Limes K — oo (so wie Gebietsintegrale die Grenzwerte von Riemann-Summen

sind).

Approximation einer Kurven ¢ (griin) durch einen Polygonzug capp (braun), wobei links K = 4 und rechts
K = 8 gewahlt wurde. Zu jedem Kurvenintegral bzgl. ¢ gibt es eine einsprechende Naherungsformeln mit
Summen.
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Addition und Subtraktion mit Kurven Sind ¢ und ¢® zwei Kurven mit

(D) = @ (D), D) = ¢

so konnen wir diese ,,zusammenkleben (siehe Bild). In Formeln beschreiben wir dies
durch die Kurve

M fiir 17 <t < )
W) @Yy - J €()  firt <t <t
c\/Pec t) =

( ) {c®@) fiir 82 < ¢ < 2

wobei wir das Parametrisierungsintervall [t& ), t(z)] zu Grunde gelegt haben. Beach-
te, dass die Bedingung c(l)(t(l)) (2)( ;(12)) wirklich eine geometrische Restriktion
ist, wohingegen M = @ immer durch eine sehr einfache Reparametrisierung (Zeit-
verschlebung) von ¢V oder ¢ sichergestellt werden kann. Oder anders gesagt: Man
kann ¢ @ ¢® immer dann sinnvoll definieren, wenn der Endpunkt von ¢ der An-
fan§spunkt von ¢? ist, wobei man ein beliebiges Parametrisierungsintervall der Linge

(1) (2) gz)) wahlen kann.

Zu einer gegebenen Kurve ¢ konnen wir durch
(©c)(t) :=c(2t, — t) t € [te, 2te — 1]

ihre Umkehrung ©c einfithren, deren Anfangs- bzw. Endpunkt gerade der End- bzw.
Anfangspunkt von c ist und die dieselbe Bildmenge wie ¢, nur eben andersrum durch-
lduft. Diese Konstruktion entspricht gerade dem Wechsel des Durchlaufsinns.

Sind ¢ und ¢® zwei Kurven mit identischen Endpunkten ¢ (t{") = ¢®@(#?), so
startet die Kurve

1) o 0(2) = C(l) e ( =) 0(2))

im Punkt ¢ ( S)), liuft so wie ¢V zum gemeinsamen Endpunkt, um anschliefend sich
riickwirts entlang von ¢® zum Punkt c¢(® (tgz)) zu bewegen (siehe Bild). Insbesondere
ist ¢ © ¢ immer ein geschlossener Weg, wobei jeder Punkt aus im (c) genau zweimal,
namlich einmal auf dem Hinweg und einmal auf dem Riickweg, passiert wird.

e

Die Addition (links) und Subtraktion (rechts) von jeweils zwei Kurven sowie die Umkehrung einer Kurve
(Mitte). Der jeweilige Durchlaufsinn wird durch die farbigen Pfeile angegeben.

Beispiel Die planare Kurve

o= () el

durchléuft die Einheitskreislinie genau einmal in mathematisch positiver Richtung, also
entgegen dem Uhrzeigersinn, wohingegen ©c dasselbe, aber im Uhrzeigersinn tut. Die
Kurven ¢ @ ¢ bzw. ¢ @ ¢ @ c laufen auch im Uhrzeigersinn, aber passieren dabei jeden
Punkt der Kreislinie zwei- bzw. dreimal.
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Rechenregeln fiir Kurvenintegrale der 2. Art Unsere Definitionen implizieren
die folgenden Aussagen:

1. (Linearitat bzgl. f) /(af(x) +64f'(x)) cdx =« /f(x) cdx+a /f'(x) - dx
2. (Additivitét bzgl. der Kurve) / f(x)- dx = /f(x) - dx + /f(x) - dx

c(1>@c(2) c(1> c(2)

3. (Subtraktivitit bzgl. der Kurve) / f(x) dx = / f(x)- dx— / f(x)- dx

c(l)@c(2> c(l) c<2)

Bemerkung

1. Ein Spezialfall der dritten Formel ist

/f(x)- dx:—/f(x)-dx

oc c

und physikalisch ist das sehr einleuchtend: Ist W die mechanische Arbeit, um
ein Teilchen entlang einer Kurve von ihrem Anfangspunkt zu ihrem Endpunkt
zu bewegen, so muss die Arbeit —W verrichtet werden, um das Teilchen auf der
Kurve zuriickzubewegen.

2. Die ersten beiden Eigenschaften gelten analog fiir Kurvenintegrale der 1. Art. Bei
der ©-Operatation dndert sich aber nicht das Vorzeichen, d.h. es gilt

/ f(x)ds = / £(x) ds.

oc c

Dies liegt daran, dass sich bei einer Umkehrung des Durchlaufsinns zwar die
Richtung der Tangentialvektoren ¢, aber nicht ihre Norm éndert. Etwas genauer:
Mit & = Sc ergibt sich ¢(t) = —¢(2t, — t) und Hé(t)H = ||¢(2te — t)|| aus der
obigen Definition von ©&c¢ nach Differentiation bzgl. ¢.

Theorem (Invarianz bei Reparametrisierung) Seienc:/ — Dundé&:1 — D
zwei Kurven, so dass die Gleichungen

c(t) = c(h(t)) und c(t) = é(iL(t))

fir alle t € I und ¢ €~I~ sowie zwei bijektive, monoton wachsende und zueinander
inverse Funktionen h : I — I und h : I — [ erfiillt sind. Dann gilt

[r0as= [ re0as vav - [r60-ax= [109- ax

C Cc

fiir jedes f: D — R bzw. f : D — R™.

Beweis: Wir beweisen nur die zweite Formel; die Herleitung der ersten erfolgt analog.
Nach Voraussetzung und Kettenregel gilt

dé, . dc, .. dh

f<5@) = f<C(h(f))) o g0 =g (®) = (0)
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und die Transformationsformel fiir 1D-Integrale liefert

[0 dx—7<f(é®), %@>df—]e<f(c<h<f>>), ) ) O

_7<f<c(t)), %(t)>dt—/f(x)- dx

wobel die Details der Substitution durch

t=h(l),  t=hl),  t=h(R), =2 d

beschrieben sind.

Bemerkung

1. Die Kurve ¢ ist eine Reparametrisierung von ¢ und umgekehrt, wobei die Para-

meterwechsel durch die Funktipnen h bzw. h Verm~ittelt werden. Da diese invers
zueinander sind, gilt stets ¢ = h(h(t)) bzw. t = h(h(t)).

2. Das monotone Wachstum von h und h ist wichtig, da aus t, < t, bei monoton
fallenden Reparametrisierungen f, = h(t,) > t, = h(t,) wird, d.h. ein Wechsel im
Durchlaufsinn stattfindet. Bei Kurvenintegralen der 2. Art dndert sich dadurch
das Vorzeichen, wohingegen Kurvenintegrale der 1. Art (zum Beispiel die Lénge
der Kurve) unveréndert bleiben.

3. Reparametrisierungen der Bauart ¢ = t — ¢, mit festem ¢, entsprechen einer
Zeitverschiebung, wohingegen ¢ = ot mit Konstante ¢ > 0 eine uniforme Be-
schleunigung (oder Entschleunigung) der Zeit beschreibt. Alternativ kann man
diese Parameterwechsel als Wahl einer Referenzzeit bzw. einer anderen Zeitein-
heit interpretieren.

4. Es gibt viele sinnvolle und wichtige Reparametrisierungen, bei denen ¢, aber nicht
t als Zeit interpretiert werden kann. In diesem Fall benutzt man an Stelle von ¢
und ¢ gerne andere Notationen und schreibt meist  statt " fiir die Ableitung nach
dem Kurvenparameter. Ein prominentes Beispiel ist die Reparametrisierung einer
Kurve nach ihrer Bogenldnge (siche Kapitel 1), bei der ¢ durch den Parameter s
ersetzt wird, fiir den ds = ||¢(t)]| dt gilt.

3.2 Grundlagen der Potentialtheorie

Ziel Gradientenfelder spielen in vielen Anwendungsbereichen eine wichtige Rolle. In
diesem Abschnitt untersuchen wir, unter welchen Umsténden ein gegebenes Vektorfeld
der Gradient einer skalaren Funktion ist oder nicht. Wir setzen dabei immer voraus,
dass D C R™ zusammenhéngend ist und dass f : D — R" stetig ist.

Erinnerung Eine Menge D C R" heiftt zusammenhéngend, falls es zu je zwei Punk-
ten eine verbindende Kurve gibt. Salopp kann man auch sagen: Eine Menge ist genau
dann zusammenhéngend, wenn sie nicht in zwei oder mehr, voneinander getrennte,
Teile zerféllt.
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Gradientenfelder und Potentiale

Theorem (Hauptsatz iiber Kurvenintegrale) Unter unseren Voraussetzun-
gen an D und f sind die folgenden drei Aussagen paarweise dquivalent:

1. Das Vektorfeld f ist zirkulationsfrei, d.h. es gilt

/f(x)-dx:()

C

fiir jede geschlossene Kurve ¢ in D.
2. Das Kurvenintegral bzgl. f ist wegunabhéangig, d.h. es gilt

/f(x)-dx:/f(x)-dx

C(l) (:(2)

fiir je zwei Wege ¢V und ¢® in D, die denselben Anfangspunkt mit demselben
Endpunkt verbinden.

3. Das Vektorfeld f ist ein Gradientenfeld, d.h. es existiert eine stetig differenzierbare
Funktion v : D — R, so dass

f(x) — grad ¥(x)

fiir alle x € D gilt. Dabei wird v das Potential von f genannt.

Beweis: Wir weisen die Auivalenzen (1.) < (2.) und (2.) < (3.) nach, wobei jede in
Form von zwei Implikationen etabliert wird. Die Giiltigkeit von (1.) < (3.) ist dann
automatisch sichergestellt.

(1.) = (2.) und (2.) = (1.): Zwei gegebene Kurven ¢! und ¢® mit identischem

Anfangs- und Endpunkt kénnen via ¢ := ¢ © ¢® zu einer geschlossenen Kurve
vereint werden (siehe Bild). Unter Verwendung von (1.) erhalten wir dann

OZ/f(x)-dx:/f(x)-dx—/f(x)-dx

c (:(1) (:(2)

und damit (2.) nach Umstellung der Terme. Umgekehrt kann jede geschlossene Kurve
c als ¢ = ¢V © ¢ geschrieben werden und unsere Formel zeigt deshalb, dass (2.) aus
(1.) folgt.

(3.) = (2.): Wir hatten schon oben gesehen, dass die Existenz von v die Formel

/ grad ¢ (x) - dx = ¢<c(k) (t@)) - w(c(k) (tﬁ))
(k)
fiir k =1 und k£ = 2 und damit auch die Wegunabhéngigkeit impliziert.
(2.) = (3.): Dies ist der anspruchsvollste Teil des gesamten Beweises, aber die zu

Grunde liegenden Ideen sind eigentlich sehr naheliegend (siehe wieder das Bild) und
spiegeln wichtige physikalische und geometrische Prinzipien wider. Wir fixieren einen

Michael Herrmann: Mathematik 2 fiir Elektrotechniker [@D)ey-sa | Version vom 14.7.2020



142 3. Vektoranalysis

beliebigen Punkt &, € D, wahlen fiir jeden anderen Punkt £ € D eine Kurve c¢_¢, die
&, mit & verbindet, und setzen

V(&) = / f(x) - dx.
Ce, .8
Es wird sehr viele solcher Kurven geben, die von &, nach £ fithren, aber die Bedingung
(2.) garantiert, dass (&) trotzdem wohldefiniert ist, eben weil jede Kurve denselben
Wert fiir das Integral liefert. Ist ¢ € D ein weiterer Punkt und sind c¢ ¢ bzw. c¢¢

eine beliebige Verbindungskurve von &, nach &€ bzw. von ¢ nach & (siehe das Bild), so
implizieren (2.) sowie die Rechenregeln fiir Kurvenintegrale die Formel

»(§) = / f(x)- dx = /f(x)-dx+/f(x)-dx:¢(c;)+/f(x)-dx,

da auch die Kurve c¢_¢ @ c¢¢ die Punkte &£, mit £ miteinander verbindet. Liegen die
Punkte £ und ¢ nahe beieinander, so konnen wir annehmen, dass f sich auf c¢¢ nur
wenig dndert. Insbesondere gilt dann f(x) ~ f(&) entlang dieser Kurve und wir erhalten
die Nédherungsformel

/ f(x) - dx = / £(€) - dx + O(|l€ — C|1?) = (£(6). € — ) + O(Jl€ — ¢IP).

Ce¢ Ce¢

wobei wir das approximative Kurvenintegral mit dem (aus Sicht von x) konstanten
Vektorfeld explizit berechnet haben. Insgesamt ergibt sich

U(€) —v(¢) = (£(8), € — ¢) + O(ll€ — ¢IIP)

und wir schliefsen, dass ¢ im Punkt € in der Tat differenzierbar mit grad ¢ (&) = f(&)
ist. Da & beliebig war, konnen wir am Ende & durch x ersetzen und haben damit (3.)
aus (2.) abgeleitet. O

—

) \

-

Der Beweis des Hauptsatzes in Bildern, wobei links bzw. rechts die Schritte (1) < (2) bzw. (2) = (3)
illustriert sind.

Bemerkung

1. Das Potential 1 ist nicht eindeutig, sondern nur bis auf eine Konstante bestimmt.
Oder anders gesagt: Sind ¢ und 1) zwei Potentiale von x, so gilt zﬁ(x) =1(x)+d
fiir alle € D mit einer Konstanten d € R, die nicht von x abhéngt. Physikalisch
meint dies, dass man das Potential in einem frei wihlbaren Punkt Null setzen
darf (die sogenannte Erdung in der Elektrostatik). Die (harmlose) Mehrdeutigkeit
erkennen wir auch im letzten Beweisschritt, da dort der Punkt &, beliebig gewéhlt
wurde und ¢ (&,) = 0 fiir das konstruierte Potential gilt.
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2. Der Hauptsatz kann als eine von vielen moglichen Verallgemeinerung des ein-
dimensionalen Hauptsatzes der Differential- und Integralrechung verstanden wer-
den. Andere Verallgemeinerungen sind die Integralsidtze von Gauf und Stokes.

3. Ist D nicht zusammenhéngend, so kann der Hauptsatz auf jeder Zusammenhangs-
komponente, d.h. auf jedem der separierten Teile, von D angewendet werden. Zwei
Potentiale zu f werden sich dann aber nicht mehr nur durch eine globale Konstan-
te unterscheiden, sondern auf jeder Komponente kann es eine andere Konstante
geben.

4. Achtung: In der Physik wird {iblicherweise eine andere Vorzeichenkonvention ge-
troffen. Die Gleichung

f(x) = + grad ¢ (x)
wird dort meist als

f(x) = —grad ¢(x)

geschrieben, das heifit das physikalische Potential

P(x) = —¥(x)
ist aus mathematischer Sicht eigentlich das negative Potential und umgekehrt.

Bemerkung: Ahnliche Argernisse ergeben sich bei den Vorzeichen der mathema-
tischen und der physikalischen Entropie, der physikalischen und der technischen
Stromrichtung sowie bei den vielen unterschiedlichen Definitionen von Fourier-
Transformationen.

5. Der Hauptsatz iiber Kurvenintegrale ist von fundamentaler Bedeutung (auch in
den Anwendungswissenschaften), da er unter allen Vektorfeldern die Klasse der
Gradientenfelder identifiziert. Mit ihm kann man zum Beispiel sehr leicht zeigen,
dass fiir ein gegebenes Vektorfeld kein Potential existiert, denn man muss ja
nur eine geschlossene Kurve angeben, fiir die das entsprechende Kurvenintegral
nicht verschwindet. Will man allerdings zeigen, dass ein gegebenes Vektorfeld
tatséchlich Gradientenfeld ist, so ist der Hauptsatz eher ungeeignet, da man zum
Beispiel alle denkbaren geschlossenen Kurven betrachten muss. Wir werden unten
auf diesen Aspekt zuriickkommen.

Bezispiele

1. Fiir jedes v € R" besitzt das entsprechende konstante Vektorfeld ein lineares
Potential, wobei dann

fx)=v, ¥x) =(xV)
fiir alle x € R" gilt.

2. Analog gilt
f(x)=A-x, Y(x) =1 (A x, x)
fiir jedes lineare Vektorfeld mit symmetrischer Matrix A = A7 € R(™"),
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3. Das dreidimensionale Vektorfeld

2 1+ T2 T3
f(X) = T1 T3
T1 T2

ist ein Gradientenfeld auf D = R3, denn wir kénnen durch scharfes Hinsehen das
Potential

P(x) = :1:% + 2129 X3

ablesen. Alternativ kénnen wir es auch durch Kurvenintegrale berechnen. Mit
den Notationen des Beweises wihlen wir zum Beispiel

0 t&
E.=0=10], C£*7§(t) =|t& mit t € [0, 1],
0 t&s

d.h. wir verbinden den Ursprung £, mit jedem Punkt & durch ein Geradenstiick.
Durch diese Wahl sind die Integrale relativ einfach zu berechnen und wir erhalten
via

1 2t& + 12663 &1
we = [t ax= [([ raw ] (&) )
2616 &3

C¢, 8 0
1

:/(2§%t+3§1§2§3t2) dt

t=

0
=G [P+ 666 [0 =8+ 666
das gleiche Ergebnis fiir ¢, sofern wir am Ende x statt & schreiben.
4. Wir konnen fiir jedes n > 2 und das Zentralfeld
f(x) =c|x|"” x, x#0
leicht nachrechnen (mit 9, ||x[| = z;/ ||x][[), dass durch

o
p+2

I

(x)

ein entsprechendes Potential auf R” \ {0} definiert wird, wobei ¢ eine reelle Kon-
stante und p # —2 ein gegebener Exponent ist. Insbesondere gilt

/ £ e = 5 (fle(te) P2 = lle(ta)]”*)

C

fiir jede Kurve c, die nicht durch 0 lauft (dort besitzt das Vektorfeld fiir p < —2
eine Singularitét). Fiir p = —2 lautet die entsprechende Formel jedoch

Y(x) =cln([x]),

und mit n = 2 erhalten wir gerade das elementare Quellenfeld fq in 2D, das wir
am Ende des letzten Kapitels eingefiihrt hatten.

Michael Herrmann: Mathematik 2 fir Elektrotechniker [D)ev-sa | Version vom 14.7.2020



3.2. Grundlagen der Potentialtheorie 145

Wichtiger Spezialfall: Mit n = 3, p = —3, ¢ = —m ¢, ergibt sich fiir

via

[l

gerade das physikalische Gravitationspotential einer im Ursprung konzentrierten
Punktmasse, wobei m die Masse und ¢, die universelle Gravitationskonstante
ist. Mit einer anderen Wahl der Konstanten erhalten wir das dreidimensionale
elektrische Feld, dass von einer Punktladung erzeugt wird.

Gegenbeispiel Das elementare Wirbelfeld fy (siehe oben) besitzt kein Potential auf
R?\ {0}, eben weil es geschlossene Kurven mit nicht verschwindendem Kurvenintegral
gibt. Zum Beispiel Kreislinien mit Mittelpunkt O.

Bemerkung: Auf jeder einfach zusammenhingenden Teilmenge D C R?\ {0} kann
man aber immer ein lokales Potential einfiihren, eben weil man in einer solchen Menge
nicht um den Punkt x = 0 herumlaufen kann. Wir werden das weiter unten bzw. in
Mathe-II1 genauer studieren.

Integrabilitatsbedingungen

Ziel Wir untersuchen nun, ob und wie man einem Vektorfeld direkt ansehen kann,
ob es ein Gradientenfeld ist. Wir setzen dabei immer voraus, dass f : D — R" nicht
nur stetig, sondern sogar stetig differenzierbar ist.

Notwendige Bedingungen Gilt f = grad v, d.h. f; = 0,,%, so impliziert der Satz
von Schwarz die Bedingung

aa:j fz(x) = 8J?zf] (X)
fiir alle x € D und alle 4, 7 = 1...n mit ¢ # j. Oder anders gesagt: f kann nur dann Gra-

dientenfeld sein, wenn die Jacobi-Matrix Jf(x) € R™™ in jedem Punkt symmetrisch
ist. Die Frage ist nun, ob auch die Umkehrung gilt.

Bemerkung Fiir n = 2 gilt offensichtlich

JE(x) = (JEx)T e rotf(x) =0,
und fiir n = 3 verifizieren wir analog

Jf(x) = (Jf(x))" =3 rotf(x) =0.

Die Rotation von f misst also gerade die Asymmetrie der (2,2)-Matrix Jf(x) und wir
sehen, dass nur rotationsfreie Vektorfelder auch Gradientenfelder sein kénnen.
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Beispiel und Gegenbeispiel Wir betrachten fiir n = 2 nochmal das elementare
Quellenfeld fq sowie das elementare Wirbelfeld fyy vom Ende des letzten Kapitels auf
der Menge D = R?\ {0} und wiihlen die Konstante ¢ = 1. Die entsprechenden Jacobi-
Matrizen berechnen sich zu

Jigx) = — ("
(22 + 22)* \ 7122 af — 3
bzw.
Thw(x) = — (T2 aE
(224 22)% \@3 — 21 +312y

und sind offensichtlich symmetrisch. Beide Vektorfelder sind also rotationsfrei (zusétz-
lich sind sie auch noch divergenzfrei, aber das interessiert uns im Moment nicht) und
erfiillen damit die notwendigen Bedingungen in jedem Punkt x # 0 (fiir x = 0 sind die
Terme nicht definiert). Wir hatten aber schon oben gesehen, dass das Quellenfeld ein

Potential besitzt, ndmlich
Po(x) =In <\/ac% + x%) :

aber dass fj kein Gradientenfeld sein kann, da das Kurvenintegral entlang von Kreisli-
nien mit Mittelpunkt O nicht verschwindet. Die notwendigen Bedingungen konnen also
nicht hinreichend sein.

Bemerkung: Es existieren zwei Probleme bei fy: Zum einen gibt es die Singularitét
bei 0, aber dieses Loch im Definitionsbereich D existiert es auch bei fg. Das zweite
Problem ist, dass das Drehfeld fyy um dieses Loch rotiert, wohingegen fq dies nicht tut,
sondern als Zentralfeld von diesem Loch wegzeigt.

Einfach zusammenhingende Mengen Zusammenhéingende Mengen kénnen sehr
unterschiedliche Eigenschaften haben und man unterteilt bzw. klassifiziert sie nach
der Anzahl ihrer wesentlichen Lécher, wobei eine Menge ohne wesentliches Loch
einfach zusammenhéngend genannt wird. Ob ein Loch als wesentlich oder unwesentlich
anzusehen ist, hdngt allerdings ganz entscheidend von der Struktur des Loches sowie
der Dimension n ab.

In zwei Dimensionen sind alle Locher wesentlich und die Mathematik kennt die fol-
genden drei Charakterisierungen, die paarweise dquivalent sind und jeweils die Existenz
von Lochern ausschlieffen:

1. (Komplementdrmenge) Die Menge R™ \ D ist zusammenhéngend.

2. (Nullhomologie) Die Windungszahl jeder geschlossenen Kurve ¢ in D bzgl. eines
dukeren Punktes x, ¢ D ist Null.

3. (Nullhomotopie) Jede geschlossene Kurve ¢ in D kann innerhalb von D solange
stetig deformiert werden, bis sie auf einen Punkt zusammengeschrumpft ist.

In dret oder mehr Dimensionen wird es uniibersichtlicher, da es nun auch unwesentliche
Locher geben kann und die obigen Bedingungen nicht mehr dquivalent sind. Fiir n > 3
ist eine Menge D C R™ genau dann einfach zusammenhéngend, wenn sie die dritte
Eigenschaft besitzt. Die ersten beiden Kriterien diirfen nicht mehr verwendet werden.
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® @

Links: Zwei Beispiele fiir eine einfach zuammenhingende Menge D C R? (griin), wobei die vier farbigen
Kurven jeweils eine Nullhomotopie der orangen Kurve illustrieren. Rechts: Zwei Beispiele fiir eine nicht
einfach zuammenhingende Menge D C R?(rot, mit einem bzw. zwei Lochern), wobei jede der blauen Kur-
ven innerhalb von D nicht auf einen Punkt zusammengezogen werden kann. Auflerdem verschwindet ihre
Windungszahl nicht, sofern diese bzgl. des blau markierten Punktes ausgewertet wird.

Bemerkungen

1. Bei der Nullhomotopie sind nur Deformationen innerhalb von D erlaubt und
Windungszahlen kénnen nur fiir n = 2 sinnvoll definiert werden (siehe Mathe-I
und Mathe-IIT)

2. Konvexe Mengen sind immer einfach zusammenhéngend. Dabei wird D C R”
konvex genannt, wenn die Implikation

xeD, xeD, tel0,1] = (1-t)x+txeD

gilt, d.h. wenn zu je zwei Punkten aus D auch die entsprechende Verbindungs-
strecke ganz zu D gehort. Der Ganzraum R”™ ist immer konvex und damit auch
einfach zusammenhéngend (fiir jedes n).

3. In 2D sind insbesondere auch Einpunktlocher wesentlich, d.h. die punktierte Ebene
R?*\ {0} ist zum Beispiel nicht einfach zusammenhéngend. Solche Einpunktlocher
sind oftmals mit Singularitdten von Vektorfeldern verbunden.

4. Singularitéten in 3D sind zwar immer noch mit Einpunktlécher verbunden, aber
diese sind nicht mehr wesentlich und kénnen nicht den einfachen Zusammenhang
einer Menge zerstoren. Der punktierte Raum R3\ {0} ist also einfach zusammen-
hingend. Dasselbe gilt fiir R® \ B,(0), d.h. wenn das Loch nicht nur aus einem
Punkt, sondern aus einer ganzen Kugel besteht. Die Mengen

R\ {(z1, 29, 3) : 23+ a3 =1, 23 =0}, R*\ {(21, 22, 23) : 71 = 75 = 0}
sind jedoch beide nicht einfach zusammenhéngend, d.h. Locher in Form einer

Kreislinie oder einer Geraden sind in 3D wesentlich.

Hinweis: Im Rahmen dieser Vorlesung miissen Sie nur fiir n = 2 (aber nicht fiir
n > 3) entscheiden konnen, ob eine vorgelegte Menge D C R”™ einfach zusam-
menhéngend ist oder nicht.

Theorem (Integrabilititsbedingungen fiir Vektorfelder in nD) Ist D C R”
einfach zusammenhéngend und f : D — R” stetig differenzierbar, so ist f genau dann
Gradientenfeld, wenn Jf(x) fiir jedes x € D eine symmetrische Matrix ist.

Beweis: Den allgemeinen Beweis konnen wir hier nicht fithren, aber fiir n = 2 kann man
die Behauptung aus dem Satz von Stokes ableiten. Dies wird gleich genauer erklart. [
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Bemerkung

1. Auf einfach zusammenhéngenden Mengen sind also die notwendigen Bedingungen
von oben auch hinreichend fiir die Existenz eines Potentials zu einem gegebenen

Vektorfeld f.

2. Die notwendigen Bedingungen, d.h die Symmetrieforderung an die Jacobi-Matrix,
nennt man aus historischen Griinden die Integrabilititsbedingungen an das Vek-
torfeld f. Sie sind in der Regel leicht auszuwerten, da nur Ableitungen berechnet
werden miissen.

3. Will man das Potential ¢ zu einem gegebenen Vektorfeld f berechnen, so kann
man — wie im Beweis des Hauptsatzes beschrieben — Kurvenintegrale benutzen.
In der Praxis versucht man jedoch meist, eine entsprechende partielle Differenti-
algleichung zu lésen (siehe den Ausblick unten). In konkreten Féllen konnen wir
¢ auch direkt durch mehrere eindimensionale Integrationsschritte ableiten (siehe
das néchste Beispiel).

Spezialfall n = 2 Sei D C R? einfach zusammenhingend und sei f : D — R
rotationsfrei. Sei aufserdem c eine beliebige geschlossene Kurve in D, wobei wir der
FEinfachheit halber annehmen, dass ¢ den Rand einer Menge B C D parametrisiert
und keine Doppelpunkte aufweist. Dann gilt

/f(x)- dx:j:/<f(x), T(x)>ds:j:/rotf(x)dx:0

c OB

nach Auswertung des Satzes von Stokes fiir B, wobei 7 der positiv orientierte Tangen-
tialvektor auf OB ist. Die Existenz eines Potentials kann nun mit dem Hauptsatz iiber
Kurvenintegrale begriindet werden.

Beispiel Wir wollen untersuchen, fiir welchen Wert des Parameters p € R das drei-
dimensionale Vektorfeld

sin (x3) + pexp (z2)
f(x) = x3 exp (xq)
exp (zg) + o1 cos (x3)

ein Gradientenfeld auf der einfach zusammenhingenden Menge D = R? ist. Dazu
priifen wir die Integrabilitdtsbedingungen, indem wir die Rotation von f auswerten
(siche oben). Einfache Rechnungen liefern

8z2(exp (x2) + 1 cos (:cs)) — Oy (1’3 exp (xz))
rot f(x) = | 0, (sin (z3) + pexp (22)) — O, (exp (z2) + 21 cos (z3))
Oy (w3 exp (22)) — Oy, (sin (z3) + pexp (22))
0
= 0
—pexp (12)

und wir folgern, dass nur im Fall p = 0 ein Potential v fiir f existiert. Fiir dieses Beispiel
wollen wir mit p = 0 eine entsprechende Formel direkt, d.h. ohne Benutzung von
Kurvenintegralen, ableiten. Durch Auswertung der ersten Gleichung 0,9 (x) = fi(x)
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und Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechung — bzgl. der
Variablen x; und bei festgehaltenen x5, x3 — schliefsen wir, dass

P(x) = 7 sin (x3) + a(za, 3)

gelten muss, wobei (9, x3) eine Integrationskonstante ist, die von x5 und x3 abhéngen
darf. Die zweite Gleichung 0,9 (x) = fa(x) kann nun als

Op, (9, x3) = T3 €xp (12)
geschrieben werden und liefert
a(rz, x3) = 13 exp (v2) + B(x3), Y(x) = x1 sin (23) + 23 exp (v2) + B(73)

mit einer Integrationskonstanten 3(x3). Aufgrund der verbleibenden dritten Gleichung
Oy (x) = f3(x) erhalten wir

8x2ﬂ($2) =0

und insgesamt

Y(x) = o1 sin (z3) + 23 exp (72) + 7,

wobei die finale Integrationskonstante v nicht von 1, xs oder x3 abhéngt.

Ausblick: Poisson-Gleichung fiir Potentiale* Die Gleichung grad ¢ (x) = f(x)
impliziert

Ay (x) = divgrad ¢ (x) = div f(x)

wobei A =92 + ...+ 02 der Laplace-Operator ist und die rechte Seite aus f berech-
net werden kann. Diese partielle Differentialgleichung kodiert das sogenannte Poisson-
Problem und kann benutzt werden, um das Potential ¢ aus f zu berechnen, wobei dann
noch geeignete Randbedingungen an ¢ auf 0D gestellt werden miissen. Diese Umfor-
mulierung ist vor allem aus numerischer Sicht niitzlich, da die Differentialgleichung sehr
effektiv auf dem Computer gelost werden kann.

Ausblick: Helmholz-Zerlegung von Vektorfelder* Man kann — zumindest in
2D und 3D — jedes Vektorfeld f : D — R" via

f(x) = fp(x) + fr(x)

in einen divergenzfreien Anteil fp und einen rotationsfreien Anteil fr zerlegen, wobei auf
einer einfach zusammenhéngenden Menge D der rotationsfreie Anteil auch als Gradient
eines Potentials geschrieben werden kann. Diese Zerlegung ist im Allgemeinen nicht
eindeutig, aber sehr wichtig in der Hydro- und Elektrodynamik.
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‘ Vorlesungswoche 08

3.3 Frenet-Theorie und Geometrie von Kurven

Ziel In diesem Abschnitt wiederholen wir zum einen das Konzept Reparametrisie-
rung von Kurven und stellen aufserdem die Grundlagen der sogenannten Frenet-Theorie
zusamien.

Planare Kurven

Setting Wir betrachten in diesem Abschnitt parametrisierte Kurven ¢ : I — R2,
die mindestens zweimal stetig differenzierbar sind. Insbesondere wollen wir diesmal
keine Kurven zulassen, die nur stiickweise stetig differenzierbar sind und deshalb Ecken
aufweisen. Die meisten Konzepte konnen aber auf solche Fille verallgemeinert werden.

Erinnerung

1. Eine Kurve & : I — R? wird Reparametrisierung von ¢ : I — R? genannt, wenn

es monoton wachsende und bijektive Funktion A : =y gibt, sodass

¢(t) = c(t) mit t = h(t)
fiir alle t € T gilt. Insbesondere gilt immer auch ¢ = iL(t), wobei b : I — I die
Umkehrfunktion zu h ist.

2. Fiir jede Kurve ¢ : [t,, t;] — R? gibt es eine ausgezeichnete Parametrisierung,
namlich die nach dem Bogenldngenparameter. Dieser wird iiblicherweise mit s

(und nicht mit ¢) bezeichnet und durch

eingefiihrt, sodass symbolisch ds = /¢(¢)dt gilt. Die Bogenlédngenfunktion I
beschreibt, wie s von t abhingt, und bildet das Intervall I in das Intervall
J =10, L(c)] ab, wobei L(c) = I(t.) die Lénge der Kurve bezeichnet. Das In-
tervall J bzw. die Funktion [ {ibernehmen damit die Rolle von I bzw. h = h™.
Die Umkehrfunktion [=! : J — I gibt an, wie der Kurvenparameter ¢ vom Bogen-
langenparameter s abhéngt, und entspricht der Funktion h. Wir schreiben auch
d(s) statt &(%).

Beispiele
1. Die Kurve
_ (t—sin(t)
ot) = <1 — cos (t))
wird Zykloide genannt und beschreibt, dass ein Kreis auf einer Geraden abgerollt
wird (siehe WIKIPEDIA). Betrachten wir ¢ tiber dem Parametrisierungsintervall
I = [0, 7], so iiberlegt man sich leicht, dass sowohl z; = ¢;(¢) als auch x5 = ca(t)
monoton von t abhdngen und die Kurve daher auch nach z; oder x5 parametri-

siert werden kann. Aufierdem kann man die Kurve auch durch ihre Bogenlinge
parametrisieren.
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(a) Die Moglichkeit der Parametrisierung nach x5 wird mit der allgemeinen bzw.
abstrakten Notation durch

o (arccos(l—ﬂ—\/m> e

() : el =0, 2]

und
h(t) = arccos (1 — 1), h(t) =1 — cos (t)

beschrieben, denn dann gilt ja zy = &(f) = ¢, d.h. der neue Parameter ¢ ist
gerade die xo-Komponente entlang der Kurve. In den Anwendungswissen-
schaften wiirde man dies eher als

x1 = arccos (1 — xg) + 1/2x9 — 23

schreiben, wobei dann die Formeln

t = arccos (1 — x2), 21—t =—/1—cos?(t) = /1 —(1—u,)°

zu Grunde liegen. Beachte, dass diese Parametrisierung nur fiir ¢t € I, aber
zum Beispiel nicht fiir ¢ € R verwendet werden kann. Denn im Allgemeinen
gibt es fiir jeden Wert von x5 € [0, 2] mehrere Zeiten ¢ mit x5 = ca(t).

(b) Es gibt keine einfache Formel fiir die Parametrisierung nach z;, eben weil
man die Gleichung z; = ¢ — sin (¢) nicht explizit nach ¢ auflésen kann. Es
ist aber niitzlich zu wissen, dass es eine solche Parametrisierung im Prinzip
gibt.

(c) Die Bogenlangenparametrisierung kann in diesem Beispiel explizit berechnet
werden. Wegen sin ( ) > ( fiir ¢ € I und mit

0(t) = [le(®)] = /2 — 2 cos (t) = /4 sin® (3t) = 2 sin (

ergibt sich

t t

S:l(t):/f(T)dT:/QSin(%T)dT:4—4COS(%t)

0 0

bzw.
t=1""(s) =2 arccos (1 — 1) .
Dabei ist [7!, die Umkehrfunktion von [/, auf dem Intervall
J = [1(0), i(m)] = [0, 4]

definiert, da 4 gerade die Linge der Kurve ¢ : I — R? ist. Durch Einsetzen
und Ausnutzen von Additionstheoremen erhalten wir

d(s) <2arccos (1-1s)—(Ls— %)m)

S—<8§ ’
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als Bogenldngenparametrisierung des betrachteten Zykloidenastes, wobei
ld'() = [|G5ds)] = 1.

nach Konstruktion sichergestellt ist bzw. durch direkte Rechnungen verifi-
ziert werden kann. Insbesondere gilt

sofern s und ¢ durch s = [(t) bzw. t = [7!(s) gekoppelt sind. Oder anders
gesagt: Die parametrisierten Kurven ¢ und d beschreiben dieselbe geometri-
sche Punktmenge, némlich im (¢) = im (d), nur einmal durch den Parameter
t und das andere Mal mittels des Bogenldngenparameters s. Beachte auch,
dass die Bogenldngenparametrisierung der Zykloide auf grofseren Intervallen
existiert, aber fiir t > 7 miissen die Formeln entsprechend angepasst werden,
da dann nur ((t) = 2 |sin ($¢)| gilt.

2. Die Neilsche Parabel wird durch

o= (js). =0

definiert, wobei wir I = [0, co) als das Parametrisierungsintervall betrachten
wollen und

&(t) = (”) L) = )] = t VAR,

32

durch einfache Rechnungen finden. Um das entsprechende Bogenldngenintegral

l(t):/tE(T)dT:/tT\/de.

0

auszuwerten, substituieren wir
oc=4+971%, do =187 dr

und erhalten

4492 )
1 o=4+912 (4 +9 tZ)d/Q -8

1
=15 / ﬁda:ﬁ[ag/ﬂaﬂ; - 27

4

Dies ist gerade die Formel fiir den Bogenlédngenparameter
s=1(t)

und einfache Rechnungen liefern die Umkehrformel

2/3
t—ll(s)—\/(275+§) —
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fir s € J = [0, co). Durch Einsetzen ergibt sich

(275 +8)"° —4
9
dls) = ((273 +8)% - 4)3/2
9

fiir die Bogenldngenparametrisierung der Neilschen Parabel. Insbesondere gilt
wieder c(t) = d(s) mit s = [(t) bzw. t = h(s) sowie ||d’(s)|| =1 fur alle s € J.

2.0

SE— +4.0’

0.0 - T 0.0!

2r 0 2r 4 -8.0 0.0 +8.0
Xy X

Die Zykloide (links) und die Neilsche Parabel (rechts), wobei der in den Beispielen gerechnete Ast jeweils
schwarz dargestellt ist und beide Male in ¢(0) = O beginnt. Beachte, dass im rechten Bild die xz2-Achse
waagerecht liegt.

Bemerkung

1. Die Bogenldngenparametrisierung kann meist nicht in geschlossener Form ange-
geben werden (weil entweder das Integral fiir [(¢) nicht explizit berechnet wer-
den kann oder die entstehende Funktion nicht explizit invertiert werden kann.
Es ist aber ausgesprochen wichtig, dass es immer eine solche Parametrisierung
gibt. Viele mathematische Theoreme iiber Kurven werden oftmals nur unter der
Annahme einer Bogenldngenparametrisierung formuliert bzw. bewiesen, da dann
viele Argumente deutlich einfacher werden.

2. Wir haben die Formeln fiir den Bogenldngenparameter s nur fiir Kurven mit
ausgezeichnetem Anfangspunkt eingefiihrt. Man kann ein analoges Konzept fiir
unendliche Kurven einfiithren, muss dann aber einen Referenzwert t, bzw. einen
Referenzpunkt c(,) auswéhlen und auferdem mit negativen Bogenldngen arbei-
ten. Bei der Zykloide und der Neilschen Parabel konnen wir zum Beispiel £, =0
mit c(t.) = 0 wéhlen und jeden Punkt c(¢) mit ¢ < 0 eindeutig durch Angabe
einer negativen Bogenldnge charakterisieren.

3. Ganz allgemein spricht man von einer Bogenlingenparametrisierung, wenn die
Ableitung nach dem Kurvenparameter immer die Lange 1 besitzt. Gilt also zum
Beispiel ||¢(t)|| = 1 fiir alle ¢ € I, so ist ¢ in diesem Sinne bereits nach Bogenlénge
parametrisiert, denn es gilt ds = dt und damit s = ¢ 4 ¢ fiir eine geeignete
Konstante c.

4. Im praktischen Leben besteht die Kunst darin, eine moglichst natiirliche oder
einfache Parametrisierung zu wéhlen, die fiir das jeweilige Problem am besten

geeignet ist.
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Frenetsches Zweibein Fiir jede regulire Kurve ¢ : I — R? gilt

(1) =/éi(t) + (1) > 0,

sodass wir fiir jeden Parameterwert ¢ € I den Frenetschen Tangentialvektor by (¢) sowie
den Frenetschen Normalenvektor by(t) durch

L (4é(1) L [—éo(t)
1(t) () (+02(t) ’ 2(t) ((t) \+c(t)
definiert konnen. Insbesondere stehen diese beiden Vektoren immer senkrecht aufein-

ander, besitzen jeweils die Linge 1 und beschreiben eine ON-Basis des R?, die entlang
der parametrisierten Kurve ¢ mitbewegt wird (siehe Bild).

Alternative Notation In der Literatur finden sich oftmals andere Schreibweisen.
Zum Beispiel wird by (¢) auch mit t(¢) und by (¢) mit n(¢) bezeichnet. Wie immer gilt:
Nicht die Notation ist wichtig, sondern das zu Grunde liegende Konzept.

Bemerkung

1. Wir hatten im Abschnitt iiber die Integralsétze ein leicht anderes Konzept von
normierten Tangential- und Normalenvektoren eingefiihrt. Diese sind auf dem
Rand 0D einer Menge D C R? definiert, wobei der normierte Normalenvektor
v(x) in jedem Punkt x € 0D nach aufen zeigt und der normierte Tangentialvek-
tor 7(x) dazu positiv orientiert ist. Beide Konzepte haben sehr viel miteinander
zu tun. Insbesondere gilt

T(c(t)) = £bi(t),  w(c(t)) = Fba(t),

sofern ¢ den Rand der Menge D parametrisiert. Ein erster wichtiger Unterschied
ist aber, dass by(t) und by(t) allein mit Hilfe der parametrisierten Kurve und
ohne Bezug auf D eingefiihrt werden. Insbesondere macht die Unterscheidung
zwischen innen und auflen aus Sicht der Kurve keinen Sinn, d.h. allein durch
Betrachtung von c¢ kénnen wir nicht entscheiden, ob wir in den obigen Formeln
nun jeweils + oder — wihlen miissen. Ein zweiter wichtiger Unterschied betrifft
die Verallgemeinerung auf hohere Dimensionen (siche unten).

2. Singulére (bzw. entartete) Kurvenpunkte mit ¢(¢) = 0 sind aus Sicht der Frenet-
Theorie problematisch, da dort das Zweibein nicht eindeutig definiert werden
kann.

Kriimmung und Kriimmungskreis FEine wichtige Rolle in der Theorie planarer
Kurven spielt die skalare und vorzeichenbehaftete Kriimmung

_Ci(t) Ea(t) — E(t) ea(t)

S 0

Diese beschreibt fiir jedes t € I, wie stark sich gerade das Frenetsche Zweibein dreht.
Dabei meint ein negatives bzw. positives Vorzeichen, dass sich das Zweibein mit bzw.
entgegen dem Uhrzeigersinn dreht. Man kann dies auch mit Hilfe der sogenannten
Kriimmungskreise beschreiben. Fir jeden Punkt ¢(¢) mit x(¢) # 0 sind durch

1 1
o(t) = m(t) = c(t) + )

by ()
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der entsprechende Radius o(t) sowie der entsprechende Mittelpunkt m(t) gegeben,
wobei sich der Kriimmungskreis im Punkt c(¢) an die Kurve anschmiegt (siche Bild).
Fiir x(t) = 0 fillt der Kriimmungskreis mit der Tangentialgerade zusammen, die man
als Kreis mit Radius co um einen unendlich fernen Mittelpunkt interpretieren kann.
Zu einer gegebenen Kurve ¢ wird durch m eine weitere Kurve definiert, die man die
Evolute von ¢ nennt (sieche Hausaufgaben).

Planare Kurve mit Frenetschem Zweibein (griin und braun) und Kriimmungskreisen (rot), wobei k in den
grauen bzw. schwarzen Kurvensegmenten negativ bzw. positiv ist. Die Mittelpunkte aller Kriimmungskreise
bilden zusammen die Evolute.

Frenet-Serret-Gleichungen Das Zweibein einer reguldren planaren Kurve geniigt
den Differentialgleichungen von Frenet-Serret, d.h. es gilt

bi(t) = +0(t) () ba(t),  ba(t) = —£(t) K(t) ba(t)

fiir alle ¢t € I. Insbesondere kann man diese Gleichungen dazu benutzen, um Kurven
mit vorgegebener Kriimmung zu konstruieren. Wir werden die Theorie von Differential-
gleichungen im néchsten Kapitel besprechen.

Bezispiel
1. Durch

o= (250)

o0 sin (wt)

wird die Kreislinie mit vorgeschriebenem Radius ¢ parametrisiert, wobei die Win-
kelgeschwindigkeit w negativ oder positiv sein kann (mit oder entgegen dem Uhr-
zeigersinn). Durch einfache Rechnungen (und wegen w/vw? = sgn(w)) erhalten
wir

bi(t) = sante) (LS 0) b = sente) (1)

+ cos (wt) — sin (wt)
sowie

(1) = Sg‘“@(“) . olt)=o. m)=0,

Insbesondere ist in diesem Beispiel die Kriimmung konstant mit Betrag 1/o (aber
das Vorzeichen héngt vom Umlaufsinn ab) und der Kriimmungskreis fallt immer
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mit dem Bild der parametrisierten Kurve zusammen. Die Evolute ist also eine
konstante Kurve und damit entartet.

Bemerkung: Die Formel beschreibt genau dann eine Parametrisierung nach Bo-
genlinge, wenn ||¢(t)|| = 1 fiir alle ¢ gilt, d.h. wenn w = +1/p gilt.

2. Fir die Neilsche Parabel (siche oben) mit ¢ > 0 erhalten wir nach einfachen
Rechnungen

1 +2t 1 —3t°
o () e ()
t(4+9¢2)" 7 \ 3P t(449e)2 \ 21

sowie

6 2\  4+9t* (3¢ —2 — 9
K(t) = ———73 m(t):<)—|——( - 2
t(4+9t2)3/2 #3 6 +2t st+4¢

Beachte, dass einige Formeln im Limes ¢ ~\, 0 singulidr werden. Das liegt daran,
dass ¢(0) wegen ¢(0) = 0 ein Entartungspunkt der Frenet-Theorie ist.

Frenetsches Zweibein b; (griin) und by (braun) auf einer Kreislinie, wobei die linke bzw. rechte Abbildung
einer positiven bzw. negativen Kriimmung entspricht, d.h. einem Umlauf entgegen bzw. mit dem Uhrzeiger-
sinn. Beachte, dass hier der Kriimmungskreis nicht vom Kurvenparameter ¢ abhéngt und mit der Kreislinie
zusammenf&llt.

2.0

X2

0.0

2.0 0.0 +2.0
Xq

Die Evolute (blau) der Neilschen Parabel (schwarz), wobei fiir drei Werte von ¢ die Punkte m(t) (rot) und
c(t) (griin) sowie der entsprechende Kriimmungskreis dargestellt sind.
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Theorem (Kurvenintegral der Kriimmung) Sei ¢ : [t,, t] — R? eine stetig
differenzierbare, regulére und geschlossene Kurve ohne Doppelpunkt. Dann gilt

/RdSZﬂ:Qﬂ,

c

wobei das Vorzeichen negativ bzw. positiv zu wahlen ist, sofern die Kurve mit oder
entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

Beweis: Ohne Beschréankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass die Kurve
nach Bogenlinge parametrisiert ist, d.h. dass ¢(¢t) = ||¢(¢)|| = 1 fir alle ¢. In diesem
Fall gibt es eine Winkelfunktion 6 : [t,, t.] — R, sodass

o [+cos(6(1)) Lo, —sin (6(t))
&) = <+sin 1)) O =IO L cos (00))
und die Annahmen an die Geometrie der Kurve implizieren, dass # entweder monoton

wachsend mit 0(t.) = 0(t.) + 27 oder monoton fallend mit 6(t.) = 0(t,) — 27 ist. Durch
einfache Rechnungen zeigen wir

und erhalten via
te te
/nds—/m) le(ll dt—/é(t) dt = 0(t.) — O(t.)
c ta ta

das gewiinschte Ergebnis. O

9(t2) 03 0>

0(ts)

c(t1) 05

Links: Die Kriimmung  einer stetig differenzierbaren planaren Kurve kann auch als infinitisimale Anderung
des Tangentialwinkels 0 entlang der Kurve interpretiert werden und muss sich daher bei einer geschlossenen
Kurve ohne Doppelpunkt zu +27 integrieren. Bei Kurven mit einem oder mehreren Doppelpunkten wird man
immer ein ganzzahliges Vielfaches von 27 erhalten, ndmlich die sogenannte Umlaufzahl der Kurve. Rechts:
Ein analoges Resultat fiir polygonale Kurven ohne Doppelpunkt besagt, dass sich die Winkelspriinge 6; in
den Eckpunkten immer zu £27 addieren (und zwar unabhéngig von der Anzahl der Ecken).

Raumkurven

Setting Wir betrachten nun parametrisierte Kurven mit n = 3, d.h. Abbildungen
c : I — R3. Wir wollen dabei voraussetzen, dass c¢ dreimal stetig differenzierbar ist
und dass aukerdem ¢(t) und ¢(¢) fiir jedes ¢ € I linear unabhéngig sind. Dies impliziert
insbesondere ¢(t) # O fiir alle ¢ € I und damit die Regularitidt der Kurve.

Bemerkung Die Formeln und Resultate bzgl. der Lédnge, Bogenldinge und Reparame-
trisierung gelten ganz analog zum Fall n = 2 bzw. n > 3. Wir diskutieren im Folgenden

die speziellen geometrischen Eigenschaften, die sich aus n = 3 ergeben.
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Frenetsches Dreibein und Frenet-Serret-Gleichungen In drei Raumdimensio-
nen gibt es Dreibeine, wobei jedes als eine entlang der Kurve mitbewegte ON-Basis
interpretiert werden kann, sowie im allgemeinen zwei skalare Kriimmungsgrofen. Es
existieren mehrere sinnvolle Varianten von Dreibeinen und auch verschiedene Méglich-
keiten, diese zu definieren bzw. einzufiihren. Wir beschranken uns hier auf das Frenet-
sche Dreibein und starten diesmal mit der entsprechenden Differentialgleichung: Fiir
jedes t € I gibt zwei Teilrimmungen k4 (¢) und ko(t) sowie drei Vektoren by (t), ba(t)
und bs(t), sodass die 3D-Variante der Gleichungen von Frenet-Serret, d.h. die Formeln

l:)l(t) = +L(t) k1 (t) ba(?)
bs(t) = —0(t) Ra(t) bo(t)

erfiillt sind, wobei wieder £(t) = ||¢(t)]| gilt und b;(t) = “Lb;(t) die zeitliche Anderung
von b, (t) beschreibt.

Bezeichnung und alternative Notation Die drei Vektoren by(t) bzw. by(t)
bzw. bs(t) werden Frenetscher Tangentialvektor bzw. Hauptnormalenvektor bzw.
Binormalenvektor genannt und in der Literatur auch mit t(¢) bzw. h(t) bzw. b(¢)
bezeichnet. Die Frenetschen Teilkrimmungen r4(t) bzw. ro(t) werden dann als x(t)
bzw. 7(t) geschrieben und Kriimmung bzw. Torsion oder Windung genannt.

Bemerkungen
1. Es gilt stets
(bi(t), bj(t)) = 0,

wobei 9;; das Kronecker-Delta ist und < , > das Skalarprodukt im R3 meint. Oder
anders gesagt: Das Frenetsche Dreibein liefert wirklich fiir jedes ¢ € I eine ON-
Basis des R3.

2. Es gilt auch stets
bg(t) = bl(t) X bg(t) R bl(t) = bg(t) X bg(t) R bg(t) = b3(t) X bl(t)

sowie

| | |
det | by(t) ba(t) bs(t) | =1,

wobei x das Kreuzprodukt im R? bezeichnet und die Determinantengleichung
sicherstellt, dass das Frenetsche Dreibein positiv orientiert ist und die Rechte-
Hand-Regel im Sinne von

b; = ,Daumen‘, by =, Zeigefinger” , b3 = , Mittelfinger
erfillt ist.

3. Der erste Frenet-Vektor by (t) ist immer proportional zum Geschwindigkeitsvektor
¢(t), der zweite Frenet-Vektor by(t) kann als Linearkombination von ¢(t) und é(t)
dargestellt werden.
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4. Analog zu den Kriitmmungskreisen kann man in 3D Kriimmungskugeln einfiihren,
aber die entsprechenden Formeln spielen in dieser Vorlesung keine Rolle.

X4

X3

Links: Frenetsches Dreibein in einem Punkt einer Raumkurve (schwarz, Teil einer Schraubenlinie), wobei
b1 (t) bzw. ba(t) bzw. b3(t) durch den griinen bzw. braunen bzw. orangen Pfeil reprasentiert ist. Rechts: Die
Normal- bzw. Streck- bzw. Schmiegebene, jeweils in der Farbe des senkrechten Vektors dargestellt, wobei
die Ebenen im betrachteten Punkt achsenparallel liegen. Mitte: Projektionen der Raumkurve in die drei
Ebenen.

Lokale Ebenen Man kann mit Hilfe des Dreibeins zu jedem Punkt c(¢) in natiirlicher
Weise die folgenden affinen Ebenen einfiihren:

Ebene aufgespannt durch  senkrecht zu
Schmiegebene by (t), ba(t) bs(t)
Normalebene by (), bs(t) by (t)
Streckebene bs(t), by(t) bo(t)

Zum Beispiel besitzt die Schmiegebene im Kurvenpunkt c(t) die Punkt-Richtungs-
darstellung

x = c(t) + A by (t) + A ba(t)

wobei A\; und A\, die freien Parameter sind. Die entsprechende Tangentialgerade besitzt
die Parameterdarstellung

x = c(t) + Aby(t)

und liegt sowohl in der Schmieg- als auch in der Streckebene.

Beispiele
1. Die Kurve
o0 cos (wt)
c(t)=1[ osin(wt)
nwt

beschreibt eine Schraubenlinie oder Helix mit Radius ¢ > 0, Ganghdhe n € R
und Winkelgeschwindigkeit w, die hier jetzt positiv sein soll. Fiir diese wichtige
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Kurve impliziert das nachfolgende Theorem die Formeln

—o sin (wt)
bi(t) = —— | 40 cos (wt) | ,
Vo +n? n
— cos (wt)
by(t) = | — sin(wt) |
0
1 +n sin (wt)
bs(t) = —=— | —7 cos (wt)
o°+n 0
sowie
Y n
ki(t) = ———, ko(t) = —— |
1(?) 0%+ 1?2 (t) 0% + 12

d.h. es handelt sich um eine Kurve mit konstanter Krimmung und konstanter
Torsion.

Bemerkung: Es gilt £(t) = ||e(t)|| = Vw?/0? +n?, d.h. die Schraubenlinie ist
genau dann nach Bogenlidnge parametrisiert, wenn w = 1/4/0? + n? gilt.

2. Eine affine Kurve der Bauart

D1 VU1
C(t) - D2 + t (]
D3 U3

ist nicht von der dreidimensionalen Frenet-Theorie abgedeckt, eben weil die zwei
Vektoren

0

c(t)y=|v], ¢t)=10
U3 0

nicht linear unabhéngig sind. Dies ist auf den ersten Blick iiberraschend, aber

kann wie folgt verstanden werden: In diesem Fall ist zwar klar, was by () sein soll,

aber by(t) und bs(t) konnen — da sich eine affine Raumkurve iiberhaupt nicht

kriimmt — nicht eindeutig festgelegt werden, sondern es gibt viele Moglichkeiten
ein mitbewegtes Dreibein einzufiihren.

3. Eine Raumkurve mit c3(t) = 0 ist eigentlich eine planare Kurve in der (x;, x2)-
Ebene. In diesem Fall gilt

0
IiQ(t) == 0, b3(t> == 0 s b173<t) == b273(t) =0
1

by(t) = +0(t) k1 () ba(t),  bo(t) = —L(t) ki(t) by(t),

wobei b; 3 die z3-Komponente von b; meint. Oder anders gesagt: Die Vektoren
by (t) und by(t) liegen immer in der (z7, x2) Ebene und beschreiben gerade das
Zweibein an die planare Kurve, wobei k1 die Rolle der ebenen Kriimmung {iber-
nimmt.
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X3 X3

X1 X1

X2 X2

Zwei Schraubenlinien (schwarz) aus dem Beispiel mit einem kleinen (links) bzw. grofen Wert (rechts) von
7, die auf demselben Kreiszylinder (rot) mit Radius p liegen. Beachte, dass die x3-Achse im Bild waagerecht
liegt.

Bemerkung

1. Die Theorie der Differentialgleichungen impliziert, dass jede Kurve mit konstanter
Kriimmung und konstanter Torsion eine (im Allgemeinen gedrehte und verscho-
bene) Schraubenlinie ist, wobei dann p und 1 nach Umstellung mit den obigen
Formeln aus x; und k9 berechnet werden konnen.

2. Fiir eine allgemeine Raumkurve c liefern x1(t) und ky(t) den Radius und die
Ganghohe einer Schraubenlinie, die sich lokal, d.h. in der Néhe von c(t), an die
Kurve anschmiegt.

3. Der Hauptsatz iiber Raumkurven besagt ganz allgemein, dass eine Raumkurve
bis auf Drehungen und Verschiebungen eindeutig durch ihre Kriimmung und ihre
Torsion, d.h. durch k; und ko festgelegt ist. Dies ergibt sich wieder als direkte
Konsequenz der Differentialgleichungen von Frenet-Serret.

Theorem (Vollstidndiger Formelsatz fiir die Frenet-Grofien in 3D)  Es gilt

bi(t) = 700 ba(t) = ba(t) x ba(t). b3<t>=M

sowie

ey () = NS X EDI
O e Y

d.h. fiir jedes t € I miissen die ersten drei Ableitungen von c, zwei Kreuzprodukte, eine
Determinante sowie zwei Normen berechnet werden.

Zum Beweis: Durch langere Rechnungen kann man zeigen, dass die obigen Formeln
wirklich den Differentialgleichungen von Frenet-Serret geniigen, wobei man ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit annehmen darf, dass die Kurve nach Bogenldnge para-
metrisiert ist (dann sind die Rechnungen zwar immer noch lang, aber doch einfacher als
im allgemeinen Fall). Alternativ kann man sie auch aus geometrischen Uberlegungen
ableiten, siehe zum Beispiel [ABHKLS, Seite 960ff]. ]

Bemerkung In 3D ist x1(t) immer positiv, wohingegen es keine Einschrinkung an
das Vorzeichen von ks (t) gibt. Analog kann in 2D die Grofe x jedes Vorzeichen anneh-
men.
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3.4 Grundlagen der Flachentheorie

Vorbemerkung Wir wollen in diesem Abschnitt Flachen im dreidimensionalen Raum
beschreiben, wobei es viele Analogien zur Theorie der Kurven gibt. Salopp kann man
sagen: Kurven konnen durch einen Parameter, Flichen durch zwei Parameter beschrie-
ben werden. In diesem Sinn sind Kurven bzw. Flachen ein- bzw. zweidimensional, da
sie ein bzw. zwei innere Freiheitsgrade aufweisen.

Definition Eine stetig differenzierbare Abbildung p : D — R3 mit D C R? wird
parametrisierte Flidche (oder auch parametrisiertes Flachenstiick) genannt, wobei wir
im Folgenden die Elemente aus D mit u bezeichnen und x = p(u) schreiben. Die Fléache
wird reguldr genannt, wenn die 3D-Vektoren

aulpl (ll) 8u2p1(u)
aulp(u) = au1p2(u) ) 8u2p(u> - 8u2p2(11)
O, p3(u) Ou,p3(u)

fiir jedes u € D linear unabhéngig sind.

uebD

Eine parametrisierte Fliche ist eine Abbildung p, die eine flache Teilmenge D C R? (grau) auf eine ge-
kriimmte Teilmenge F' C R3 (braun) abbildet. Die blauen bzw. orangen Linien reprisentieren die Kurven
u1 = konst bzw. ug = konst und liefern in D bzw. F das sogenannte Parameter-Netz bzgl. u (siche dazu
weiter unten).

Begriffsbildung
1. Die Punktmenge
F=im(p) = {p(u) ue D}

ist gerade das Bild von p und entspricht dem, was wir landlaufig eine Flédche nen-
nen. Man sagt auch, p sei eine Parametrisierung von F', und nennt F' manchmal
auch unparametrisierte Flache.

2. Die Komponenten u; und uy von u werden Parameter oder auch (krummlinige)
Koordinaten auf F' genannt. Die Idee ist, dass man jeden Raumpunkt x € F
durch die Angabe der entsprechenden Werte von u; und us beschreiben kann.

3. In der Mathematik werden sowohl p als auch F' hiufig einfach Fldche (oder
Flachenstiick) genannt, wobei in aller Regel aus dem Kontext klar wird, ob ge-
rade eine Abbildung oder eine Punktmenge — bzw. eine Parametrisierung oder
ihr Bild — gemeint ist. Eine d&hnliche Ambivalenz hatten wir schon bei Kurven
kennengelernt.

Hinweis Auch in diesem Abschnitt miissen Sie unbedingt versuchen, die abstrakten
Formeln mit Threr geometrischen Anschauung in Einklang zu bringen. Dann wird auch

klar, dass alles gar nicht so kompliziert ist, wie es auf den ersten Blick aussieht.
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Beispiele
1. Fiir jedes feste o > 0 wird durch
0 cos (uy)
p(u)= [ osin(w) | , uc D =R?
U2

eine regulire parametrisierte Fliche beschrieben, denn fiir jedes u € R? sind die
Vektoren
—o sin (uy) 0
Oup(u) = [ +ocos(u) |,  Oup(u)= |0
0 1

offensichtlich linear unabhéngig. Es gilt
F:{XGR3 : x%—f—x%:QQ}a

d.h. es handelt sich um eine Parametrisierung eines unendlichen Kreiszylinders
mit Radius o, dessen Mittellinie gerade die x3-Achse ist. Beachte, dass p nicht
injektiv ist, denn wegen p(uq, uz) = p(u; + 27, ug) wird jeder Punkt in F' mehr-
mals beschrieben. Wahlt man jedoch

D =10, 2m) x [0, n],
so erhélt man eine injektive Parametrisierung eines endlichen Kreiszylinders mit
Héhe 7.

Bemerkung: In der Praxis wird man meist die Flachenparameter fiir F' anders
bezeichnen und zum Beispiel € bzw. h statt u; bzw. uy schreiben.

2. Die Sphére mit Radius ¢ und Mittelpunkt 0 kann durch
0 cos (uy) cos (uz)
p(u) = | o sin(uq) cos (ug) | , uec D =R?
o sin (ug)
parametrisiert werden, wobei u; und uy gerade die Euler-Winkel sind. Diese ent-
sprechen den Ldngen- und Breitengraden in der Nautik bzw. Geodésie. Es gibt

viele weitere Parametrisierungen der Sphére (zum Beispiel in der Kartographie),
von denen wir einige noch kennenlernen werden.

3. Die Formeln

uy cos (uz)
p(ll) = U sin (UQ) ) Uy € [07 9]7 Uy € [0» 77]
U2

liefern eine Parametrisierung des sogenannten Helikoiden bzw. einer Wendelfld-
che.

4. Eine weiteres Standardbeispiel ist die parametrisierte Flache

cos (u1) (02 + 01 cos (us))
p(u) = | sin(w1) (02 + (gl ()zos (u2)) | uc D =R?
01 S1n (U9

die fiir 0 < o1 < po einen Torus beschreibt.
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Die vier Flachen aus den Beispielen. Die obere bzw. untere Zeile entspricht einem Blick von oben vorn bzw.
links unten.

Bemerkung

1. Wir haben zunéchst nicht vorausgesetzt, dass die Abbildung p injektiv ist, werden
dies aber spéter, vor allem bei der Berechnung von Flachenintegralen, zuséatzlich
forden.

2. Regularitit einer Flidche meint, dass die Jacobi-Matrix
Jp(u) = | du,p(u) dup(u) | € RG?

fir jedes u € D den Rang 2 besitzt. Dies impliziert auch 9d,,p(u) # 0 und
d.,p(w) # 0 gilt.

3. Annahme: Wir werden in dieser Vorlesung immer regulére Fléchen studieren und
keine Entartungspunkte zulassen. Aufserdem haben wir der Einfachheit halber zu-
néchst auch Abbildungen p ausgeschlossen, die nur stiickweise stetig differenzier-
bar sind. Solche Abbildungen sind aber in den Anwendungen durchaus wichtig,
zum Beispiel um die Randkanten von Quadern richtig zu beschreiben.

4. Verallgemeinerung: Eine stetig differenzierbare Abbildung p : U C R™ — R”
wird allgemein eine parametrisierte m-dimensionale Mannigfaltigkeit im R™ ge-
nannt. Kurven bzw. Fléchen sind also ein- bzw. zweidimensionale Mannigfaltig-
keiten. In der Allgemeinen Relativitédtstheorie studiert man zum Beispiel vier-
dimensionale Mannigfaltigkeiten (die gekriimmte Raumzeit).

Tangentialvektoren und Tangentialebene Fiir jeden Punkt x, = p(u.) € F
wird der zweidimensionale Vektorraum

T F = {)\1 Ou P(Wy) + A2 Oy P(Wy) & A, A2 € R} = span{d,, p(u.), Oy, p(u.)}

der lineare Tangentialraum an F' im Punkt x, genannt und seine Elemente werden
als Tangentialvektoren bezeichnet. Es gibt dariiberhinaus den affinen Tangentialraum
Ey F, der durch die Bedingung

x € By, F & X — X, €T, F
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charakterisiert ist. Oder anders gesagt: Der affine Tangentialraum entsteht, wenn
der lineare Tangentialraum in den Punkt x, verschoben wird. Er wird auch die
Tangentialebene an F' in x, genannt.

Geometrische Interpretation: Ey, F ist gerade die Ebene im R3, die sich im Punkt x,
an F anschmiegt (siehe Bild).

Blick von oben vorne X Blick von oben links ~_ Blick von oben hinten )

Xy X3 Xy

Links: Der affine Tangentialraum (griin) in einem Punkt (grau) einer Flache (braun) sowie zwei Tangenti-
alvektoren (griin) und ein Normalenvektor (rot). Die drei Bilder entsprechen dabei verschiedenen Blickrich-
tungen.

Fliachennormalenvektor In jedem Punkt x, = p(u,) € F existieren immer zwei
Kandidaten fiir einen normierten Normalenvektor v(x,), sodass stets

ToF={xeR: (x v(x)) =0}, |vx)=1
gilt. Man kann diese Vektoren mit Hilfe einer Parametrisierung durch

amp(u*) X 8u2p(u*)
[0, P(1s) X D, P(0) ||

v(p(u.)) =+
berechnen, wobei x das Kreuzprodukt im R? ist.

Bezispiele

1. Fir die oben angegebene Parametrisierung der Sphére mit Radius ¢ und Mittel-
punkt 0 ergeben sich fiir jeden Punkt

08 (s 1) €OS (Us2)
Fex,=p(u,) =0 | sin(u.1) cos (us2)

sin (. 2)
die Formeln
— sin (1) cos (U 2) — €08 (Us,1) SIn (s 2)
8u1p(u*) =0 | +cos (u*,l) cos (u*,Q) ) auzp(u*> =0\ — sin (u*,l) sin (u*,Z)
0 + cos (s 2)

Man sieht nun leicht, dass diese beiden tangentialen Basisvektoren nicht nur linear
unabhéngig sind, sondern auch senkrecht auf x, stehen. Insbesondere kann

v(x.) = x./ x|
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gewihlt werden, wobei wir dies alternativ auch mit Hilfe des Kreuzproduktes
hétten ausrechnen konnen. Damit ergibt sich

e, F = {XER3 :<x7 x*>:()},

d.h. bei einer Sphére mit Mittelpunkt O besteht der lineare Tangentialraum aus
allen Vektoren x, die senkreht auf x, stehen. Fiir den affinen Tangentialraum
erhalten wir schlieftlich

Ey F = {x eR?: <X — Xy, x*> = 0}.

2. Fiir den Helikoiden berechnen wir mit Hilfe der oben angegeben Parametrisierung
fiir jedes u € D die Tangentialvektoren

+ cos (ug) —uy sin (ug)
amp(u) = +sin (UQ) ) 8u2p<u) = | +tu cos (UQ)
0 1
und wegen
+ sin (ug)
8u1p(u) X au2p<u) = | —cos (Ug)
Uy
erhalten wir
1 + sin (ug)

v(p(u)) = \/ﬁ — cos (ug)

In diesem Beispiel kénnen wir die Formeln nicht weiter vereinfachen.

Bemerkung

1. Bei Ty, F handelt sich immer um einen linearen Unterraum des R3, der wegen der
Regularititsforderung die Dimension 2 besitzt und von 9,,p(u.) und 0,,p(u.)
aufgespannt wird. Insbesondere gilt immer 0 € T F.

2. Der Tangentialraum T, F' hdngt von x, ab, d.h. jeder Punkt von F' besitzt im
Allgemeinen einen anderen Tangentialraum. Beachte auch, dass die Basisvektoren
Ou, P(uy) und 9,,p(u,) im Allgemeinen weder senkrecht aufeinander stehen noch
die Lange 1 besitzen.

3. Die affine Tangentialebene FE,, F' enthilt immer den Punkt x, und besitzt die
Punkt-Richtungsgleichung

X =X, + >\1 amp(u*) + )‘2 8u2p(u*) = Xy + Jp(u*) ' >‘7

wobei die Komponenten A; von A € R? die freien Parameter sind und Jp(u.) die
Jacobi-Matrix von p in u, bezeichnet (die drei Zeilen sowie zwei Spalten, ndmlich
die beiden Vektoren 0,,p(u.) besitzt).
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Zusatz*: Die rechte Seite der Punkt-Richtungsgleichung kann auch als eine pa-
rametrisierte Flache verstanden werden, wobei A; und Ay gerade die Flachenpa-
rameter sind. Interpretiert man diese als die Komponenten eines Differenzvek-
tors A = u — u,, so kann die rechte Seite als q(u) geschrieben werden, wobei
q: R? — R3 durch

q(u) = p(u.) +Jp(u,) - (u — )

gegeben ist. Man bezeichnet q auch als Linearisierung von p im Entwicklungs-
punkt u,, wobei es sich letztlich um eine vektorwertige Variante des Taylor-
Polynoms erster Ordnung handelt und die Formeln

q(u) =p(u.),  Iuq(u.) =0,p(u),  Oduq(u.) = dy,p(u.)

nach Konstruktion gelten. Solche Linearisierungen spielen in allen Bereichen der
Mathematik und der Anwendungswissenschaften eine wesentliche Rolle.

4. In der Literatur wird nicht immer klar zwischen dem linearen und affinen Tan-
gentialraum unterschieden und die Notation Ty, F' wird manchmal fiir beide ver-
wendet. In der Regel wird aus dem Kontext klar, welche Variante des Tangenti-
alraumes gerade gemeint ist bzw. ob nun 0 oder x, in diesem Raum liegt.

5. Der lineare und der affine Tangentialraum reflektieren geometrische Eigenschaften
von F' = im (p) und existieren daher unabhéngig von der konkreten Parametri-
sierung (siche dazu auch die Diskussionweiter unten). Durch eine Parametri-
sierung wird aber eine Basis ausgezeichnet, ndmlich die Vektoren 9,,p(u,) und
Ou,P(u,), die als partielle Ableitungen von p meist leicht berechnet werden kon-
nen.

6. Die Frage, ob es in der Kreuzprodukt-Formel fiir V(p(u*)) eine sinnvolle Wahl
fiir das Vorzeichen gibt, wird uns spéter noch beschéaftigen, wenn wir die Orien-
tierbarkeit von Fldichen diskutieren.

7. Die Abbildung u € D — v(p(u)) wird Gauf-Abbildung zu p genannt und spielt
in der mathematischen Theorie gekriimmter Fléachen eine herausgehobene Rolle.
Insbesondere kénnen die partiellen Ableitungen dieser Abbildung benutzt werden,
um die beiden Hauptkrimmungen von Fldchen zu verstehen bzw. zu berechnen.

Graphen skalarer Funktionen mit zwei Variablen Ist D C R? eine Menge und
f : D — R eine Funktion mit zwei Variablen, so kann der Graph von f mittels der
natiirlichen Parametrisierung

Uy
p(u) = Uy
f(uh Uz)

als Flache betrachtet werden. Mit x = p(u) ergibt sich
Tp = Uy, T2 = U2, x3 = f(u1, us)

und man schreibt deshalb einfach x; statt u; und x4 statt us sowie

F = graph f = {X€R3 D w3 = f(x, 1), (21, 12) € D}.
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Die entsprechenden Tangentialvektoren kénnen mittels

1 0
8:r1p($1a x2) = 0 ) az2p(xl> x2> - 1
8x1f($1, 33'2) 8182][‘(3;17 .%'2)

berechnet werden und fiir jedes (z. 1, ,2) € D erhalten wir

I L1 1 0
) = Ts,2 + )\1 0 -+ )\2 1
€3 f(x*,h 17*,2) 8z1f(x*,17 1?*,2) 8;p2f(17*,1, x*,z)

als Punkt-Richtungsdarstellung der Tangentialebene E,, | ¢, ,, 2. ) F, wobei wir die
konsistente Abkiirzung .3 = f(2.1, .2) verwendet haben. Der entsprechende Nor-
malenvektor ist durch

_az1f<$*,1a 55*,2)

+1

V(x*,h T2, 33*,3) = 5 —8z2f(96*,1, SC*,z)
1+ llgrad f(, 2.0)] +1

bis auf sein Vorzeichen bestimmt.

Zusatz* : Die ersten beiden Gleichungen fiir die Tangentialebene liefern \y = 21 — 2,1
sowie \g = w9 — 2,2 und nach Einsetzen in die dritte Gleichung erhalten wir

Ty = [(Ti1, Ta2) + Opy (a1, To2) (21 — To1) + Ouy f(@s1, Tu) (22 — T02) -
Wir kénnen diese Formeln wie folgt verstehen: Die Tangentialebene an der Graphen

von f im Punkt (2,1, .2, .3) ist gerade der Graph des ersten Taylor-Polynoms von
f im Entwicklungspunkt (z. 1, x.2).

Beispiel Der Graph der Funktion
[y, @) = af + 23, (21, 22) € R?

ist ein Rotationsparaboloid und mit den obigen Notationen erhalten wir

1 Ten + A\
To | = Teo + Ao
T3 .CL'il + (I)z,g + 2 )\1 L 1 + 2 )\2 Lx,2

als Parameterdarstellung der Tangentialebene an den Graphen von f im Punkt
(Taps Tugy Tig) Mit 2,3 = :ril + :L‘ig. Auferdem gilt

-2 L 1
+1 ’

-2 Lx,2
\/1—1—4;15371—#433572 1

V(I*,h L, 25 I*,B) =

fiir einen entsprechenden Normalenvektor.
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Flichenkurven Ist a : I — D eine gegebene planare Kurve in D C R?, so wird
durch

c:=poa  bzw. c(t) :==p(a(t))

in natiirlicher Weise eine Raumkurve c : I — R? definiert, die man die Liftung von a
durch p nennt. Dabei handelt es sich um ein Kurve in F', da c(t) € F fiir alle t € I
gilt. Die Kettenregel impliziert aufserdem

¢(t) = JIp(a(t)) - a(t) = ai(t) 0w, p(a(t)) + ax(t) du,p(alt)) ,

d.h. der momentane Tangentialvektor ¢(¢) an die Kurve liegt immer im linearen Tan-
gentialraum T, F' der Fliche, wobei die Komponenten () gerade Koeffizienten bzgl.
der Basisvektoren 9,,p(a(t)) sind.

x = p(u) S

c=poa

Mittels p kann jede planare Kurve a in D (griin links) in eine Raumkurve ¢ = p o a (griin rechts) iiberfithrt
(bzw. geliftet) werden, die in der Fliache F' liegt. Die Liftungen der kartesischen Kurven in D (blau und
orange links) erzeugen dabei das u-Parameter-Netz in F' (blau und orange rechts). Die Pfeile représentieren
Tangentialvektoren, die im R? (links) bzw. im linearen Tangentialraum der Fliche liegen.

Bemerkung Man kann — zumindest in einem lokalen Sinne — jede Flachenkurve
c: ] — Fin F als Liftung einer planaren Kurve a : I — D betrachten. Dies folgt aus
dem Satz iiber implizite Funktionen, aber wir wollen hier auf eine formale Herleitung
verzichten.

Parameter-Netze Ist u, € D ein festgehaltener Punkt in D und x, = p(u,) € F
sein Bild unter p, so verlaufen die kartesischen Kurven

a®(t) = u, + (é) ;AP =u+ (3)

parallel zu den Koordinatenachsen in D und passieren zur Zeit ¢ = 0 den Punkt u,.
Insbesondere gilt uy = konst = wu, 9 bzw. u; = konst = u,; entlang von a® bzw. a®@

und
() - ()

sind die entsprechenden, zweidimensionalen Tangentialvektoren. Fiir die gelifteten Kur-
ven gilt

c?(0) =x.=c?(0), &) =0,pw),  &2(0)=0,p(u),
d.h. die durch die Parametrisierung p ausgezeichneten Basisvektoren in Ty, F' sind

gerade die Tangentialvektoren der gelifteten Kurven ¢ und c¢®. Beachte, dass diese
im Allgemeinen kein ON-System bilden.
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Man kann die kartesischen Kurven al¥ bzw. ihre Liftung ¢(*) auch als

4! (ula u2,*)

Uy
“e <U2 ) bzw. ur = plug, ty) = | pa(ua, uzy)
) p3(u1, Uz,*)

i

schreiben. Mit dieser kompakten Notation wird klar ersichtlich, dass beide Kurven der
Bedingung u, = us, entsprechen und in natiirlicher Weise durch u; parametrisiert
werden koénnen. Analoge Formeln kénnen fiir a®® bzw. a®® abgeleitet werden.

Werden die Liftungen von hinreichend vielen kartesischen Kurven gezeichnet, entsteht
in F insgesamt ein Netz von Kurven, die jeweils einem festen Wert der Kurvenparame-
ter u; oder uy entsprechen (siehe die Bilder). Mit Hilfe solcher Parameter-Netze kann
die Bedeutung der Flachenparameter auf intuitive Weise verstanden und dargestellt
werden. Auferdem kann man mit solchen Netzen bzw. den zu Grunde liegenden FI&-
chenkurven auch die Kriimmung einer Fléache charakterisieren, aber dies konnen wir in
dieser Vorlesung nicht vertiefen.

Reparametrisierung von Flichen Analog zur Kurventheorie gibt es auch in der
Fléchentheorie Parameterwechsel und Reparametrisierungen. Insbesondere nennen wir
p : D — R3 eine Reparametrisierung von p : D — R3, sofern es bijektive und zueinan-

der inverse Abbildungen ® : D—>Dund®:D—D gibt, sodass

p(u) = p(u) mit u=®(u) bzw. u=®(u)

fiir alle @ € D bzw. u € D gilt. Die Abbildungen ® und & sind dabei gerade die
Parameterwechsel.

x = p(u) x = p(a)
ﬁ:@@ [ -
—
u=®(u

S
Schematische Darstellung von Reparametrisierungen und Parameterwechseln. Die orangen und blauen bzw.
rosanen und tiirkisen Kurven illustrieren das u-Netz bzw. das t-Netz in F', aber analog auch in D und D. Der

blaue und der orange bzw. der rosane und tiirkise Vektor beschreiben die Basisvektoren im Tangentialraum
des schwarzen Punktes in F', die durch die partiellen Ableitungen von p bzw. p festgelegt sind.

Bemerkung

1. Ganz ahnliche Konzepte hatten wir (mit anderen Notationen) schon bei der
Kettenregel der Differentialrechnung sowie bei der Transformationsformel fiir
Integrale verwendet.
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2. Mit den obigen Notationen ist auch p : D — R3 eine Reparametrisierung von
p: D — R3 dh. es gibt hier (wie auch bei Kurven) eine natiirliche Symmetrie
in der Begriffsbildung.

3. Es gilt im (p) = im (p), d.h. p und p beschreiben dieselbe Punktmenge F' C R3,
nur mit Hilfe unterschiedlicher Parameter. AuBerdem ist durch

To@F = Tpw !l Es@F = Epw)F

sichergestellt, dass heifst ein Parameterwechsel éndert nicht die Tangentialrdume.
Beachte aber, dass im Allgemeinen

Oy, p(u) # 95, p(1)

fiir 5 = 1,2 gelten wird, d.h. die partiellen Ableitungen von p und p liefern in
jedem Punkt von F' eine andere Basis im linearen Tangentialraum. Die entspre-
chenden Umrechnungsformeln ergeben sich dabei aus der Kettenregel. Genauer
gesagt: Mit den obigen Notationen gilt

Jp(a) = Jp(u)-J®(W) bazw.  JIp(u) =JIp(a)- ®(u)

fiir die (2,2)-Matrizen J® (@) und J®(u) sowie die (3,2)-Matrizen Jp(i1) und
Jp(u), wobei die Spalten der letzteren die durch p und p gewéhlten Basisvektoren
im Tangentialraum liefern.

4. Man kann sich Reparametrisierungen — bzw. den Ubergang von den Parametern
u zu den Parametern u— anschaulich als einen Wechsel des Parameter-Netzes
auf F vorstellen.

Beispiel Die Viertelsphére
F={(z1, 20, 33) : i+a5+z3=1, z1>0, 23>0}
kann zum einen mittels der bereits eingefiihrten Euler-Winkel via
cos (u1) cos (uz)

p(u) = [ sin (uy) cos (u2) | , uecD:=(—3m —5sm) x (0,

2 5 7)
sin (ug)

2
parametrisiert werden. Andererseits gelingt dies auch mit
p(a) = s ,weD={(u, ) : @ >0, @ +a3 <1},

wobei @; bzw. 4y via x = p(u) gerade die ;- bzw. die ry-Koordinate eines Punktes
X € F beschreiben. Der Parameterwechsel ® kann in diesem Beispiel einfach abgelesen
werden und wir erhalten

b(u) = ( (1) cos <u2>>

sin (u1) cos (usg)

Michael Herrmann: Mathematik 2 fiir Elektrotechniker [@D)ey-sa | Version vom 14.7.2020



172 3. Vektoranalysis

als Formel, mit der 1 aus u berechnet werden kann. Die Umkehrabbildung ergibt sich
nach kleineren Rechnungen zu

U
arctan <~—)
d(u) = w
arccos <\/ﬂ% + ﬂ%)

wobei die Wahl von D sicherstellt, dass die rechte Seite fiir jedes @t € D wohldefiniert
ist und einen Punkt in D liefert.

Parameter-Netze: Die Liftungen der kartesischen Kurven bzgl. der Euler-Winkel
kénnen als

)

cos (u1) cos (us2) cos (Uy 1) cos (us)
uy — | sin (u1) cos (uy ) bzw. uy — | sin (u. 1) cos (us)
sin (ty2) sin (usg)

geschrieben werden und entsprechen gerade den Breiten- bzw. Lingengraden auf der
Erde, wobei u, 2 bzw. u,; den Zahlenwert des jeweiligen Grades festlegen. Die entspre-
chenden Formeln

1~L1 a*,l

Uy Ux,2 bzw. Uy > U2
Ny I~ -3

bzgl. der u-Koordinaten haben jedoch keine praktische Bedeutung in der Erdvermes-
sung (was tibrigens die urspriingliche Bedeutung des lateinischen Wortes Geometrie
ist).

Bemerkung: Wir hatten schon gesehen, dass p miihelos auf ganz R? ausgedehnt
werden kann und dann jeden Punkt der dreidimensionalen Vollsphére sogar mehrmals
abdeckt. Die Parametrisierung p kann maximal auf der abgeschlossenen Einheitskreis-
scheibe {u : ||a|| < 1} betrachtet werden, wobei sie auf dem Rand derselben nicht
differenzierbar ist und auferdem nur Raumpunkte in der oberen Hemisphére liefert.
Um die Formeln fiir die Parameterwechsel moglichst einfach zu halten, haben wir un-
sere Betrachtungen auf eine Viertelsphére ohne Rand eingeschriankt, da wir andernfalls
Fallunterscheidungen bei der Formel fiir ® hétten treffen miissen oder Probleme mit
der Differenzierbarkeit bekommen hétten. Ganz allgemein kann man sagen, dass man
bei Flachenparametrisierungen (bzw. dem Wechsel zwischen solchen) immer besonders
aufpassen muss, damit alle Ausdriicke wohldefiniert und differenzierbar sind. In prak-
tischen Fillen hilft in der Regel die geometrische Anschauung dabei, den Uberblick zu
behalten.

Die Parameter-Netze der im letzten Beispiel angegebenen Parametrisierungen der Viertelsphére.
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Vorlesungswoche 09

3.5 Flachenintegrale

Ziel In diesem Abschnitt definieren wir Integrale von Funktionen iiber gekriimmten
Flachen und verallgemeinern so das Konzept Gebietsintegral aus dem letzten Kapi-
tel. Als Spezialfall werden wir lernen, wie Flacheninhalte gekriimmter Flachen durch
Integrale berechnet werden koénnen.

Setting und Voraussetzung Wir betrachten im Folgenden eine regulére parametri-
sierte Fliche p : D — R3, die auf einer messbaren Teilmenge D C R? definiert ist, und
setzen wieder F' = im (p). Als Standardannahme wollen wir dabei zusétzlich voraus-
setzen, dass p injektiv ist, obwohl wir auch leichte Abschwichungen dieser Bedingung
zulassen werden.

Bemerkungen

1. Erinnerung: Die Menge D ist genau dann messbar, wenn sie in sinnvoller Weise
von innen und von auften durch endlich viele zweidimensionale Quader approxi-
miert werden kann. Bei uns sind messbare Mengen immer kompakt, aber nicht
jede kompakte Teilmenge des R? ist messbar. Die in der Praxis auftretenden Men-
gen werden aber in aller Regel messbar sein und Sie diirfen in den Hausaufgaben
immer stillschweigend Messbarkeit voraussetzen.

2. Erinnerung: p heifst injektiv, sofern die Implikation

u#zu = p(u)#p)

gilt, d.h. wenn verschiedene Punkte in D auf verschiedene Punkte in F' abge-
bildet werden. Man kann die Injektivitat in aller Regel durch Verkleinerung des
Definitionsbereiches D von p erreichen.

3. Ist p injektiv, so bildet p die Menge D bijektiv auf F' = im (p) ab, d.h. jeder
Punkt u € D entspricht via x = p(u) genau einem Punkt x € F' und umgekehrt.
Insbesondere ist die Umkehrabbildung p~' : F — D wohldefiniert und wird
auch Karte von I’ oder Projektion von F' genannt. Sie bildet jeden Punkt x der
gekriimmten Fléache F auf einen Punkt u der flachen Fléache D ab.

Flacheninhalte

Flacheninhalt parametrisierter Flichen Der Flicheninhalt von F' = im (p) kann
in sinnvoller Weise durch

vol (F') := /1d0 ::/Haulp(u) X 8u2p(u)Hdu

definiert werden, wobei die mittlere Formel das unten eingefiihrte Flachenintegral 1.
Art der Einsfunktion ist und do das infinitisimale Fliachenelement bezeichnet.
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Motivation und Heuristik* Die Formel fiir vol (F') ist sehr naheliegend. Ist D zum
Beispiel ein Quader, so konnen wir diesen in viele Teilquader zerlegen und die Abbildung
p auf jedem Teilquader ), mit Mittelpunkt u, durch ihre lokale Linearisierung

q(u) =Jp(u,) - (u—u,) = (Ul - U*,l)aulp(u*) + (U2 - U*,z)auzp(u*)

ersetzen (wobei u, der entsprechende Entwicklungspunkt ist). Diese Abbildung q bildet
den Teilquader (), auf ein schief im Raum liegendes Parallelogramm ab, dessen Kan-
tenvektoren parallel zu den Tangentialvektoren 0, p(u.) und 0,,p(u,) sind und dessen
Flacheninhalt mittels

10w P(u) x O, p(u)]| vol (@)

exakt berechnet werden kann (dies ist eine der Eigenschaften des Kreuzproduktes aus
Mathe 1). Die Vereinigung aller dieser Raum-Parallelogramme approximiert F' (siehe
Bild) und die Integralformel fiir vol (F') beschreibt den Grenzwert der approximativen
Fliacheninhalte, sofern die Zerlegung von D immer feiner wihlt wird. Dieselbe Strategie
hatten wir schon bei der Definition von Gebietsintegralen sowie bei der Herleitung der
entsprechenden Transformationsformel verwendet (ein grofer Teil Mathematik besteht
darin, bekannte Grundideen in immer neuen Kontexten anzuwenden und dabei leicht
zu variieren). Wir konnten mit unserem Wissenstand diese Idee mathematisch prézise
formulieren und auch die entsprechenden Approximationsfehler mit Hilfe des Satzes
von Taylor kontrollieren, aber die Details wiren sehr technisch und sollen hier nicht
ausgefithrt werden.

Blick von oben vorn Blick von oben vorn

U

h

X2

Eine {iber einem Quader D (Mitte) parametrisierte glatte Fliche F (links) kann durch schief im Raum
liegende Parallelogramme (rechts) approximiert werden. Dabei wird D in viele kleine Quader zerlegt (dar-
gestellt ist eine sehr grobe Zerlegung mit nur 9 Teilquadern) und p wird auf jedem Teilquader durch eine
lokale Linearisierung ersetzt. Die approximierende Flache (rechts) ist stiickweise flach und weist Unstetig-
keiten auf, konvergiert aber bei immer feiner werdender Zerlegung von D gegen die glatte Flache F'. Wenn
D kein Quader ist, kann analog argumentiert werden. Es gibt dann weitere Approximationsfehler, die aber
auch im Limes verschwinden.

Bemerkung

1. Die formale Definition stimmt mit unserer intuitiven Vorstellung iiberein. Insbe-
sondere quantifiziert vol (F) wirklich die Menge an Farbe, die wir brauchen, um
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F anzustreichen. Wir werden auch sehen, dass wir durch die Integralformeln viele
bekannte Oberflichenformeln aus der Schule wiederentdecken.

2. Die Injektivitdt von p ist wichtig, da sonst Teile der Flache mehrmals gezéhlt
werden. In der Praxis reicht es jedoch meist aus, wenn p nur ,fast injektiv“ ist.
Siehe dazu das erste Beispiel zur Halbsphére.

3. Auch die Differenzierbarkeit von p ist wichtig, denn andernfalls wére der Inte-
grand des u-Integrals nicht definiert. Am Rand von D kann man aber oftmals
einen Verlust von Differenzierbarkeit hinnehmen. Siehe dazu das zweite Beispiel
zur Halbsphére.

4. Statt vol (F') wird oft auch area (F') geschrieben.

Beispiele

1. Die obere Halbsphére mit Radius ¢ > 0 und Mittelpunkt O kann mittels der
Euler-Winkel durch

0 cos (u1) cos (uz)
p(u) = | o sin(uy) cos (ug) | ueD=10,27] %[0, 7/2]
o sin (ug)

parametrisiert werden. Mit diesen Formeln ergibt sich

—o sin (uy) cos (us) —o cos (uy) sin (us)
Ou, p(u) X Oy,p(u) = | 40 cos (uy) cos (uz) | x | —e sin(uy) sin (uz)
0 +o cos (uz)

0 cos (uy) cos? (us)
= | ¢ sin (u1) cos? (uy)
0? sin (ug) cos (us)
und damit

|0y p(u) % 67u2p(u)H2 = 0" cos? (uy) cos® (uz) + ¢ sin® (uy) cos® (ua)
+ 0" sin® (uy) cos? (us)
= 0* cos® (ug) + ¢ sin? (uy) cos® (usg)
= 0" cos® (uy).
Insbesondere erhalten wir
27 /2 27
vol (F) = g2//COS (ug) dug du; = QQ/ldul =207
0 0 0
und damit die bekannte Formel fiir die Fliache einer halben Sphére.

Bemerkungen:

(a) Die betrachtete Parametrisierung ist streng genommen nicht injektiv, da
ja p(0, uy) = p(2m, ug) fiir alle uy sowie p(uy, 7/2) = (0, 0, 1) gilt. Die
Parametrisierung ist jedoch ,.fast injektiv, da die doppelt oder mehrfach
abgedeckten Punkte aus F' alle auf einer eindimensionalen Menge (Kurve)
liegen und daher zur Flache nichts beitragen. Generell gilt: Man muss bei
praktischen Rechnungen nicht allzu pingelig sein, sofern einem die geome-
trische Anschauung dies erlaubt oder gar nahelegt.
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(b) Wir kénnen durch die Wahl D = [0, 27| x [-7/2, +7/2] auch die Fliche
der Vollsphire berechnen und erhalten 4 7 0.

(¢c) Mit D = [0, 47| X [—7/2, +7/2] wirden wir durch Berechnung des ent-
sprechenden Integrals den doppelten Féacheninhalt der Sphére erhalten, weil
dann wegen u; € [0, 47| fast jeder Punkt der Sphére doppelt abgedeckt
ist (und einige wenige sogar mehrfach). Insbesondere ist dann p nicht mehr
fast injektiv*.

2. Um die Mantelfliche eines Kreiszylinders mit Radius o > 0 und Hoéhe n > 0 zu
berechnen, betrachten wir die parametrisierte Flache

0 cos ()
p(p, h) = | osin(y) | , pel0,2n], h €0, n],
h

wobei wir in diesem Beispiel die Flachenparameter nicht mit u; und us, sondern
mit ¢ (Winkel) und i (Hohe) bezeichnen wollen. Mit

—o sin (p) 0 0 cos ()
O,p(p, h) x Op(p, h) = [ +ocos(p) | x [0] = | osin(yp)
0 1 0
erhalten wir die aus der Schule bekannte Formel
2T n

VOl(F)z//thdgpzZﬂQn.
00

Bemerkungen:

(a) Fiir die Gesamtoberfliache des Kreiszylinders miissen wir noch die Grund-
und Deckfléiche (jeweils 7 ¢?) addieren, denn die entsprechenden Punkte wer-
den ja nicht durch p abgedeckt.

(b) Auch hier ist p wieder ,fast injektiv, denn die Mehrdeutigkeit der Darstel-
lung betrifft nur das Geradenstiick {(1, 0,h) : 0<h < ?7}, die als echte
eindimensionale Menge bei der Berechnung von Flachen keine Probleme be-
reitet.

(c) Es gilt do = p dp dh, wobei der Vorfaktor auf der rechten Seite zwar vom
Radius g, aber nicht von den Flachenparametern ¢ und h abhéngt.
Ausblick*: Dies ist eine sehr spezielle Eigenschaft des Kreiszylinders und hat
damit zu tun, dass man diesen verzerrungsfrei in der Ebene abrollen kann.
Mathematiker sagen deshalb, der Kreiszylinder besitzt zwar eine extrinsi-
sche, aber keine intrinsische Kriimmung. Insbesondere wird eine Ameise, die
sich nur auf einem kleinen Stiick des Kreiszylinders bewegt, den Eindruck
haben, sie reise durch den flachen zweidimensionalen Raum. Auf der Sphére
ist dies wegen der vorhandenen intrinsischen Kriimmung anders. C.F. Gauk
konnte zum Beispiel die Kriimmung der Erde (bzw. den Erdradius) durch
lokale Messungen bestimmen, d.h. ohne um die ganze Welt reisen zu miissen.

3. Wir hatten schon weiter oben gesehen, dass der Graph einer skalaren Funktion
f: D — R als regulédre Flache F' = graph f interpretiert und durch

U
p(u) = U2 , ue D
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parametrisiert werden kann. Wegen
1 0 —Ou, f
aulp(u) X 8u2p(u) = 0 X 1 = _au2f<u)
Ou, f(u) Ou, f (1)

ergibt sich

vol (F) = / V1 + lgrad £(u)| du
D
fiir den Fldacheninhalt des Graphen von F'. Im Spezialfall

DZEQ(O):{(UMUQ) : U%‘FU%SQ}, f(UhUQ): QQ—U%_U%

gilt
1 —U1
grad f(uy, ug) =
m — U3
sowie
u? + uj 0
1+ llgrad f)[? = 1+ 2% ,
lered f(ul B AN T

und wir erhalten mit

vol(graph (f)) = / \/%du
7 07 — Uy — U
o 2w
_ er
-l
:2%@[— \/QQ—TZ]TZQZQWQZ

r=

dpdr

wieder den Wert von oben, wobei wir das u-Integral diesmal mit Hilfe der ebenen
Polarkoordinaten u; = 7 cos (¢), us = rsin () berechnet haben.

Bemerkungen:

(a) Wir hitten in allen Formeln zu graph f auch wieder (d.h. wie schon weiter
oben) z; bzw. x5 statt u; bzw. uy schreiben kénnen.

(b) Es ist kein Zufall, dass wir fiir den Fliacheninhalt der Halbsphére densel-
ben Wert wie oben erhalten, denn das Flachenintegral ist invariant unter
Reparametrisierungen (siehe das Theorem unten). Oder anders gesagt: Wir
brauchen in der Regel eine Parametrisierung p von F', um den Flacheninhalt
von F' iiberhaupt ausrechnen zu konnen. Es ist aber egal, welche Parametri-
sierung wir wihlen (sie sollte nur injektiv sein und wirklich F' beschreiben).

(c) Die in diesem Beispiel verwendete Parametrisierung p ist in Randpunkten
von D nicht differenzierbar, aber wir haben keine Schwierigkeit das Integral
zu berechnen. Woran genau das liegt, konnen wir in dieser Vorlesung nicht
erschopfend diskutieren, wollen aber anmerken, dass die Nichtdifferenzier-
barkeit in diesem Beispiel eben hinreichend harmlos ist (und das Integral
streng genommen nur in einem uneigentlichen Sinn existiert). Im Allgemei-
nen muss man aber bei Singularitdten in den Ableitungen besonders aufpas-
sen.
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Blick von unten vorn Blick von unten vorn
A I

U

X1
Blick von oben links

t

\

X2
Eine andere Interpretation des Fliachenintegrals bzw. des infinitisimalen Flachenelements: Eine Zerlegung
von D in gleich grofe Teile (Mitte) entspricht einer Zerlegung von F' (links bzw. rechts), wobei aber die
Teilflichen von F im Allgemeinen nicht mehr gleich groR sind. Der Term ||0u; p(u) X Ou,p(u)]| im Fléchen-
integral stellt sicher, dass diese Volumenanderung richtig berticksichtigt wird. Die Flache rechts wird iibrigens
Oloid genannt. Sie kann vollstdndig abgerollt werden und spielt in Technischen Mechanik eine Rolle (siche
WIKIPEDIA).

Integrale von Funktionen iiber Flichen

Flachenintegrale der 1. Art und der 2. Art Ist f: F' — R eine hinreichend gute
skalare Funktion auf F', so wird

/f(x) do = /f(p(u))”@ulp(u) X c’?wp(u)H du

als das Flichenintegral der 1. Art von f iiber F' bezeichnet. Ist f : ' — R? ein Vek-
torfeld auf D, so nennt man

[ 60+ do = [ £(p(w) - (01 p(w)  2uup(u) du

F D

das Oberflachenintegral der 2. Art von f {iber F'. Beachte, dass beide Integrale immer
eine reelle Zahl (und nicht etwa einen Vektor liefern).

1. Flachenintegrale werden manchmal auch Oberflichenintegrale genannt. Es gibt
dariiberhinaus wieder verschiedene Notationen, aber die zu Grunde liegenden
Ideen und Rechenschritte sind immer dieselben.

2. f und f werden meist nicht nur auf F', sondern auf einer groferen Teilmenge des
R? definiert sein. ,,Hinreichend gut* meint letztlich, dass f o p bzw. die Kompo-
nenten von f o p integrierbare Funktionen auf D sein miissen, wobei Stetigkeit
wieder eine hinreichende Bedingung ist.

3. Unsere Definitionen konnen als die formalen Substitutionsregeln

do = H@ulp(u) X 8u2p(u)H duq dus
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und
do = (0u,p(u) X Oy,p(u)) duy dus
interpretiert werden, wobei do bzw. do als infinitisimale skalare bzw. infinitisima-
le vektorielle Grofse zu betrachten ist. Die analogen Formeln fiir Kurvenintegrale
sind ds = ||¢(t)]| dt und dx = ¢(t) dt.
4. Es gilt
do = tv(p(u))do,
wobei

0w, P(u) X Oy, (1)
v(p(u)) = 5= 5
0w P (1) X Dy p(u)]|
den bereits oben eingefiihrten normierten Normalenvektor auf F' bezeichnet, fiir

den aber eine Vorzeichenwahl getroffen werden kann. Insbesondere ist jedes Fla-
chenintegral der 2. Art via

/f(x) - do = i/(f(x), v(x)) do

F F

immer ein spezielles Flachenintegral der 1. Art, wobei der Wert von der Wahl des
Vorzeichens fiir v abhéngt.

Interpretation Das Fliachenintegral der 1. Art ist die natiirliche Verallgemeinerung
der im letzten Kapitel studierten zweidimensionalen Gebietsintegrale, wobei der De-
finitionsbereich der Funktion f diesmal keine flache Teilmenge D des R? sein muss,
sondern eine gekriimmte Teilmenge F' des R? sein darf. Das Flichenintegral der 2. Art
quantifiziert den Durchfluss des Vektorfeldes f durch die Fliche, d.h. wir integrieren
die Lange der normalen Komponente von f iiber F.

Beispiele
1. Um die Funktion
f(x) =z 29 + 23
auf dem Kreiszylinder
F:{X cat b s =07, OSZ’gST}}

mit Radius ¢ und Hohe 7 zu integrieren, benutzen wir die Flachenformeln von
oben mit den Parametern ¢ und h. Wegen do = ¢ d¢p dh erhalten wir

/f(X)d0=7r/nf(@ cos (¢), o sin(p), h) o dhdyp
= 7 /" (0" cos (¢) sin(p) + 0h) dhdy

= / (0®n cos () sin(p) + L on*) dp =Ton?,
0
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2m 2
wobei wir auch [ cos (¢) sin (¢) dp = 3 [ sin (2¢) de = 0 benutzt haben.
0 0

2. Wir wollen das Vektorfeld

mit Hilfe der Euler-Winkel auf der halben Einheitssphére
F = {x crl st =1, x320}
integrieren. Wir hatten dazu oben schon ausgerechnet, dass

cos (u1) cos® (ug)
do = | sin (uy) cos? (uz) | dug duy
sin (ug) cos (usg)

gilt, wobei u; € [0, 27] und uy € [0, 7/2] die eulerschen Winkelparameter fiir
F sind. Durch Einsetzen der Parametrisierung x = p(u) in die Definition von f
erhalten wir

cos (uy) sin (uy) cos? (us)
f(x) =f(p(u)) = 0

sin (uz)
und damit
f(x) - do = (sin (u1) cos® (u1) cos” (u2) + sin® (us) cos (uz)) duy dus

nach Berechnung des Skalarproduktes. Wir miissen nun die rechte Seite in die-
ser Formel bzgl. u; und us integrieren. Mit dem Satz von Fubini und elemen-
taren Rechnungen — bzw. unter Ausnutzung der Periodizitéit sowie der Gerad-
heit /Ungeradheit der trigonometrischen Funktionen — erhalten wir

2 7T/2

//sin (u1) cos? (u1) cos® (ug) dug duy =0
0 0

sowie

on /2 w/2

//sin2 (ug) cos (ug) dug du; =27 /sin2 (ug) cos (ug) dug =
0 0

0

[SSI1N)

.

Insgesamt ergibt sich

™

wIin

/f(x)- do =

als der gesuchte Wert des Fliachenintegrals der 2. Art von f iiber F'.
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Bemerkung*

1. Das infinitisimale Flachenelement kann alternativ auch durch

do = g(u) duy duy, g(u) = \/det (G(u))

bestimmt werden, wobei die symmetrische (2,2)-Matrix

_ T u) = (Ou,p(u), 0, p(0)) (0w, pP(), Ou,p())
Glw) = Jp(u)” - Ip( )‘<<au1p<u>,au2p<u>> <8u2p<u>,a@p<u>>)

auch metrischer Tensor oder Erste Fundamentalform genannt wird. Insbesondere
konnen wir also an Stelle des Kreuzproduktes und seiner Norm auch die drei
Skalarprodukte zwischen den Tangentialvektoren d,, p(u) und 9,,p(u) sowie eine
Determinate und eine Wurzel berechnen.

2. Im Spezialfall ps(u) = 0 fiir alle u € D kann F selbst als Teilmenge des R?
betrachtet werden und kleinere Rechnungen zeigen

) = [det () PO | 0,1 ) () — ) o).

Insbesondere wird dann aus der Definition des Flidchenintegrals ein Spezialfall
der Transformationsformel fiir Gebietsintegrale.

Theorem (Invarianz unter Reparametrisierung) Bei einem Wechsel der Para-
metrisierung von F' dndert sich ein Flachenintegral der 1. Art nicht. Ein Flachenintegral
der 2. Art kann hochstens sein Vorzeichen éndern.

Beweis, Vorbemerkung: Wir betrachten zwei parametrisierte Flichen p : D — R? und

p: D — R3 sodass F = im (p) = im (p) sowie
p(@) =p(u), u=®@, a=o()

gelten, wobei die Abbildungen ® : D — Dund ® : D — D die Parameterwechsel
beschreiben und zueinander invers sind.
Beweis, Teil 1: Die Kettenregel liefert

Jp(a) = Jp(u) - J®(u),
wobei dies auch als

| | | | 32 @1 () 9y, @y (@
aalf‘)(ﬁ) 8a2f|)(ﬁ) = &ur’)(u) auzl‘)(u) '<2§1$;Eﬁ§ g;‘ﬁl&;)

geschrieben werden kann. Die Eigenschaften der Matrizenmultiplikation implizieren
nun die Darstellungsformeln

aﬂlf)(ﬁ) - a~1(1)1({1) aulp(u) + 8711 (I)2(ﬁ> au2p(u> )
aﬁzf)(ﬁ) = 8~2(I)1(ﬁ> aulp(u> + aﬂQ(I)?(ﬁ) au2p(u) )
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wobei Jz,p(u) sowie J,,p(u) dreidimensionale Vektoren und Jz,®;(11) reelle Zahlen
sind. Unter Ausnutzung der Bilinearitit sowie der Antisymmetrie des Kreuzproduktes
erhalten wir deshalb

02, B(8) X D0, D(8) = (93P (1) Dy Pa() — 03, B (W) 9,1 (1)) 0,y p(1) X uP(w)
und damit auch
|05, B(8) x g, p(W)|| = |det IR ()] [|0u,p(w) X Du,p(w)]].
Beweis, Teil 2: Die Transformationsformel fiir Gebietsintegrale impliziert
duy duy = ‘det J<I> | )| dug dus
und durch Kombination der bisherigen Teilresultate ergibt sich
do = |detJ<I> ‘ ‘detJ@ ‘do

wobei do bzw. do das infinitisimale Flachenelement bzgl. p bzw. p meint.

Beweis, Teil 3: Die Jacobi-Matrizen J® (@) und J®(u) sind zueinander inverse
(2,2)-Matrizen (dies ist wieder eine Folge der Kettenregel) und ihre Determinanten
miissen sich daher zu 1 multiplizieren. Insbesondere gilt

/ f(p(w)) do = / f(p(w)) do

fiir jede Funktion f: F' — R, und wir haben damit die erste Behauptung bewiesen.

Beweis, Schlussbemerkung: Wie wir gerade gesehen haben, folgt die Invarianz des
Integrals der 1. Art direkt aus der Kettenregel sowie der Transformationsformel fiir
zweidimensionale Gebietsintegrale. Oder anders gesagt: Das Flachenintegral ist gerade
so definiert, dass es invariant unter Reparametrisierung ist und damit ein wirkliches
geometrisches Konzept darstellt. Die Argumente fiir Integrale der 2. Art sind analog
und liefern

do = (det J® (1)) |det I®(u)| do = £do,

wobei das Vorzeichen sgn(det J <I>(f1)) = sgn(det J ‘iJ(u)) dariiber entscheidet, ob die
Formel mit + oder — zu benutzen ist. O

3.6 Integralsatze von Gaufs und Stokes in 3D

Ziel Wir verallgemeinern die Sétze von Gaufs und Stokes von 2D auf 3D. Die geome-
trische Interpretation und die physikalische Bedeutung beider Theoreme wird sich dabei
nicht d&ndern, aber aus dem Anwachsen der Raumdimension ergibt sich ein wesentlicher
Unterschied:

1. Der Satz von Gaufs wird diesmal ein dreidimensionales Gebietsintegral mit einem
zweidimensionalen Oberflachenintegral in Beziehung setzen.

2. Der Satz von Stokes wird auch in 3D ein zweidimensionales Flachenintegral mit
einem eindimensionalen Kurvenintegral in Beziehung setzen.
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Formulierung des Satzes von Gaufs

Setting In diesem Abschnitt betrachten wir eine Menge G' C R3, die durch endlich
viele Flachen berandet sind, wobei wir die Anzahl der Randflichen mit K bezeichnen,
sowie Vektorfelder auf G.

1. G C R? ist eine messbare Menge des R3.

2. E s existieren K parametrisierte Flichen py : Dr — R3, so dass

K

k=1

3. Wir nehmen aufferdem an, dass sich die Randmengen Fj nur in endlich vielen
Kurven iiberlappen, da wir andernfalls wesentliche Teile von 0G doppelt abdecken
wirden. Diese Kurven konnen, aber miissen keine Knickkanten sein.

4. In jedem Punkt x € 0G (mit Ausnahme von endlich vielen Knickkurven oder
Eckpunkten) existiert ein normierter duferer Normalenvektor v : 0G — R?, so-
dass

(a) v =1,

(b) v(x) steht senkrecht auf jedem Flachentangentialvektor in x.
(c) v(

5. £: G

v(x) zeigt aus Sicht von G immer nach aufsen.

— R ist ein stetig differenzierbares Vektorfeld.

Bezispiele
1. Der Wiirfel G = [aq, b1] X [ag, bs] X [as, bs] besitzt die 6 Randflachen
Fh ; FV ) F1l ) Fr ) Fll ) Fo

deren Indizes fiir ,,hinten®, ,vorne“, ,links*, ,rechts*, ,,unten” und ,,oben* stehen.
Diese Teilflichen werden in naheliegender Weise iiber den 2D-Quadern

Dy = lag, by] x [as, ], Dy = lay, b1] x [as, bs], Dy)o = [ay, bi] x [ag, bs]

durch die Formeln

aq Uq Uq
ph(u2> Us) =1u2 |, Pl(u27 U3) =1a ], Pu(uz, Us) =1 u2
us us as
und
b1 U1 Uq
PV(UQ, Us) = | w2, pr(UQ, Us) =1b |, Po(uz, U3) = | U2
us us b3

parametrisiert, wobei immer u; € [a;, b;] gilt. Die entsprechenden &uferen
Normalenvektoren der Teilrdnder sind durch

—1 0 0
vp,=1 0 |, vi=|-1]1, vo,=120
0 0 —1
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sowie
+1 0 0
v,=10 , vi=|+1], vo=1 0
0 0 +1

gegeben und héngen nicht von x ab.
2. Die Vollkugel
G = B,(0) = {X c ot bas 4o < 92}
besitzt den duferen Normalenvektor

v(x) = +i

T fir alle x € G = {x : ||x| = o}.
X

Wir kénnen den Rand G durch eine einzelne Parametrisierung (also mit K = 1)
beschreiben, indem wir zum Beispiel die bereits oben eingefiihrten Euler-Winkel
mit D = [0, 27| x [-7/2, +7/2] verwenden. Alternativ konnen wir K = 2 setzen
und G durch die zwei Parametrisierungen

U1
P (U1, up) = Uz ,  ueD={u:u+u; <o’}
+1/0% — ud — u}

beschreiben, die wir in natiirlicher Weise mit ,—“ bzw. ,+*“ (und nicht mit 1
bzw. 2) indizieren, und die die Vollsphére als Vereinigung zweier Graphen tiber
einer zweidimensionalen Kreisscheibe darstellen. Diese beiden Graphen entspre-
chen der nordlichen bzw. der siidlichen Hemisphére und iiberlappen sich auf der
Aquatorlinie {(z1, z9, ¥3) : 22 + 22 = 0%, 23 = 0}. Es handelt sich dabei aber
nicht um eine Knickkurve.

3. Ein Volltorus mit Radien 0 < p; < g9 besteht aus allen Punkten des dreidi-
mensionalen Raumes, deren Abstand von einer gegebenen Kreislinie mit Radius
02 den Wert o1 nicht iiberschreitet. Ein achsenparalleles Beispiel wird durch die

Formel
2
G = {(Ila To, T3) (92 - \/l’% +l"%) +$§ = 93}

beschrieben, wobei
K = {(:L’l, Ty, T3) 1 X5+ a5 =05, T3 :0}

die zu Grunde liegende Kreislinie vom Radius g, ist. Der Rand 0G ist ein Torus,
der durch die schon oben eingefiihrte Formel

cos (uy) (gz + 01 cos (u2))
p(u) = | sin (u;) (2 + (Ql (;os (w2)) | u €0, 27, wup €[0,27]
01 sin (uy

in ,fast injektiver* Weise parametrisiert werden kann, und fiir den durch

lofa)) — Ou,P(1) X Oy,p(u)
(p(w)) T 8u.p(w) % Bu,p(W)]
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ein globaler dufserer Normalenvektor definiert wird. Direkte Rechnungen liefern

o1 cos (uy) cos (uy) (02 + 01 cos (uz))
O p(u) X 9y,p(u) = | o1 sin (u1) cos (u2) (02 + 01 cos (u2))
01 sin (uy) (02 + 01 cos (uz))

und damit auch

Haulp(u) X 8u2p(u)H = 01 (92 + 01 cos (Ug))
bzw.

cos (uy) cos (uz)

v(p(u)) = | sin (u1) cos (us)
sin (usg)

Die richtige Vorzeichenwahl in der Formel fiir v (p(u)) kann iibrigens recht einfach
in einem festen Punkt verifiziert werden. Mit

01+ 02 01
p(0) = 0 , 0w, P(0) X 0,,p(0) = | O
0 0

sehen wir zum Beispiel, dass unsere Vorzeichenwahl sicherstellt, dass v(p(0)) im
Flachenpunkt p(0) wirklich nach aufen zeigt.

rechts links oben unten

3

vorne hinten
SR i)

A

Ein dreidimensionaler, achsenparalleler Quader besitzt 6 Randflichen, wobei der dufere Normalenvektor
auf den 12 Kanten und in den 8 Eckpunkten nicht definiert ist, sonst aber immer in Richtung einer der
Koordinatenachsen zeigt.

Theorem (Integralsatz von Gaufl in 3D) Mit den obigen Notationen und An-
nahmen gilt

[aivioax = 5 [ (160, v60) do.

& k=1

wobei links das dreidimensionale Gebietsintegral der Divergenz von f steht und rechts
die zweidimensionalen Flachenintegrale iiber die Teilrdnder von G auftauchen.

Beweisidee: Man beweist den Satz von Gauk analog zu 2D in drei Schritten:

1. Auf Quadern kann die Formel einfach nachgerechnet werden (sieche die Hausauf-
gaben).
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2. Fiir eine Vereinigung endlich vieler Quader kann die Formel zunéchst auf jedem
Teilquader ausgewertet werden. Werden die Teilergebnisse dann zusammenge-
setzt, so treten Ausloschungseffekte auf allen Rechtecken auf, die den gemeinsa-
men Rand zweier benachbarter Teilquader darstellen, und dies impliziert wieder
die Behauptung. Siehe dazu den 2D-Beweis sowie die entsprechenden Bilder.

3. Allgemeinere Mengen G werden durch Quaderzerlegungen approximiert.

Die Schwierigkeit besteht darin, die Approximationsfehler im dritten Beweisschritt ab-
zuschétzen. O

Interpretation Die Interpretation ist analog zum zweidimensionalen Fall: Das Fla-
chenintegral auf der rechten Seite beschreibt den effektiven Ausfluss — oder, je nach
Kontext, den effektiven Durchfluss — des Vektorfeldes iiber die Oberfliche G von
G, wobei in jedem Randpunkt x € G der Term (f(x), v(x)) die vorzeichenbehaftete
Lénge der Normalkomponente von f(x) liefert. Ein positiver bzw. negativer Beitrag
meint dabei, dass f(x) in diesem Punkt nach aufen bzw. nach innen zeigt, wohin-
gegen ein verschwindender Beitrag impliziert, dass f(x) im linearen Tangentialraum
T, OG liegt. Die tiefe Erkenntnis ist nun, dass dieser effektive Ausfluss auch durch das
Gebietsintegral von div f {iber G' beschrieben werden kann.

Bemerkungen

1. Die rechte Seite kann auch als

[ (669, v1)) o

oG

geschrieben werden, aber im Fall von K > 1 miissen wir dieses Oberflichen-
integral als Summe von K Summanden auswerten, wobei der k-te Summand mit
Hilfe der Parametrisierung p; berechnet wird.

2. Es gilt

[ (860, vix)ydo == [ 1) do

Fy, Dy,

d.h. wir kénnen das Oberflichenintegral {iber den k-ten Teilrand von G auch
als Flachenintegral der 2. Art berechnen. Allerdings muss man sich dann immer
genau iiberlegen, welches Vorzeichen das Richtige ist, d.h. ob bei der gegebenen
Parametrisierung py von Fy der Vektor 0, px(u) x 9, px(u) aus Sicht von G nach
aufen oder nach innen zeigt.

3. Ein wichtiger Spezialfall betrifft Vektorfelder, deren j-Komponente durch eine
skalare Funktion f : G — R gegeben ist und deren restlichen Komponenten
verschwinden (also f; = f und f; = 0 fiir ¢ # j). In diesem Fall reduziert sich der
Gaufiche Satz auf die Formel

[t strax= [ seom(x)do.
G G

die als Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
verstanden werden kann. Dabei bezeichnet v; die j-te Komponente von v.
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4. Wird diese Formel fiir das Produkt zweier Funktionen f, g : G — R ausgewertet,
so ergibt sich mit

/ £(x) 0, 9(x) / 0r, F(x) g(x) dx 14 F(x) g(x) v;(x) o,

ein Analogon zu partieller Integration.

Anwendungen des Satzes von Gaulfs
Beispiele
1. Wir wollen fiir das lineare Vektorfeld f : R? — R?® mit
f(x)=S-x

den effektiven Durchfluss durch den Quader G = [ay, b1] X [ag, bo] X [as, b3] be-
rechnen, wobei

S11 S12 S13
S= 521 52 523

$31 532 533

eine gegebene (3,3)-Matrix ist. Um den gesuchten Wert zu bestimmen, kénnen
wir auf den 6 zweidimensionalen Randquadern jeweils das entsprechende Flachen-
integral berechnen und anschlieftend alle Teilergebnisse aufsummieren. Es ist aber
einfacher, den gesuchten Wert mit Hilfe des Satzes von Gaufs durch ein einziges
Gebietsintegral zu bestimmen. Insbesondere gilt

div f(X) = 811 + S99 + S33 = tr (S)
und damit
/<f(x), v(x))do = tr(S) - vol (G)

oG
= (511 + S92 + 533) (by —a1) - (by — ag) - (b3 — as) ,

wobei hier die Berechnung des Gebietsintegrals besonders einfach war, da div f(x)
gar nicht von x abhéngt und vol (G) bekannt ist.

2. Wir betrachten das dreidimensionale rotationssymmetrische Zentralfeld

T
f(x)ng(y/x%—i—x%%—x%) ], x#0
I3

auf der Hohlkugel
G={xeR®: g <|x| <o},

wobei 0 < g5 < 0, < oo gilt und ¢ : (0, c0) — R eine gegebene und stetig
differenzierbare Funktion ist. Der Rand von G besteht offensichtlich aus zwei
Teilen, ndmlich der Innensphére bzw. Aufensphére

F={xecR’: [x|=a} bzw. F,={xeR’ : x| = 0.}
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und es gilt

V(X)—_ﬁ fir xe€ K, I/(X)——i—@ fir xeF,.

Wir wollen nun die beiden Oberfliachenintegrale im Gaufschen Satz berechnen. In
diesem konkreten Beispiel miissen wir gar keine Parametrisierung fiir G wahlen,
denn das Skalarprodukt von f(x) und v(x) héngt sowohl auf F; als auch auf F,
nicht von x ab. Insbesondere ergibt sich

[ (669, vy do == [ bl 0 do = ~6(e0) & vl (F) = 47 6000

F; F;

sowie eine analoge Formel mit vertauschtem Vorzeichen und p, statt o; fir F,.
Durch Addition erhalten wir schlieflich

/ (£(x), v(x)) do = 47 ($(es) & — H(ar) &) -
oG

Mit dem Satz von Gaufl kénnen wir nun schlieften, dass das Vektorfeld nur im
Fall von

divergenzfrei ist, da es andernfalls einen effektiven Durchfluss durch den Hohlzy-
linder G' geben wiirde. Insbesondere kann nur in diesem Fall f als Geschwindig-
keitsfeld einer inkompressiblen Fliissigkeit verstanden werden. Natiirlich konnten
wir dies auch aus den Formeln

00, £(x) = o(Ix[l) + &' (Ixl) 27, divE(x) = 3e(llx]) +¢'(Ix]) Ix]*

sowie einem Differentialgleichungsargument ableiten.

Theorem (Greensche Formeln) Fiir alle hinreichend guten skalaren Funktionen
f,9:G— Rgilt

/ (F(x) Ag(x) + (grad f(x), grad g(x))) dx = / £(x) (grad g(x), v(x)) do
oG

G
sowie

/ (f(x) Ag(x) — g(x) Af(x)) dx =

G
/ (f(x) (grad g(x), v(x)) — g(x) (grad f(x), v(x))) do,
oG

wobei das Oberflachenintegral iiber 0G im Fall K > 1 wieder als Summe von Teilinte-
gralen auszuwerten ist.

Beweis: Die erste Greensche Formel ist gerade der Gaufische Integralsatz fiir das
Vektorfeld

f(x) = f(x) grad g(x),
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wobel

divf(x) = <grad f(x), grad g(X)> + f(x)Ag(x)

aus der Produktregel fiir Ableitungen folgt und komponentenweise nachgerechnet wer-
den kann. Durch Vertauschung von f und ¢ erhalten wir eine Variante der ersten
Greenschen Formel und wenn wir diese von der Originalvariante abziehen, ergibt sich
gerade die zweite Greensche Formel. ]

Bemerkungen

1. Die Greenschen Formeln sehen sehr kompliziert aus, werden aber in den Anwen-
dungswissenschaften sehr oft benutzt. Am besten ist, Sie memorieren nicht die
Formeln, sondern wie diese aus dem Gaufsschen Integralsatz abgeleitet werden
konnen. Dieses Wissen konnte auch in der Klausur hilfreich sein.

2. A ist der Laplace-Operator mit
Ag(x) = divgrad g(x) = 97, 9(x) + 05,9(x) + 9;,9(x) -

Er spielt zum Beispiel in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen sowie
in der Maxwellschen Theorie des Elektromagnetismus eine wichtige Rolle.

3. Die Greenschen Formeln kénnen als dreidimensionales Analogon der partiellen
Integration verstanden werden. Die entsprechenden eindimensionalen Formeln
auf einem Intervall I = [a, b] sind

/ (F@) g" () + F(2) ¢ (2)) do = [f(z) /()]

und

wobei die rechten Seiten das Analogon zu den Randintegralen darstellen und auf
dem Rand von I, d.h. in den Punkten x = a und x = b ausgewertet werden.

4. In der Literatur existieren die alternativen Notationen

dg

(v(x), grad g(x)) = Dy 9(x) = 8_V(X)’

wobei jeder Term die Richtungsableitung von g in Richtung des Normalenvektors
beschreibt.

Der Satz von Stokes

Setting In diesem Abschnitt betrachten wir dreidimensionale Vektorfelder auf einer
gekriimmten Flache, die von einer geschlossenen Raumkurve berandet wird:

1. p: D — R? ist eine Parametrisierung von F' = im (p) C R3, wobei D C R? gilt.
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2. Der Flachenrand von F ist das Bild C' = im (c) einer parametrisierten Raumkurve
c: I — R3, wobei diese geschlossen ist und keine Doppelpunkte aufweist.

3. F'ist orientierbar, d.h. es gibt zwei Seiten von F'. Diese sehr wichtige geometrische
Bedingung ist nicht verhandelbar und wird gleich genauer diskutiert.

4. Es gibt einen normierten Tangentialvektor 7 auf C' und einen normierten Nor-
malenvektor v auf F', die zueinander positiv orientiert sind. Es gibt verschiedene
Moglichkeiten, dies zu beschreiben:

(a) Die Kurve umrundet die Flachennormalenvektoren in mathematisch positi-
ver Weise.

(b) Die Parametrisierung ¢ von C' erfolgt so, dass F' immer ,links* von C' liegt,
wobei dann stillschweigend vorausgesetzt wird, dass v nach ,,oben” zeigt.

(c) v und T beschreiben eine Rechtsschraubung. Siehe dazu das Bild.
(d) In jedem Punkt x € C zeigt der der Vektor v(x) x 7(x) in das Innere von
F.

Mit etwas Ubung kann man die richtige Orientierung in konkreten Fillen meist
sehr einfach von der falschen unterscheiden.

5. f ist ein stetig differenzierbares 3D-Vektorfeld, dass in der Ndhe von F' definiert
ist.

x =p(u)

Die typische Situation fiir den Integralsatz von Stokes mit einer gekriimmten Flidche F' (hellgriin), deren
Flachenrand C (dunkelgriin) als parametrisierte Raumkurve beschrieben werden kann. Der griine Pfeil
illustriert den Tangentialvektor 7(x), den es in jedem Punkt x € C gibt, wohingegen der violette Pfeil
den Normalenvektor v(x) an die Fliche darstellt, der in jedem Punkt x € F existiert. Rechts ist in blau
die entsprechende planare Konfiguration gezeichnet, die mittels p in die rdumliche iiberfiihrt wird. Die
braune und die hellgraue Menge wurden nur zur besseren Anschauung gezeichnet und der dunkelgraue Pfeil
repréasentiert das Vektorfeld f. Zur Orientierung: Die Vektoren v und 7 sind zueinander positiv orientiert.
Richten wir zum Beispiel eine Baumarkt-Schraube entlang des violetten Normalenvektors so aus, dass der
Pfeil zur Spitze der Schraube zeigt, so entspricht sie Parametrisierung von C dem FEindrehen der Schraube.

Bemerkung

1. Die positive (also richtige) Orientierung von v und 7 ist insofern wichtig, als das
wir bei falscher Wahl des Flachennormalenvektors oder des Durchlaufsinns von
C das linke oder das rechte Vorzeichen im Satz von Stokes dndern miissten. Eine
ahnliche Bedingung hatten wir schon in 2D kennen gelernt.

2. Die Bedingung der Orientierbarkeit hat keine Entsprechung in 2D. Sie stellt si-
cher, dass man iiberhaupt von richtiger oder falscher Orientierung reden kann.
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3. Wir wollen immer annehmen, dass p und c jeweils stetig differenzierbar und regu-
lar sind. Im Prinzip konnen F' bzw. C' Knickkurven bzw. Knickpunkte aufweisen,
aber wir werden hier von dieser Moglichkeit keinen Gebrauch machen.

4. Der Flachenrand von F' kann in aller Regel intuitiv verstanden bzw. identifiziert
werden. Formal handelt es sich um die Menge p(0D), also um das Bild von
0D unter der Parametrisierungsabbildung p. Beachte, dass bei nicht-reguléren
Parametrisierungen gewisse Entartungen auftreten kénnen, die wir aber hier nicht
diskutieren wollen.

5. In jedem Punkt x € C stehen die Vektoren v(x) und 7(x) senkrecht aufeinander
und besitzen jeweils die Lange 1. Die Vektoren 7(x) und v(x) X 7(x) spannen
dabei den Tangentialraum 7y F' auf.

Orientierbarkeit von Fliachen Die Frage, ob eine gegebene (unparametrisierte)
Fliche F' C R3 eigentlich immer ,,zwei Seiten® besitzt, ist viel subtiler als sie auf den
ersten Blick aussieht. Die erste spontane Antwort ist sicherlich ja, denn wir konnen uns
zum Beispiel sehr gut vorstellen, dass eine Sphére oder die Oberfliche eines Kreiszylin-
ders von innen griin und von auflen blau angestrichen wird. Bei genauerer Betrachtung
wird aber klar, dass dies nicht immer so ist. Als Standardbeispiele betrachten wir die
parametrisierten Flachen
cOS (ul)(l — Ug sin (% mul))
p(uy, uy) = | sin (ul)(l + uy sin (%mul)) , u ER, uy € [-n, 7]
U9 COS (% m Ul)

mit ganzzahligem Parameter m und reellem Parameter n > 0. Die entsprechende Fléche
besitzt fiir jeden geraden Wert von m wirklich zwei Seiten, aber fiir jeden ungeraden
Wert von m nur eine Seite (siche das Bild und seine Beschreibung). Im ersten Fall
sprechen Mathematiker von einer orientierbaren Fldche, im zweiten nicht.

Achtung: Der Satz von Stokes gilt nur auf Flachen, die zwei Seiten haben, also hier
nur fiir gerade m.

Die parametrisierte Flache von eben fiir m = 0 (Zylinderband), m = 1 (Mdbiusband) sowie fir m = 2
und m = 3, wobei die Flichen abwechselnd zwei bzw. eine Seite besitzen und daher als orientierbar bzw.
nicht orientierbar klassifiziert werden. Sie konnen diese Fléchen sehr einfach zu Hause aus einem schmalen
Papierstreifen nachbauen, in dem Sie die kurzen Enden des Streifens direkt verkleben (m = 0) oder zunéchst
um 180 Grad (m = 1), 360 Grad (m = 2) bzw. 540 Grad gegeneinander drehen und dann verkleben. Fiir
m = 0 und m = 2 entsteht dadurch eine Flache mit zwei Seiten und Sie konnen mit dem Finger entweder die
Innenseite oder die Aufenseite vollstindig abfahren, ohne dabei die Seite zu wechseln. Alternativ kénnen
Sie die eine Seite vollstdndig blau, die andere vollstdndig griin farben. Fiir m = 1 und m = 3 geht das
alles nicht, denn es gibt nur eine Seite. Probieren Sie es aus! Ein zweiter wichtiger Unterschied betrifft den
Flachenrand: Fiir m = 0 und m = 2 wird die Flache durch zwei geschlossene Raumkurven berandet, aber fiir
m = 1 und m = 3 besteht der Flachenrand aus einer einzelnen geschlossenen Raumkurve. Auch dass kann
man sehen bzw. sich mit verklebten Papierstreifen klar machen. Im Bild ist die Klebekante rot markiert und
zur besseren Illustration haben wir angenommen, dass der Streifen teils aus braunem und teils aus gelbem
Papier besteht.
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Theorem (Integralsatz von Stokes in 3D) Mit den obigen Notationen und An-
nahmen gilt

/<rotf(x), v(x))do = /<f(x), 7(x))ds,
oF

F

wobei <, > immer das Skalarprodukt im R? meint und OF = C den Flichenrand von
F meint.

Beweisidee : Die 3D-Variante kann mittels der Parametrisierung p aus der 2D-Variante
abgeleitet werden, wobei F' gerade das Bild von D ist und ¢ = p o a als Liftung
einer planaren Kurve a betrachtet werden kann, die 0D parametrisiert (sieche Bild).
Auferdem wird durch g = fop ein Vektorfeld auf D definiert. Man schreibt nun die 2D-
Variante des Satzes von Stokes fiir das Gebiet D mit Randkurve a sowie das Vektorfeld
g hin und transformiert abschliefend sowohl das Stokessche 2D-Gebietsintegrals als
auch das Stokes 2D-Kurvenintegral mittels p. O

Interpretation Der dreidimensionale Satz von Stokes ist das direkte Analogon zur
2D-Variante, nur dass nun die Fliche gekriimmt sein darf und durch eine Raumkurve
berandet wird.

Bemerkung

1. Der Satz von Stokes erlaubt es, die Zirkulation eines Vektorfeldes entlang einer
geschlossenen Kurve alternativ als Flachenintegral seiner Rotation auszudriicken
und umgekehrt. Dariiber hinaus ist er von fundamentalem theoretischen Inter-
esse, zum Beispiel in der Hydrodynamik oder in der Maxwellschen Theorie des
Elektromagnetismus.

2. Die von uns vorgestellten Integralséitze von Stokes in 2D und 3D sind eigent-
lich nur Spezialfille eines sehr viel allgemeineren Satzes von Stokes, der in allen
Raumdimensionen gilt und auch alle Varianten des Integralsatzes von Gauk als
Spezialfille enthélt. Dieses allgemeine Theorem kann als

fu- -

Q 00

geschrieben werden und etabliert die Dualitéit zwischen dem Randoperator 0 und
dem Cartanschen Differentialoperator d, wobei w eine sogenannte Differential-
form auf der Mannigfaltigkeit 2 ist. Wir kénnen dies in dieser Vorlesung nicht mal
ansatzweise vertiefen, obwohl die allgemeine Stokes-Formel und die zu Grunde
liegenden Konzepte auch in der theoretischen Elektrodynamik eine wichtige Rolle
spielen. Zum Beispiel kann man auch die Kirchhoffschen Regeln fiir elektrische
Netzwerke als Konkretisierung des allgemeinen Satzes von Stokes interpretieren.

3. Die 2D-Variante von Stokes kann als Speziall der 3D Version betrachtet werden.
Das sieht man zum Beispiel mit der Wahl

Uy fi(z1, x9)
p(u)=(uz |, f(x) = | fo(@1, 22) |
0 0
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denn dann gilt 1 = uy, o = ug, x3 = 0 sowie F' = D und

0 0
vix)=10], rot f(x) = 0
1 O, fo(w1, T2) — O, f1(21, X2)

Beispiele
1. Ein sehr einfaches Beispiel ist die obere Hemissphére der Einheitskugel
F={(z1, 23, x3) : 2 +a3+z5=1, z3>0}.
Der entsprechende Flachenrand ist gerade die Kreislinie

C={(z1, 22, 3) : i +a5=1, z3=0}

und durch
T —T2
v(xy, x9, x3) = |22 | , T(21, 2, 3) = | +21
T3 0

konnen wir in zuléssiger Weise einen normierten Normalenvektor v auf F' sowie
einen normierten Tangentialvektor 7 auf C' einfithren. Betrachten wir aufferdem
das Vektorfeld f : R? — R3 mit

so ergibt sich

und damit auch

/<f(x)7 T(x))ds = /1ds —len (C) =27,
c C
wobei len (C') die Lange von C' ist. Der Satz von Stokes impliziert nun

/<rot f(x), v(x))do=2m,

F

aber wir wollen dies noch einmal nachpriifen. Dazu berechnen wir

Ory f3(x) = Oy fo(x) 0
rot f(x) = | O f1(X) — O, f3(x) | = | O
aﬂm f2(X> - a:zrzfl (X) 2

und erhalten

(rotf(x), v(x)) =23 fir xe F
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194 3. Vektoranalysis
als die zu integrierende Funktion auf F'. Parametrisieren wir F' zum Beispiel durch
Euler-Winkel u; € [0, 7], ug € [0, 7/2], so gilt do = cos (uz) duy duy (siehe oben)
und wir erhalten mit

2T 7T/2
/<rot f(x), v(x))do= / / 2 sin (ug) cos (usz) dug dug
F 00
/2
= 27r/sin(2u2)du2 =2,
0
das gewiinschte Ergebnis.
2. Wir betrachten das Vektorfeld

f(x)= | +2} | , xecd

auf dem unendlich ausgedehnten Kreiszylinder
G= {(xl, Ty, 23) 25 + a5 < 1},

wobei f eine turbulente Rohrstromung beschreibt. Wir wollen nun die Zirkulation
von f entlang der schief im Raum liegenden Ellipsenlinie

C:{(ml,xg, r3) ¢ 22+ ai=1, acg,:l—asl—a;g},

berechnen, wobei K so durchlaufen werden soll, dass der Einheitskreis der
(21, x2)-Ebene (Projektion von C') entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

Léosung durch Kurvenintegral: Wir konnen die Kreislinie K durch

cos (t)
c= sin () : t €0, 27|
1 — cos (t) — sin ()
parametrisieren und das Stokesche Kurvenintegral mittels

2

/ (£(x), 7(x)) ds = / £(x) - dx = / (£(c(t)), &(t)) di

K X 0

berechnen. Dabei haben wir ausgenutzt, dass 7(c(¢)) immer in die gleiche (und
nicht die entgegengesetzte) Richtung ¢(t) zeigt, da wir andernfalls ein Vorzeichen
andern miissen. Mit direkten Rechnungen erhalten wir

—sin (t) .
c(t) = cos T(X) = _c(t)
S P I

sowie

(f(c(t)), e(t)) = sin (t) + cos® (t) + (cos (t) —sin (¢)) (1 — cos (t) — sin (t))3 :
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und schlielich ergibt sich

™

[ (09, 7)) ds =

K

wIN

nach Einsetzen und Berechnung der Integrale.

Lésung durch Gebietsintegral: Wir konnen C' als den Flachenrand der Schnittfla-
che F' = G N FE zwischen dem Zylinder G und der Ebene

E = {(:pl, To, Tz) : Ty + To+ X3 = 1}
betrachten, wobei wir F' zum Beispiel als Graph einer Funktion mittels

Ui
p(u) = Us ) uchD:= {(ul,u2) : u%—&-u%gl}
1- U — U

parametrisieren kénnen. Der Satz von Stokes erlaubt es, die gesuchte Zirkulation
durch ein Flachenintegral zu ermitteln. Dazu berechnen wir

azsz(X) - aﬂcsz(x) 0
rot f(x) = | Op, f1(x) — O, f3(X) | = 0
Oy [2(X) = O, f1(%) 37+ 33
sowie
+1 0 1
Oup(u) X 0p,p(u)=| 0 | x|+l | =(1],
-1 -1 1

wobel die zweite Formel
do = V3 du; dus

liefert sowie

V(P(“)) = ig V3
V3

Wir miissen nun aber noch das richtige Vorzeichen wéhlen, damit v und 7 zu-
einander passen. Im konkreten Fall ist + die richtige Wahl. Man kann dies mit
Hilfe der geometrischen Anschauung oder einem 3D-Plot begriinden (siehe Bild).
Alternativ konnen wir einzelne Punkte in C betrachten. Mit x, = p(}1 7r) gilt
etwa

V2 A A
X, =3 V2 , T(Xe) = 5 +V2 |, vx)xXT(x) = 6 —/6
2-242 0 26

und man sieht die positive Orientierung (zum Beispiel, weil v(x.) X 7(x,) im
Punkts x, ins Innere von F Zeigt). Da wir nun v identifiziert haben, berechnen
wir

0
rot f(p(u)) = 3 20+ . : (rotf(p)(u), v(p(u))) = \/g(u% + u3)
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und erhalten

[ (669, vix)) o

F

Il
m—
g
X
(oW
q
Il
—
S
=
=N
_|_
S
L
=
(oW
c

1
:3/r3/dg0dr:%7r,
0

o

wobei wir zur Berechnung des zweidimensionalen Gebietsintegrals iiber D die
ebenen Polarkoordinaten in der (u;, ug)-Ebene benutzt haben.

Blick von oben vorn Blick von oben rechts Blick von oben hinten
+2f A\ =2 N\ -2f

Die Bilder zum eben gerechneten zweiten Beispiel. F' ist die schiefliegende griine elliptische Scheibe.

Ausblick: Elektrische und magnetische Felder* Die Mazwellschen Gleichungen
modellieren die Gesamtheit aller elektromagnetischen Erscheinungen und konnen als

divD(t, x) = 4mo(t, x)
divB(t,x) = 0
+ ¢ '9B(t,x) + rotE(t,x) = 0
— ¢ '9D(t,x) + rotH(t,x) = 4drctjt, x)
geschrieben werden. Hierbei ist ¢ die Zeit und x € R? die Raumvariable, wobei sich die

Differentialoperatoren div und rot nur auf diese x-Koordinaten beziehen. Auferdem
ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit und es gelten die punktweisen Identitdten

D(t, x) = ¢ E(t, x), B(t, x) = p H(t, x),

wobei die physikalischen Konstanten ¢ bzw. p die Dielektrizitdtskonstante bzw. die
magnetische Permeabilitdt genannt werden. Im Standardfall sind die Ladungsdichte o
sowie der Leitungsstrom j bekannt und man mochte mit Hilfe der obigen Gesetze die
elektrische Feldstiarke E, die magnetische Feldstarke H, die dielektrische Verschiebung
D sowie die magnetische Flussdichte B bestimmen, wobei noch geeignete Anfangs- und
Randbedingungen gestellt werden konnen.

Bei den Maxwellschen Gleichungen handelt es sich um partielle Differential-
gleichungen, deren mathematische Theorie und Praxis wir in diesem Vorlesungszyklus
leider nicht behandeln kénnen. Wir wollen aber festhalten, dass sie wegen der Séatze
von Gauk und Stokes dquivalent zu den Integralformeln

/<D(t, x), v(x))do=4m /Q(t, x) dx,

oG G

/<B(t, x), v(x))do =0

oG
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/<E(t, x), T(x)) -1 / 9,B(t, x), v(x)) do,

oF F

/<H(t, x), T(x))ds =+ ¢~ / OD(t, x), v(x))do + 47 1/<j(t, x), v(x)) do
oF F F

sind, wobei G ein beliebiges Testvolumen mit Normalenvektor v und F' eine beliebige
Testfliche in OG mit Tangentialvektor 7 bezeichnet. Die integrale Form der Max-
wellschen Gleichungen ist aus physikalischer Sicht eigentlich fundamentaler und kann
benutzt werden, um die differentielle Variante abzuleiten.

Michael Herrmann: Mathematik 2 fiir Elektrotechniker [@D)ey-sa | Version vom 14.7.2020



198 3. Vektoranalysis

Michael Herrmann: Mathematik 2 fir Elektrotechniker [D)ev-sa | Version vom 14.7.2020



Kapitel 4

Differentialgleichungen

Vorlesungswoche 10

Motivation Viele Probleme in den Natur- und Anwendungswissenschaften werden
in natiirlicher Weise durch Differentialgleichungen beschrieben bzw. modelliert. In die-
sem Kapitel stellen wir die Grundlagen der entsprechenden mathematischen Theorie
zusammen und werden insbesondere die zentralen Konzepte der Existenz, Eindeutigkeit
und Stabilitdt von Losungen einfithren.

4.1 Grundbegriffe

Setting Im Folgenden ist 2 C R™ eine gegebene Menge und f : R x 2 — R” eine
stetige Funktion mit den Argumenten ¢ € R und x € 2.

Definition Wir nennen
x(t) = £(t, x(t))

die Differentialgleichung erster Ordnung zu f. Eine Losung dieser Differentialgleichung
ist eine stetig differenzierbare Funktion x : I — () auf einem Intervall I, sodass die
Gleichung in jedem t € [ erfiillt ist.

Beispiele

1. Im Fall von n = 1, = R und f(¢, ) = ax mit Konstante o € R lautet die
Differentialgleichung #(t) = avz(t). Diese besitzt (Nachrechnen!) die Losungen

z(t) = C exp (at),

wobei die Konstante C' und das Definitionsintervall I beliebig gew#hlt werden
konnen. Unten werden wir verstehen, dass es wirklich keine weiteren Lsungen
gibt, aber im Moment ist das nicht klar.

2. Die Differentialgleichung fiir n = 1, Q = R und f(¢, x) = 22 besitzt auch unend-
lich viele Losungen, nédmlich

z(t) = —— mit tel=(—o0, () oder tel=(C,+x),

199



200 4. Differentialgleichungen
wobei C' wieder eine beliebige Konstante ist und die Losungseigenschaft einfach
nachgerechnet werden kann. Beachte aber, dass wegen

lim 2(t) = 400 bzw. lim x(t) = —o0
tC INC
keine dieser Losungen auf ganz R definiert ist. Man spricht auch von Blowup-
Losungen (siehe Bild).
3. Durch Nachrechnen zeigen wir, dass die Formel

0-(T00 Tal) (G) . rer-r

fiir jede Wahl der Konstanten C; und C; eine Losung der zweidimensionalen
Differentialgleichung

() = A - x(t), A:<_01 (1))

liefert, wobei hier n = 2, Q = R? und f(¢, x) = A - x gelten.

+9.0

20 90} | ‘ ‘
0.0 +1.0 +2.0 -1.0 0.0 +1.0
t t
Links: Einige Losungen zum ersten Beispiel, die jeweils einer anderen Wahl von C' entsprechen (wobei eine
dieser Losungen zur besseren Anschauung herausgestellt wurde). Beachte, dass fiir jedes feste ¢ die Losungen
eindeutig durch ihre Werte z(¢) unterschieden werden kénnen. Oder anders gesagt: Es gibt im Bild keinen
Schnittpunkt zwischen zwei Losungen. Rechts: Die analogen Bilder zum zweiten Beispiel. Fiir jeden Wert
von C gibt es nun zwei Losungen (auf disjunkten Intervallen), die links bzw. rechts der entsprechenden

gestrichelten Hilfslinie einen Blowup aufweisen.

Prinzipielle Bemerkungen

1. Fir eine gegebene Differentialgleichung kann es sehr schwierig sein, Losungen zu

finden oder zu konstruieren. Es ist aber in der Regel sehr einfach zu entscheiden,
ob eine geratene oder sonst wie erhaltene Funktion x : I — € eine Losung ist oder
nicht, denn wir miissen nur nach ¢ differenzieren und alle Terme in die Gleichung
einsetzen.

2. Wir werden immer versuchen, den Definitionsbereich I einer Losung so grof wie

moglich zu wahlen, d.h. wir suchen eigentlich sogenannte maximale Losungen.
Dabei kann es vorkommen, dass maximale Losungen via [ = R fiir alle ¢ definiert
sind oder dass das maximale Definitionsintervall nur halb-unendlich oder gar nur
endlich ist (Blowup-Losungen).

Bei einer n-dimensionalen Differentialgleichung erster Ordnung gibt es insgesamt
n Freiheitsgrade, d.h. selbst maximale Losungen sind nicht eindeutig, sondern
werden im Allgemeinen Konstanten (7, ..., C,, enthalten. Deswegen kénnen wir
neben der Differentialgleichung auch noch Anfangsbedingungen der Form

X(ty) = X4
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stellen, wobei t, € R und x, € € gegeben sind. Die Kombination aus Differential-
gleichung und Anfangsbedingung wird Anfangswertproblem genannt. Der Satz
von Picard-Lindelof (siehe unten) garantiert fiir eine stetig differenzierbare Funk-
tion f und jedes feste t, € R, dass es zu jedem x, € () genau eine Losung gibt.
Oder anders gesagt: Durch die Angabe von Anfangswerten werden die Freiheits-
grade der allgemeinen Losung eliminiert.

Beispiele Fiir die bereits oben diskutierten drei Beispiele lautet die Losungsformel
fiir das entsprechende Anfangswertproblem wie folgt:

1. Es gilt
x(t) = xeexp (t —t,),
denn die Konstante C' ist via x, = C'exp (t,) durch die Anfangsbedingung fest-
gelegt.

2. Durch einfache Rechnungen kénnen wir wieder C' eliminieren und erhalten
L
)= — """
mit
1 1
tel=(—o0, —+t) oder tel=(— 4+t +o0).
Ty T

Fiir z, = 0 ergibt sich die stationédre Losung z(¢) = 0 fiir t € R.

3. Kombinieren wir die allgemeine Losungsformel von oben mit der Anfangsbedin-
gung, so ergibt sich

<= ()= (ol ) @)

und nach einigen Rechenschritten (Invertierung einer 2D-Drehmatrix, Ausnut-
zung von Additionstheoremen) erhalten wir

zi(t)\ _ (tcos(t—t.) +sin(t—t)) (T
xo(t))  \—sin(t —t,) +cos(t—t,) T2
als Losungsformel fiir das Anfangswertproblem.

Weitere Bemerkungen

1. Sehr viele Gesetze der Naturwissenschaften konnen als Differentialgleichungen
formuliert werden und die Aufgabe besteht oftmals darin, alle oder wenigstens
spezielle Losungen zu finden bzw. deren Eigenschaften zu verstehen.

2. Wir wollen in diesem Kapitel wieder t als Zeit interpretieren, da sehr viele Dif-
ferentialgleichungen wirklich dynamische Gesetze bzw. die Evolution eines Sy-
stems beschreiben. Wir benutzen daher auch wieder Punkt (statt Strich) fiir
die Ableitung nach ¢. Es gibt auch Differentialgleichungen, bei denen ¢ keine
Zeit, sondern vielleicht eine rdumliche Variable oder ein sonstiger Parameter
ist. Dann verwendet man gerne andere Buchstaben und schreibt zum Beispiel
2'(y) = —z(y) + sin (y) statt @(t) = —x(t) + sin (¢). Die mathematische Theo-
rie &ndert sich durch den Wechsel der Notation natiirlich nicht und man spricht
manchmal auch von rdéumlicher Dynamik.
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3. Wir betrachten hier nur die gewdhnlichen (oder auch ordindren) Differentialglei-
chungen, bei denen es nur eine skalare unabhingige Grofie (bei uns standardméakig
t genannt), aber im Allgemeinen mehrere abhingige Grofien (die Komponenten
x; von x) gibt. Differentialgleichungen, in denen die unabhéngige Grofe selbst
vektorwertig ist bzw. mehrere skalare Komponenten besitzt, nennt man partiell.
Die entsprechende Theorie und Praxis ist deutlich anspruchsvoller und kann hier
nicht diskutiert werden.

4. Bei theoretischen Betrachtungen werden wir die abhéngigen Grofen in der Regel
zu einem Vektor x € R" zusammenfassen. In der Praxis gibt es natiirlich wie-
der viele andere Notationen. Man schreibt Differentialgleichungen auch oftmals
verkiirzt als

x = f(x, t),

wobei dann immer mitgedacht werden muss, das x eigentlich von ¢ abhéngt.

Sprechweisen

1. Gilt f(t, x) = A(t) - x + b(t) mit gegebener (n,n)-Matrix A(t) und gegebe-
nen Vektor b(t) € R", so sprechen wir von einer linearen, andernfalls von einer
nichtlinearen Differentialgleichung 1. Ordnung. Gilt bei einer linearen Gleichung
b(t) = 0 fiir alle ¢, so wird die Gleichung auch homogen genannt, andernfalls
inhomogen.

2. Héngt f gar nicht von ¢ ab, so wird die Differentialgleichung autonom genannt
und man schreibt dann auch f :  — R. Beachte aber, dass die Losungen sehr
wohl von ¢t abhdngen werden.

3. Bei autonomen Gleichungen kann es stationire Losungen geben, d.h. Losungen
der Bauart x(t) = x, fiir alle t € R. Diese sind besonders wichtig und durch die
Bedingung f(x,) = 0 charakterisiert.

4. Die Félle n = 1 bzw. n > 1 nennt man wieder skalar bzw. vektorwertig (oder
vektoriell), wobei eine autonome Gleichung in zwei Dimensionen (n = 2) auch
planar genannt wird. Eine vektorwertige Gleichung kann immer komponenten-
weise als

%1(t) filt, z1(t), ..., zu(t))

i) \fults 1(0), ., 2a0))

geschrieben werden, wobei man diese Form auch als ein System von (gekoppelten
skalaren) Differentialgleichungen bezeichnet.

Generelle Bemerkung Um Missverstandnisse zu vermeiden, wollen wir gleich fest-
halten:

1. Jede lineare und autonome Differentialgleichung kann — zumindest im Prinzip
— exakt gelost werden, obwohl die entsprechenden Formeln sehr unhandlich sein
konnen. Lineare, aber nicht-autonome Gleichungen sind (zumindest fiir n > 1)
deutlich schwieriger und in der Regel nicht mehr exakt losbar.
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2. Auch fiir nichtlineare Differentialgleichungen gibt es (selbst im autonomen Fall)
nur in den seltensten Fallen geschlossene Losungsformeln. Nichtsdestotrotz kann
die Mathematik sehr viele qualitative Aussagen iiber nichtlineare Gleichungen
bzw. das Verhalten ihrer Losung machen. Es wird sich insbesondere zeigen, dass
wir fiir n = 1 und n = 2 die Eigenschaften nichtlinearer autonomer Gleichungen
erster Ordnung auch ohne Losungsformel sehr gut und fast vollstdndig charak-
terisieren konnen. Der Fall n > 3 ist aber wesentlich anspruchsvoller, insbesondere
weil es dann chaotische Effekte geben kann.

3. Man kann heutzutage im Prinzip jede Differentialgleichung (skalar oder vektor-
wertig, linear oder nichtlinear, autonom oder nicht) approximativ auf dem Com-
puter 16sen und es gibt viele entsprechende Softwarepakete. Ein Diskussion ge-
eigneter numerischer Verfahren sowie ihrer Vor- und Nachteile erfordert aber eine
eigene Vorlesung.

Gleichungen héherer Ordnung Es gibt natiirlich auch Differentialgleichungen ho-
herer Ordnung und vor allem die Gleichungen zweiter Ordnung spielen neben den
Gleichungen erster Ordnung eine herausragende Rolle in der theoretischen Physik.

Merksatz Jede Gleichung hoherer Ordnung kann in eine dquivalente, aber héherdi-
mensionale Gleichung erster Ordnung transformiert werden, indem durch einen Univer-
saltrick neue Variablen eingefiihrt werden. Damit reicht es, die Theorie der Gleichungen
erster Ordnung zu entwickeln bzw. zu studieren. Die Transformation offenbart aufer-
dem, wie viele und welche Anfangsbedingungen bei einer Gleichung hoherer Ordnung
vorgeschrieben werden konnen.

Beispiele
1. Ein einfaches, aber prototypisches Beispiel zweiter Ordnung ist die Gleichung

§(t) + Byt) +vy(t) =0

mit den Parametern § und 7, wobei wir die abhéingige Grofe diesmal als y(t)
geschrieben haben. Wir kénnen nun durch

wi(t) = y(t), w2(t) = y(t)
zwei neue Variablen x; und z9 einfithren und die skalare Differentialgleichung
zweiter Ordnung fiir y(t) als

(28) B (—5 902(97?)2@7 xl(t))

schreiben und damit in ein System von zwei gekoppelten skalaren Gleichungen fiir
die x;(t) iiberfiihren. In der Tat, die erste transformierte Gleichung spiegelt die
Definition der z;(t) wider, wohingegen die zweite transformierte Gleichung die
Ursprungsgleichung kodiert. Man macht sich nun mittels kleinerer Rechnungen
leicht klar, dass jede Losung der Ursprungsgleichung eine Losung der transfor-
mierten Gleichung liefert und umgekehrt (Ubungsaufgabe). Insbesondere kénnen
fiir die Gleichung zweiter Ordunung und festes ¢, € R zwei Anfangsbedingungen
in der Form

ze1 = 21(te) = y(ts), Tyo = Ta(ty) = Y(ts)

gestellt werden.
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2. Wir betrachten

V() = i(t) + o (1) y(t) + ¥ (y(t))

als ein Beispiel fiir eine skalare Gleichung dritter Ordnung, wobei ¥ und ¢ zwei
gegebene skalare Funktionen auf R bezeichnen. Diesmal besteht der Trick darin,
die drei Grofen

n(t)=yt),  wat)=y@),  zs(t) =§(t),

einzufiithren, mit deren Hilfe die Ursprungsgleichung durch das dquivalente, drei-
dimensionale System

1(t) zo(t)
l‘g(t) = 1’3(75)
i3(t) 23(t) + ¢ (w2(t)) 21(t) + ¥ (21(2))

ersetzt werden kann. Beachte, dass sich die ersten beiden Gleichungen wieder di-
rekt aus der Definition der x;(¢) ergeben und dass wir durch x, = x(t,) insgesamt
drei Anfangswerte x, € R?® vorschreiben kénnen.

3. Die zwei gekoppelten Gleichungen

i) =) i(t),  Ga(t) +sin (g(t) —5:(t) =0

konnen mittels

z1(t) = un(t), zo(t) = yalt), z3(t) = 0 (t), z4(t) = 9a2(?)

in das System

1 (t) z3(t)

i) | _ za(t)

3(t) 21(t) 24(t)
Ty(t) —sin (z2(t)) + 25(t)

uberfihrt werden.

4.2 Einige Anwendungsbeispiele

Newtonsche Abkiihlung Die skalare Differentialgleichung
7(t) = A (Tus6) — T(0)

beschreibt fiir einen homogenen Korper, wie sich seine rdumlich gemittelte Temperatur
T'(t) an die vorgegebene Aukentemperatur Ty, (f) anpasst, wobei A eine materialab-
hiéngige Konstante ist. Wir werden unten verstehen, wie man die Losungsformel

t

T(t)=Teexp (= A(t—t.)) + A/exp (=A(t —0)) Tumg(o) do

ty
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ableitet, wobei T, = T'(z,) der Anfangswert ist. Ist die Umgebungstemperatur konstant,
d.h. gilt Ty (t) = T, so vereinfacht sich die Formel zu

T(t)=Teexp (= At —t.)) + Tu(l—exp (= A(t —t.)))
und impliziert
Tt)—Ty= (T, —Ty) exp(—A(t—1t.)).

Insbesondere wird die Temperaturdifferenz nun exponentiell abklingen, wobei A gerade
die Stédrke dieses Prozesses beschreibt und (In2)/\ die entsprechende Halbwertzeit ist
(in dieser Zeitspanne halbiert sich immer die Temperaturdifferenz). Durch dhnliche
Gleichungen konnen iibrigens sehr viele Wachstums- oder Zerfallsprozesse beschrieben
werden.

Ausbreitung einer Pandemie Ein sehr einfaches Modell ist das sogenannte SIR-
System

S(t) = —pSEH) (1),
I(t) = +pSOIE) — nlt),
R(t) = + nl(t),

wobei S(t) bzw. I(t) bzw. R(t) die Konzentration der noch nicht infizierten (susceptible)
bzw. der gerade infizierten (infected) bzw. der (durch Tod oder erlangte Immunitét)
entfernten (removed) Mitglieder einer Population beschreibt. Insbesondere sind S(¢),
I(t) und R(t) hier immer reelle Zahlen aus dem Intervall [0, 1|. Die Parameter u bzw.
n repréasentieren die Infektionsrate bzw. die Summe aus Sterbe- und Genesungsrate
und werden im klassischen Modell als konstant angenommen. Insbesondere kann dieses
Modell nicht die Wirkung von Quarantdne-Mafnahmen oder den unterschiedlichen
Verlauf in Teilpopulationen beschreiben, denn dafiir miisste man sehr viel mehr Gréften
und Parameter bertiicksichtigen.

Die Losung dieses nichtlinearen, aber autonomen Differentialgleichungssystems
héngt natiirlich von den Werten der Parameter 4 und v sowie von den Anfangsdaten

ab. Eine wichtige und spezielle Eigenschaft ist der Erhaltungssatz
SH)+1(t)+R(t)=0  baw.  S(t)+I(t)+ R(t) =konst  fiiralle t>t,.

Dieser beschreibt, dass jedes Mitglied der Population zu genau einer der drei Grup-
pen gehort und erlaubt es, eine der drei abhingigen Grofen auf einfache Weise zu
eliminieren.

4=4.00, n=0.50, k=0.01 4=4.00, n=0.10, k=0.01 1=2.00, n=0.50, =0.01
+1. \ +1 \ +1.F \
0.0 45 9.0 0.0 45 9.0 0.0 4.5 9.0

t t t

Verschiedene Lésungen zum SIR-Modell, wobei die Anfangsdaten S(0) = 1 — s, I(0) = x und R(0) = 0
verwendet wurden und doe rote bzw. griine bzw. blaue Kurve den zeitlichen Verlauf von S bzw. I bzw. R
darstellt. Alle numerischen Werte sind bzgl. gewisser Referenzwerte zu interpretieren.
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Bemerkung Die Differentialgleichungen in den Anwendungswissenschaften sind nur
Modelle der Wirklichkeit, die unter gewissen (meist sehr vielen) vereinfachten Annah-
men hergeleitet wurden und niemals die reale Welt exakt beschreiben. Insbesondere
gibt es in der Regel ganze Modell-Hierarchien, wobei die zu Grunde liegenden Glei-
chungen immer komplexer werden und daher auch schwieriger zu l6sen sind bzw. immer
mehr Parameter enthalten, die man durch Messungen oder Analogieschliisse bestim-
men muss. In der Epidemiologie werden neben dem obigen SIR-Modell viele weitere
Differentialgleichungen verwendet, zum Beispiel das SIS- oder das SEIS-Modell. Nur
innerhalb der Mathematik gibt es universelle bzw. ewige Gleichungen, aber diese be-
ziehen sich letztlich auch auf eine idealisierte Welt (eine perfekte Sphére existiert zum
Beispiel nur in unserer Vorstellung, aber nicht in der Natur).

Elektrischer Schwingkreis Wir betrachten einen RLC-Schwingkreis (siehe Bild)
mit gegebener Spuleninduktivitdt L, Ohmschem Widerstand R und Kondensator-
kapazitdt C'. Wird nun eine zeitabhédngige Spannung U(t) angelegt, zum Beispiel
U(t) = Asin (wt), so wird ein zeitabhéngiger Strom [(t) fliefen, den man mit Hil-
fe einer Differentialgleichung charakterisieren und anschlieffend mit analytischen oder
numerischen Methoden ausrechnen kann.

Wir wollen kurz skizzieren, wie man diese Gleichung ableiten kann. Die Kirchoffsche
Maschenregel postuliert

Ur(t) + Ur(t) + Uc(t) = U(1)
fiir die Teilspannungen und die Gesetze der drei (idealisierten) Bauelemente kénnen als
Up(t)=RI(t), U(t)=LI{t), I(t)=CUc(t)

geschrieben werden. Wir differenzieren nun die ersten drei Gleichungen (aber nicht die
vierte) nach der Zeit ¢ und erhalten nach Einsetzen und Umgruppieren der Terme

LIt)+RIt)+C I(t)=U(t)

als Differentialgleichung fiir die zu bestimmende Stromstérke I(¢), wobei wir alle Terme
mit bzw. ohne die Unbekannte links bzw. rechts versammelt haben. Es handelt sich um
eine lineare, nicht-autonome Differentialgleichung zweiter Ordnung, die man zum Bei-
spiel um die Anfangsbedingungen fiir (t,) und I(t,) erginzen kann. Wir werden weiter
unten sehen, wie man exakte Losungsformeln ableiten kann und wie viele wesentliche
Parameter es eigentlich gibt.

Parameter p=0.5, v=1.0 Parameter p=3.0, v=1.0
+1. +1.
0.0 0.0F
I(t) R
-1 -1
0.0 12.0 24.0 0.0 12.0 24.0 U(t) —
Parameter py=1.0, v=4.0 Parameter py=1.0, v=1.0 -1
+1 +1
L

0.0} 0.0r

-1 -1
0.0 12.0 24.0 0.0 12.0 24.0

Vier Losungen (links) des elektrischen RLC-Schwingkreises (rechts) fiir verschiedene Parameterwerte und
Anfangsdaten, wobei der zeitliche Verlauf der Spannung U bzw. der Stromstérke I in blau bzw. rot gezeich-
net sind. Wir sehen, dass sich bei dieser Differentialgleichung und periodischem Input nach relativ kurzer
Zeit eine (fast) periodische Losung einstellt. Auch hier beziehen sich die numerischen Zahlenwerte an den
Achsen auf geeignet gewihlte Referenzgrofen und die Parameter sind ebenfalls in entdimensionalisierter
Form gegeben (siehe unten).
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Uber physikalische Dimensionen, Einheiten und Referenzgrofen* In den
Anwendungswissenschaften enthalten die Differentialgleichungen meist sehr viele Para-
meter, wohingegen Mathematiker sehr sparsam mit Konstanten umgehen. Zum Beispiel
enthélt die Gleichung fiir den RLC-Schwingkreis mit anliegender Wechselspannung

U(t)=Asin (Qt),  U(t) = AQ cos (Q1)

insgesamt fiinf Parameter, ndmlich R, L, C' von den Bauelementen sowie A und {2
von der Anregung, wobei wir der Einfachheit halber mégliche Anfangsdaten in unseren
Betrachtungen ignorieren wollen. Alle diese Parameter haben natiirlich ihre physika-
lische Bedeutung, aber wir kénnen uns fragen, ob sie denn wirklich alle wesentlich
sind oder ob man nicht zumindest einige vernachléssigen darf. Dies ist nicht nur von
theoretischem Interesse, sondern betrifft auch die Frage, wie viele numerische Simula-
tionen man eigentlich durchfithren muss, um die Losungen einer gegebenen Differential-
gleichung moglichst vollstédndig zu verstehen. Der Schliissel fiir eine Antwort liegt in
den physikalischen Dimensionen (bzw. den Einheiten) aller beteiligten Parameter sowie
der abhéngigen und unabhéngigen Grofen. Fiir den Schwingkreis kénnen die entspre-
chenden Dimensionsexponenten wie folgt angeben werden:

Grofe | Zeit Masse Lange Stromstarke | SI-Einheit

R | -3 +1 +2 -2 s 3kgm?A~2
L | -2 41 42 -2 s2kgm? A2
cC |+ -1 =2 +2 stkg ' m 2 A
Q -1 0 0 0 st

A -3  +1 +2 -1 skgm?A~?
t | +1 0 0 0 s

I 0 0 0 +1 A

I | -1 0 0 +1 sTTA

I | -2 0 0 +1 s2A

U -4 +1 +2 -1 stkgm?A~!

Der Punkt ist, dass es nur zwei unabhéngige dimensionslose Produkte von Potenzen
der fiinf Parameter gibt und dass es daher nur zwei wesentliche Parameter im Schwing-
kreisproblem gibt. In der angewandten Mathematik wird eine solche Dimensionsanaly-
se auch Buckinghamsches Prinzip oder Buckinghamsches I1-Theorem genannt. Es gibt
mehrere Moglichkeiten, die unabhéngigen dimensionslosen Parameter zu wéhlen, die
aber letztlich alle dquivalent sind. Im konkreten Fall kénnen zum Beispiel

p=0PLC und v=QRC
verwenden und aus mathematischer Sicht ist die Schwingkreis-Gleichung mit ihren fiinf
dimensionsbehafteten Parametern dquivalent zur entdimensionalisierten Differential-
gleichung

pJ"(s)+vJ'(s)+ J(s) =cos(s),

die nur die zwei wesentlichen Parameter enthalt und beschreibt, wie sich der entdimen-
sionalisierte Strom

J(s)=A"CtQ T I(Q )
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in Abhéngigkeit von der entdimensionalisierten Zeit s := Q¢ dndert. Hat man diese
Gleichung fiir die konkreten Werte von g und v gelost (analytisch oder numerisch), so
ergibt sich der gesuchte Strom via I(t) = AC Q J(Q1).

Ubungsaufgabe*: Rechnen Sie nach, dass jede Losung J (s) der entdimensionalisierten
Gleichung eine Losung I(t) der dimensionsbehafteten Gleichung liefert und umgekehrt.

Bemerkung*: Man kann die Entdimensionalisierung auch als Wahl geeigneter Referenz-
groken oder spezieller Einheiten interpretieren. Zum Beispiel sind Q~! bzw. A C Q die
Referenzzeit bzw. die Referenzstromstéirke und s bzw. J quantifizieren fiir ¢t bzw. I die
entsprechenden dimensionslosen Anteile. Die Referenzspannung ist gerade A.

Merkregel* : Sowohl aus theoretisch-analytischer als auch aus praktisch-numerischer
Sicht ist es immer sinnvoll, alle in einer Differentialgleichung auftauchenden Gréften zu
entdimensionalisieren.

Réauber-Beute-Modelle Die Lotka-Volterra-Gleichung

B(t) = +aB(t) — BB(t)R(t),  R(t)=—vyR(t)+ 3 B(t)R(t),

beschreibt die Wechselwirkung zwischen einer Beute- und einer Rauberpopulation,
wobei B(t) bzw. R(t) positive reelle Zahlen sind und als Anzahlen interpretiert werden
konnen. Die zu Grunde liegenden Modelierungsannahmen sowie die Bedeutung der vier
Parameter «, 3, v, 6 werden auf WIKIPEDIA erklart. In diesem planaren Differential-
gleichungssystem gibt es genau eine stationdre Losung (das biologische Gleichgewicht),
aber wenn dieses — zum Beispiel durch duftere Einfliisse — gestort wird, so findet
das System nicht zuriick, sondern weist ein zeitperiodisches Verhalten auf (siche Bild).
Ahnliche Gleichungen werden auch in den Wirtschaftswissenschaften verwendet (wobei
B(t) bzw. R(t) dann das Angebot bzw. die Nachfrage ist) und erlauben es, die Existenz
von Konjunkturzyklen zu verstehen.

2.0

2.5 2.0|

0.4
0.0 0.5 1.0

0.4

0.4 25

Verschiedene Losungen des Lotka-Volterra-Models fiir den Parametersatz o« = 8 = 2 und v = § = 1. Das
linke und das rechte Bild zeigen den zeitlichen Verlauf von z1(¢) und z2(¢) fiir drei verschiedene Lésungen, die
jeweils einer anderen Farbe entsprechen. In der Mitte ist fiir mehrere Losungen der entsprechende Orbit, d.h.
das Bild der parametrisierten Kurve ¢ — x(t), dargestellt (Phasenportrdt). Die griine Lésung ist stationdr
und stellt das Gleichgewicht dar. Jede andere Losung oszilliert um dieses Gleichgewicht.

Zwei Modelle fiir das Fadenpendel Die (bereits entdimensionalisierten) skalaren
Differentialgleichungen

j(t)=—y(t)  bzw.  j(t) = —sin (y(t))

werden physikalisches bzw. mathematisches Pendel genannt, wobei y(t) den Auslen-
kungswinkel darstellt. Die erste Gleichung ist eine Vereinfachung der zweiten, denn
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nach dem Satz von Taylor gilt sin(y(t)) ~ y(¢) fiir alle kleinen y(¢). Wir hatten bereits
gesehen, dass diese Gleichungen zweiter Ordnung auch via

()= () e () - i)

als planare Systeme erster Ordnung geschrieben werden kénnen. Da beide Pendel-
gleichungen aus den Newtonschen Gesetzen abgeleitet werden konnen, gibt es auch
eine entsprechende Energiefunktion £ : R? — R, nimlich

BE(zy, z0) =12t + 123 bzw.  E(xy, 22) =1 —cos (1) + 3 23,

und wir kénnen mit der Kettenregel einfach nachrechnen, dass

d

fiir jede Losung der Differentialgleichung gilt, d.h die Energie bleibt ldngs jeder Lisung
erhalten. Insbesondere ist der entsprechende Orbit, d.h. die Menge {x(t) : t € R} C R?
immer in einer Niveaumenge von F enthalten. Neben den vielen Gemeinsamkeiten gibt
es aber auch wichtige Unterschiede. Das physikalische Pendel kann als lineare Gleichung
explizit gelost werden, wobei wir oben schon

z1(t) = y(t) = +Cy cos (t) + Cysin (t) , xo(t) = y(t) = —C} sin (t) + Cy cos (t)

verifiziert hatten. Fiir das mathematische Pendel gibt es jedoch keine solche Formel.
Auferdem besitzt diese Gleichung neben zeitperiodischen nun auch unbeschrankte Lo-
sungen, wobei wir dies sehr gut mit einem Konturplot der entsprechenden Energie-
funktion illustrieren und begriinden kénnen. Beachte auch, dass man jede Losung als
Parametrisierung einer Niveaulinie Ng(e) interpretieren kann, wobei der Wert e € R
via e = F(x(t.)) durch Anfangswerte festgelegt ist.

+3.14 +3.14

0.0 0.0

X2
X2

-3.14 -3.14

+3.14 -3.14 0.0 +3.14
X X1
Das Phasenportrait des physikalischen (links) und des mathematischen (rechts) Pendels, wobei jeweils die
Niveaumengen der Energiefunktion dargestellt sind und drei ausgewéhlte Orbits hervorgehoben wurden.
Rechts ist auflerdem in orange die Separatriz gezeichnet, die die periodischen Orbits von den unbeschrankten
Orbits trennt. Sie ist auch eine Niveaulinie der Energie E und verbindet die Sattelpunkte von E.

Geometrische Differentialgleichungen Auch innerhalb der Mathematik treten
viele Differentialgleichungen auf. Wir hatten weiter oben schon die Gleichungen von
Frenet-Serret kennengelernt, wobei es sich um ein lineares, nicht-autonomes System von
vier (2D) bzw. neun (3D) gekoppelten skalaren Differentialgleichungen erster Ordnung
handelt. Ein weiteres wichtiges Beispiel sind die Differentialgleichungen fiir Geoddten,
d.h. fiir kiirzeste Verbindungen, auf gekriimmten Fléchen.
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4.3 Elementare Losungsmethoden

Ziel Wir stellen in diesem Abschnitt einige bekannte Methoden vor, mit denen ge-
wisse Differentialgleichungen exakt gelost werden konnen. Weitere Losungstechniken
finden sich in der Literatur, zum Beispiel in [AORS, Kapitel 20.2]. Es sei aber noch
einmal betont, dass es fiir viele Differentialgleichungen keine geschlossene Lsungsfor-
mel gibt.

Trennung der Veranderlichen

Setting Wir betrachten eine skalare Differentialgleichung erster Ordnung der Bauart

d.h. unter der Strukturannahme f(z, t) = g(z) h(t). Eine solche Differentialgleichung
nennt man auch separierbar.
Heuristische Herleitung der Losungsformel In vereinfachter Notation gilt

dzx

S = 1@ ) = gla) bt

und formal konnen wir dies auch als

schreiben. Da dies ein bisschen wie die infinitisimale Variante der Transformations-
formel fiir eindimensionale Integrale aussieht, ergdnzen wir auf beiden Seiten ein unbe-
stimmtes Integralzeichen und spendieren auch noch eine Integrationskonstante C'. Wir

erhalten dadurch
dx /
—— = [ h(t)dt+ C,
/ g9() )

wobei die linke bzw. rechte Seite nach Definition der unbestimmten Integrale eine Funk-
tion in x bzw. t ist. Bezeichnen wir nun mit G bzw. H eine entsprechende Stammfunk-
tion, so erhalten wir

bzw.

x(t) =G ' (H(t)+ C)
als geschlossene Losungsformel. Hierbei ist G=1 die Umkehrfunktion von G, der Stamm-
funktion von 1/g. Der Wert der Integrationskonstanten C' kann durch Anfangsdaten

bestimmt werden. Mit z, = xz(t,) ergibt sich zum Beispiel C' = G(x,) — H(t.) durch
konsistentes Einsetzen.
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Bemerkung Uns braucht hier nicht zu interessieren, ob bzw. wie wir unsere formalen
Rechenschritte mathematisch rigoros begriinden kénnen (das geht, braucht aber die
Theorie von Differentialformen), sondern wir machen uns einfach nachtréglich klar,
dass die Methode bei richtiger Anwendung eine sinnvolle Losung liefert. In der Tat,
wenn wir

G(z(t)) =C+ H(t)

nach t differenzieren, so liefert die Kettenregel

Gla)it) = HH) baw, —D

—— ., H(t)=h(t)

benutzt haben. Insbesondere erhalten wir fiir jeden Wert der Konstante C' eine Losung
der Differentialgleichung und das Theorem von Picard-Lindeldf (siehe unten) garantiert,
dass es auch keine weiteren Losungen gibt.

Beispiele
1. Um das Anfangswertproblem
#(t) = (z(t))* sin(t),  @(t) =x.>0

zu l6sen, schreiben wir die Differentialgleichung im Zwischenschritt als

d d
x—fzsin(t)dt bzw. /x—fz/sin(t)dt+0.
In diesem Fall konnen wir nun sowohl links als auch rechts leicht eine Stamm-
funktion angeben und erhalten

1 1
—E——COS(t)—FO bzw. l’—m,

wobei wir die Integrationskonstante C' durch die Auswertung der Anfangs-
bedingung, d.h. via

1
C = cos(t,) — —
Ly

eliminieren kénnen. Insgesamt haben wir damit die Losungsformel

(t) ! z,
x(t) = _
1 _
cos (t) — cos (t,) + — r, cos (t) — x, cos (t,) + 1
Ly

abgeleitet und wir konnen auch wieder die Probe machen, d.h. durch Differen-
tiation nach t leicht nachpriifen, dass diese Formel wirklich eine Losung liefert.

Bemerkung: Unsere Rechnungen und die Endformel sind nur sinnvoll, solange
z(t) # 0 gilt. Fiir z, # 0 gilt dies zumindest fiir Zeiten ¢ ~ t,, aber es kann
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zu endlichen Zeiten einen Blowup geben (ndmlich dann, wenn der Nenner in der
Losungsformel den Wert 0 annimmt). Das passiert zum Beispiel bei den Anfangs-
daten t, = 0, z, = 2 fiir cos () = %, d.h. wir kénnen die Losungsformel in diesem
Fall nur auf dem Zeitinterval (—m/3, +m/3) verwenden. Fiir die Anfangsdaten
t, =0, z, < 1/2 existiert die Losung aber global in der Zeit. Fiir z, = 0 gibt es
aufserdem offensichtlich die triviale Losung z(¢) = 0 fiir alle ¢t € R.

2. Fiir das Anfangswertproblem

erhalten wir als Zwischenschritte zunachst

dx dx
— =tdt bzw. — = t di
NG o /ﬁ / e

sowie
2\/_:%t2+0 bzw. x:(itQ—l-%C)Z.

Eine Auswertung der Anfangsbedingung zur Zeit ¢, = 0 liefert C' = 2,/z, und
damit die Losungsformel

2(t) = (Vo + 2.

Bemerkung: Im Fall von z, < 0 gibt es diesmal keine sinnvolle reelle Losung des
Anfangswertproblems und unsere formalen Rechnungen machen letztlich keinen
Sinn. Fiir Anfangswerte x, > 0 existiert die Losung jedoch global in der Zeit, wo-
bei z(t) > 0 fiir ¢t € R gilt und sicherstellt, dass \/x(t) immer eine wohldefinierte
reelle Zahl ist. Im Grenzfall z, = 0 gibt es wieder die triviale Losung x(t) = 0 fiir
alle t aber auch die nicht-triviale Losung x(t) = % t1. Dieses seltsame Verhalten
hat wieder damit zu tun, dass die Wurzelfunktion in 0 zwar definiert, aber nicht
differenzierbar ist.

+4.0 U +8.0

x x +4.0
0.0r,

-2.0f 5 . 0.0

30 0.0 30 30 0.0 +3.0
t t

Einige Losungen der eben gerechneten Beispiele mit ¢« = 0. Links: Das erste Beispiel besitzt Losungen mit

(tiirkis) als auch ohne (lila) Blowup. Rechts: Im zweiten Beispiel existieren alle Losungen global in der Zeit,

aber nur fiir nichtnegative Anfangsdaten.

Bemerkung

1. Die soeben beschriebene Losungsmethode wird auch Separation der Variablen
oder Trennung der Verénderlichen genannt. Auch hier gilt: Merken Sie sich nicht
die Formeln, sondern das Prinzip ihrer Herleitung!

2. In der Praxis kann die Methode auch versagen, ndmlich dann, wenn die Stamm-
funktionen G, H oder die Umkehrfunktion G~' nicht berechnet werden kénnen.
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Nichtlineare autonome Gleichungen FEin wichtiger Spezialfall ist die autonome
skalare Gleichung

i(t) = f(x(t))

mit gegebener nichtlinearer Funktion f : R — R. In diesem Fall kénnen wir g(z) = f(x)
und A(x) = 1 wihlen und erhalten die Losungsformel

x(t)=F ' (t+C) bzw. x(t) = F ' (t —t. + F(z.))

fiir die Differentialgleichung bzw. das Anfangswertproblem, wobei F' eine Stammfunk-
tion zu 1/f ist, zum Beispiel

% oder F(z) dz

Fle) @

0

T

Wir hatten schon in Mathe 1 gesehen, dass es viele Stammfunktionen gibt, die sich
alle aber nur in additiven Konstanten unterscheiden. Die Losungsformeln héngen aber
nicht davon ab, welche Stammfunktion F' gewéhlt wird.

Bemerkung Wir werden unten sehen, dass man fiir autonome skalare Gleichungen
das qualitative Losungsverhalten auch ohne explizite Formeln, sondern allein mit
graphischen Mitteln vollstdndig charakterisieren kann.

Beispiele
1. Im Fall f(x) = exp (—px) mit Parameter p # 0 ergeben sich via
exp (px)dz = dt, ptexp(px)=t+C
die Losungsformeln
z(t)=p 't In(pt+pC),  w(t)=p 'In(exp(pz.) —pt.+pt),

die wir wieder mit einer einfachen Probe verifizieren konnen oder durch Einsetzen
von

Flz)=p exp(pr), F'(z)=p ' In(pz)

aus der abstrakten Formel von oben ableiten konnen. Beachte, dass auch hier die
Lésungen nicht fiir alle Zeiten ¢ € R existieren, sondern nur solange das Argument
im Logarithmus positiv bleibt, d.h. fiir ¢ > ¢, — p~! exp (pz.). Fiir p = 0 kénnen
wir die Formeln nicht verwenden. In diesem Fall gilt @(¢) = 1 fiir alle ¢ und

z(t) =t+C,
ist die entsprechende allgemeine Losung.
2. Fir f(z) = 2P mit Parameter p # +1 kénnen wir

F(r) = xl=P ’ Fl(z)=27P = ﬁ’ Fl(2) = ((1 —p) Z)l(l—p)
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wéhlen und erhalten die Losungsformeln
o)y = (1=p) t+ )", ()= (1 —p)(t—t)+al?)/07.

Alternativ konnen wir diese wieder direkt aus

dx

xP

= dt

durch formale Integration beider Seiten ableiten. Der Term xz(t) muss natiirlich
immer wohldefiniert sein, d.h. in Abhéngigkeit von p kann es wieder nicht-globale
Losungen geben. Den Spezialfall p = 2 hatten wir schon am Anfang des Kapitels
betrachtet.

3. Fir f(x) = px kann man analoge Rechungen durchfiihren, muss aber wegen
[ dz/z = In|z| eine Fallunterscheidung bzgl. des Vorzeichens von z bzw. w,
treffen. Am Ende ergibt sich

z(t) = texp(pt+pC), z(t) =z, exp (p(t — t.)),

wobei die zweite Formel fiir alle x, und p verwendet werden kann. Die erste kann
man auch als

z(t) = C exp (pt)

schreiben, wobei dann die Substitution C' = =+ exp (pC) zu Grunde liegt.

Lineare nichtautonome Gleichungen Eine weitere Anwendung der Separations-
methode sind Gleichungen der Bauart

#(t) + a(t) 2(t) = 0

mit gegebener Funktion a, wobei diese zu der in diesem Unterabschnitt betrachteten

Klasse von Differentialgleichungen gehoren, da wir g(z) = = und h(t) = —a(t) setzen
konnen. Unter der Annahme = > 0 erhalten wir G(z) = In(x) und wollen fiir h die
spezielle Stammfunktion H(t) = — f: a(7) wahlen (sodass H(t,) = 0 gilt). Damit

erhalten wir

t

2(t) = 2. exp —/a(T)dT ,

t

als Losungsformel, die sogar fiir alle x, € R (und nicht nur fir z, > 0) verwendet
werden kann. In der Tat, es gilt z(¢,) = x, und die Kettenregel sowie der Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung implizieren

t

x(t) = z.exp —/a(T) dr | (—a(t)) = —a(t) z(t)

T

fiir alle t € R. Diese Formel ist ausgesprochen wichtig und niitzlich. Im Spezialfall
a(t) = a erhalten wir wieder @(t) = z,exp (— o (t — t.)).

Michael Herrmann: Mathematik 2 fir Elektrotechniker [D)ev-sa | Version vom 14.7.2020



4.3. Elementare Losungsmethoden 215

Exponentialansatz fiir lineare Gleichungen hoherer Ordnung
Setting Wir betrachten die skalare Differentialgleichung
e )+ a1 V) + o Fa2W(E) + agz () =0,
wobei (™ fiir die n-te Ableitung steht und damit insbesondere
O =x@t), 2W@)=a@),  =@@) =)
gilt. Es handelt sich um eine autonome lineare Differentialgleichung der Ordnung n mit

konstanten Koeffizienten, wobei sich letztere aus die Zahlen «v,_1, ..., oy bezieht.

Heuristische Herleitung der Losungsformel Wir beginnen mit dem exponenti-
ellen Ansatz

z(t) = Cexp (At),
sodass #U)(t) = M C'exp (At) gilt. Nach Einsetzen und Umgruppieren erhalten wir
p(A\)Cexp(At) =0, pA)=N"4a 1 A"+ ... +aad+a.

Diese Gleichung kann aber nur dann fiir alle ¢t und C' gelten, wenn A eine Nullstelle des
Polynoms p ist, das nach dem Hauptsatz der Algebra genau n komplexe Nullstellen
A1, ..., A\p besitzt, wobei im Hauptsatz Mehrfachnullstellen durchaus zugelassen sind.
Insbesondere liefert jede Nullstelle eine spezielle Losung, die mit unserem Ansatz kom-
patibel ist. Da die Gleichung aber linear ist, konnen verschiedene Losungen auch linear
kombiniert werden (fir nichtlineare Gleichungen gilt dies nicht)

Standardfall: Wir wollen nun annehmen, dass alle komplexen Nullstellen von p paar-
weise verschieden sind. In diesem Fall lautet die allgemeine Losung

z(t) =C, exp (A t) + ...+ Cy exp (A t)

und enthalt die Konstanten Cfi,...,C),,, die wir zum Beispiel mit Hilfe der Anfangs-
bedingungen

o(t) =m0, @t)=m, ..., 2"VE)=n

bestimmen kénnen. Das entsprechende lineare Gleichungssystem

ehts .. ghn tx
Apetts )\, eMt Gy o

kann immer eindeutig gelost werden, denn man kann zeigen, dass die quadratische
Matrix auf der linken Seite fiir paarweise verschiedene A; immer invertierbar ist.

Entartungsfall: Fallen zwei oder gar mehrere Nullstellen von p zusammen, so ist die
Theorie komplizierter, da es nun auch Losungen gibt, die nicht mit dem obigen Ansatz
kompatibel sind. Wir wollen dies an dieser Stelle nicht vertiefen, sondern verweisen
auf die Beispiele sowie auf die allgemeine Theorie linearer Gleichungen, die wir weiter
unten studieren werden.
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Bemerkung

1. Der exponentielle Ansatz scheint zunéchst eine willkiirliche Einschrénkung zu
sein und man kann sich fragen, ob es nicht noch ganz andere Losungen der
Differentialgleichung geben kann. Der Satz von Picard-Lindeltf garantiert aber
fiir den Standardfall, dass dies nicht so ist.

2. Wir hatten schon in Mathe-1 gesehen, dass das Polynom p mit den reellen Koef-
fizienten «; im Allgemeinen auch echt komplexe Nullstellen besitzen kann, wobei
diese aber immer in Paaren konjugiert komplexer Zahlen auftreten.

3. Die Konstanten C kénnen zunéchst auch komplexe Zahlen sein. Am Ende werden
sich aber alle imagindren Anteile gegenseitig aufheben und wir erhalten eine reelle
Losung. Es sei denn, wir haben uns irgendwo verrechnet oder einige der «; bzw.
n; sind gar nicht reell, sondern selbst komplex.

4. Wir werden weiter unten sehen, dass die eben beschriebene Methode ein Spezi-
alfall eines viel allgemeineren Resultats iiber lineare Differentialgleichungen ist.

Bezispiele

1. Fir n = 1 lautet die Differentialgleichung 2(¢) + o 2(t) = 0 und wir erhalten via
p(A) = X+ ag wieder die bekannte Formel

z(t) = Cexp(—agt).

2. Die Differentialgleichung #(t) + ap z(¢) = 0 fithrt zu
p(N) =M +ag A,

und wir unterscheiden die folgenden Fille.

Entartungsfall ag = 0: In diesem Fall gibt es die Doppelnullstelle Ay = Ay = 0
und wir kénne durch scharfes Hinsehen die allgemeine Losung

x(t) = D1+ Dot = Dy exp (0t) + Dyt exp (0¢)
angeben wobei D;, D, beliebige Konstanten sind. Wir werden diese Formel und
vor allem die Existenz polynomieller Faktoren weiter unten besser verstehen.

1. Standardfall oy = —w? < 0: In diesem Fall gibt es die zwei reellen Nullstellen
A1 = —w und Ay = 4w und die allgemeine Losung ist

x(t) = C_exp (—wt) + Cyexp (+wt),

wobei wir die reellen Konstanten hier in naheliegender Weise als C'_ und C'
bezeichnet haben.

2. Standardfall oy = +w? > 0: Analog zu eben erhalten wir diesmal

z(t) =C_exp(—iwt)+Crexp(+iwt),
mit komplexen Konstanten C'_ und C';. Wegen der Euler-Formel

exp(iwt)=cos(wt)+ 1 sin(wt)
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konnen wir alternativ auch
z(t) = A cos (wt) + Bsin (wt)
schreiben, wobei die alten und neuen Konstanten durch
A=C_+Cy, B=—-1iC_+1i(Cy
bzw.
C.=3(A+iB), C,=3(A-1iB)

ineinander umgerechnet werden kénnen. Sind die Anfangswerte 79 und n; beide
reell, so werden auch A und B reell sein.

Variation der Konstanten - einfachster Fall

Setting Hier 16sen wir das lineare Anfangswertproblem
z(t) + a(t) z(t) = b(t), z(ty) = .,

fiir gegebene Funktionen a und b.

Heuristische Herleitung der Losungsformel Wir betrachten zuerst den homo-
genen Fall mit b(t) = 0 fiir alle t. Die entsprechende allgemeine Losungsformel ist

t

Thom(t) = Cexp | — / a(r)dr |,

tx

wobei C' eine freie Konstante ist (die gerade den Wert von @pem (t.) festlegt). Der Trick
zu Bestimmung einer Losung des inhomogenen Problems mit rechter Seite b(¢) besteht
darin, die Konstante C' zu variieren. Oder anders gesagt, wir suchen Losungen mittels
des Ansatzes

t

x(t) = C(t) exp —/a(T) dr |,

tx

wobei wir das Gesetz fiir C'(¢) noch finden miissen. Differenzieren wir die letzte Formel
nach ¢, so erhalten wir

= C(t) exp —/a(T) dr | —a(t) z(t)

t*
und Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt

t

C(t) exp —/a(T) dr | =0(t).

Ly
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Der Punkt ist nun, dass in dieser Gleichung zwar C(t), aber eben kein C(t) mehr
vorkommt. Insbesondere konnen wir beide Seiten durch den exp-Term teilen und an-
schliefsend die Gleichung integrieren. Dies liefert

C(t) :C’(t*)—i—/exp +/a(7‘) dr | b(o)do,

wobei wir diesmal die Integrationsvariable o genannt haben (wir hétten auch jeden an-
deren, noch nicht verwendeten Buchstaben benutzen kénnen). Unser Ansatz impliziert
aufserdem C(t,) = z, via

x, = x(ty) = C(ts) exp —/a(T) dr | =C(t)

und die Gebietsadditivitat bestimmter Integrale liefert

exp —/ta(T) dr | exp +/Ua(7) dr | =exp —ja(T) dr
wegen ’ t* '
—/a(T)dT +ja(T)dT:/Ua(T)dT:—/a(T)dT.

Durch Kombination der Teilergebnisse erhalten wir
t t ¢
x(t) =z, exp —/a(T) dr —i—/exp —/a(T) dr | b(o)do
tx tx o

und damit die gesuchte Losungsformel. Sie sieht sehr kompliziert aus und benutzt zwei
ineinander verschachtelte Integrale. Es ist aber eine Losungsformel und wenn wir die
Integrale berechnen kénnen (was oftmals, aber bei weitem nicht immer gelingt) erhalten
wir brauchbare Ausdriicke fiir z(t).

Bemerkungen

1. Wir werden weiter unten dieselben Ideen und Methoden fiir eine sehr viel grofere
Klasse von linearen Differentialgleichungen anwenden (Duhamel-Prinzip). Dieses
wird vor allem in den Ingenieurwissenschaften sehr hdufig benutzt.

2. Auch hier gilt wieder: Die Herleitung ist wichtiger als die Endformel.

3. Man kann nachrechnen (Ubungsaufgabe), dass
t t

Zpare(1) 1= / exp | — / a(r)dr | b(o) do

t o
eine Losung der Differentialgleichung sowie der Anfangsbedingung z(t.) = 0 ist.
Man spricht auch von einer partikuldren (d.h. speziellen) Losung und manch-

mal kann man diese durch scharfes Hinsehen ableiten. Das ist dann besonders
praktisch, weil man die verschachtelten Integrale gar nicht mehr berechnen muss.
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4. Etwas allgemeiner gilt: Ist 2. (¢) irgendeine partikulére Losung (egal welchen
Wert sie bei t, annimmt), so kann die allgemeine Losung der inhomogenen
Differentialgleichung als

t

x(t) = Cexp —/a(T) dr | + @part(?)

ta

angegeben werden, wobei man C' auch durch C' = x, —xpu (f,) ersetzen kann. Der
erste Summand ist dabei gerade die allgemeine Losung zpem(t) des homogenen
Problem. Man schreibt auf der linken Seite auch gerne Ziynom(t) statt x(t) bzw.

xinhom<t) - xhom(t> + $part(t> )

aber das ist wieder eine alternative Notation fiir die Losungsformel.

Beispiele
1. Fir die Gleichung
&(t) + ax(t) = b(t)

kann die abstrakte Losungsformel mit a(t) = a und wegen ftt adr = a(t —t,)
als
t

m(t):x*exp(—a(t—t*))+/exp(—a(t—a))b(o)da

tx

geschrieben werden. Gilt sogar b(t) = [, so konnen wir auch das verbleibende
Integral ausrechnen und erhalten

:U(t):x*exp(—a(t—t*))+a_16(1—exp(—oa(t—t*))).

Die Formeln fiir die Newtonsche Abkiihlung (siehe oben) ergeben sich durch den
Notationswechsel z(t) = T'(t), o = XA und b(t) = A Tymp(t) bzw. = AT.

2. Wir wollen die verschiedenen Varianten der Methode an dem sehr einfachen An-
fangswertproblem

x(t) + x(t) = sin (t) z(0) = z,
illustrieren.
(a) Wenn man sieht, dass es die partikulére Losung
Zpart(t) = 5 (1 + sin (¢) — cos (1))

gibt, so muss man nur noch die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
addieren. Im konkreten Fall meint das

z(t) = C exp (—t) + Tpart(£)

und eine Auswertung der Anfangsbedingung (fiir die inhomogene, nicht die
homogene Losung) liefert C' = z, + 2part(0) = 2, und damit

x(t) = (@ + 3) exp (—t) + 3 (sin (t) — cos (1))

als Losungsformel fiir das Anfangswertproblem.
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(b) Hat man die abstrakten Losungsformeln zur Hand, kann man einfach ein-
setzen. Mit aw = 1, t,. = 0 und b(¢) = sin (¢) erhalten wir

t

x(t) =z, exp (—t) + /exp (=t + o) sin(o)do

mit den Formeln aus dem ersten Beispiel, wobei das Integral im konkreten
Fall mittels partieller Integration zu

t

/exp (—t+ o) sin (o) do = 1 (exp (—t) + sin () — cos ()

berechnet werden kann. Insgesamt folgt wieder dieselbe Losungsformel.

(c) Wir 16sen zuerst das homogene Problem und variieren die Konstanten, d.h.
wir benutzen den Ansatz

z(t) = C(t) exp (—t),  @(t) = C(t) exp (~1) = C(t) exp (1)
und setzen ihn in die inhomogene Gleichung ein. Dies ergibt
C(t) exp (—t) = sin (t)

wobei die Terme mit C(t) sich gerade autheben (andernfalls haben wir was
falsch gemacht). Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ga-
rantiert

t

C(t) =C(0)+ /eXp (0)sin (o) do
= C(0) + 5 + 2 exp (¢) (sin () — cos (t)) ,

wobei C'(0) nun die Rolle der freien Integrationskonstante tibernimmt. Ins-
besondere erhalten wir mit

z(t) = (C(0) + 1) exp (—t) + 3 (sin (t) — cos (t))
und z, = C(0) wieder dasselbe Endergebnis.

Bemerkung: Der dritte Losungsweg ist eigentlich der beste, weil man sich hier
nur die Idee, aber keine komplizierte Formel merken muss.

3. Wir wollen das Anfangswertproblem
pt)—ttxt) =6, x(1)=1

16sen, wobei diesmal natiirlich ¢ > 0 gelten muss, da fiir ¢ = 0 die Differential-
gleichung keinen Sinn hat. Die allgemeine homogene Losung ist in diesem Fall
durch

t

Thom(t) = C exp /g :C’exp(lnT):CT

1

gegeben.
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(a)

Wenn wir durch Scharfes Hinsehen die partikuldre Losung
Tpart(t) = 3 t*
finden, so ergibt sich
w(t) =Ct+3t' =2t + 3",

wobei wir C' = % durch Auswertung der Anfangsbedingung gewonnen haben.
Beachte, dass die partikuldre Losung nicht der Anfangsbedingung gentigt.
Das ist aber auch nicht notwendig, sondern wird am Ende durch die richtige
Wahl von C' kompensiert.

Wir konnen diese Losungsformel alternativ auch aus dem abstrakten Resul-
tat mit a(t) = —1/t, b(t) = > und t, = 1, z, = 1 ableiten, da alle Integrale
via

t t t

x(t) = exp /g +/exp /g o®do
1 1

o
t

:T+/za3doz7'+7'[§03]a_l

o o=T
1

berechnet werden konnen.

Variation der Konstanten meint diesmal

und wir erhalten wegen

C(t)20(1)+/02da:C’(1)+%t3—%

1

wieder die obige Formel, da die Anfangsbedingung C'(1) = 1 impliziert.
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‘ Vorlesungswoche 11

4.4 Theorie der Anfangswertprobleme

Ziel Wir werden nun das mit Abstand wichtigste Theorem in der Theorie gewohn-
licher Differentialgleichungen formulieren.

Theorem (Satz von Picard-Lindel6f) Seif:R x Q — R" stetig differenzierbar.
Aufserdem seien t, € R sowie ein innerer Punkt x, € €) beliebig fixiert. Dann existieren
genau ein Intervall I C R sowie genau eine stetig differenzierbare Funktion x : I — 2,
sodass die folgenden Aussagen erfiillt sind:

1. Die Funktion x ist eine Losung des Anfangswertproblems
x(t) =f(t, x(t)), X(ty) = X,
und ¢, ist innerer Punkt von 1.

2. Fir jede andere Losung X : I — Q des Anfangswertproblems gilt I C I sowie
x(t) = x(t) fiir alle t € I, d.h. x ist die Einschréankung von x auf das kleinere

Intervall 1.

Man nennt x(¢) die maximale Losung des Anfangswertproblems und [ das entspre-
chende maximale Existenzintervall.

Zum Beweis: Wir werden die wesentlichen Ideen weiter unten skizzieren. O

Bemerkungen

1. Den Satz (bzw. das Theorem) von Picard-Lindeléf kann man mit gutem Recht als
den Hauptsatz iiber gewohnliche Differentialgleichungen bezeichnen, da er (unter
gewissen, nicht sehr einschrankenden Voraussetzungen an f) die FEzistenz und
Eindeutigkeit von Losungen garantiert. Die Theorie der partiellen Differential-
gleichungen ist unter anderem deshalb so viel anspruchsvoller, da es dort kein
entsprechendes Resultat gibt bzw. alle Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen nur
spezielle Unterklassen von Gleichungen betreffen.

2. Die maximale Losung muss nicht fiir alle Zeiten definiert sein, wobei das maxi-
male Existenzintervall dann halbunendlich oder auch endlich sein kann (siehe
die Beispiele). Salopp kann man sagen: Die Losung eines Anfangswertproblems
existiert nur dann nicht fiir alle Zeiten, wenn es dafiir einen ,,guten Grund“ gibt,
zum Beispiel einen Blowup in endlicher Zeit. Mathematisch rigoros kann man
dies in Form eines Von-Rand-zu-Rand-Prinzips formulieren, aber wir konnen hier
die Details nicht darstellen.

3. Die Anfangszeit t, ist immer innerer Punkt von 7, d.h. das maximale Existenz-
intervall wird immer Zeiten ¢ > t, (Zukunft), aber auch Zeiten t < t, (Vergangen-
heit) enthalten. In konkreten Anwendungen interessiert man sich oftmals aber nur
fiir die Zukunft.
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Beispiele

1. Wir betrachten das Anfangswertproblem

B(t) = e (x(t))?,  x(0) ==,

fiir das der Satz von Picard-Lindelof angewendet werden kann (mit n =1, Q =R
und f(t, x) = e’ z?). Insbesondere gibt es fiir jedes x, € R eine maximale Losung
auf einem maximalen Existenzintervall, die wir hier mit x,, (¢) und I, bezeichnen,
um die Abhéangigkeit von x, hervorzuheben. Mittels Trennung der Verénderlichen
kénnen wir die Losungsformel

g, (t)

- 1"’1‘*(1 _et)

ableiten und die folgenden Aussagen iiber die maximale Losung treffen:

(a) Fiir z, > 0 ist das maximale Existenzintervall durch

— - 1
Iac* :(—OO, tm*)v t:r* =1In (1+_) >O7

Ty
gegeben, wobei am rechten Rand wegen
lim z,, (t) = +oc0
t
in der maximalen Losung ein Blowup eintritt.

(b) Fir —1 < z, < 0 existiert x,,(t) jedoch fiir alle Zeiten, da der Nenner
in der Losungsformel niemals den Wert 0 annimmt. Insbesondere gilt jetzt
L., = (—00, 400), wobeil wir z:o(t) = 0 und z_1(t) = —e ™" fiir die extremalen
Anfangswerte erhalten.

(¢) Fiir 2, < —1 erhalten wir

1
I:r* = <_tx*> +OO) ) ix* =In (1 + _> )
L
und es gibt mit
li =—
. \ir;i Ty, (1) 00
einen Blowup am linken Intervallrand.
Beachte, dass
lim ¢, = +oo, lim ¢, = —o0

2. \0 Ty S—1

gilt. Insbesondere kann man sagen, dass die Grenzen des maximalen Existenz-
intervalls stetig von x, abhingen.

Bemerkung: I, immer ein Intervall, dass die Anfangszeit ¢, enthéalt. Zum Beispiel
liefert die Losungsformel fiir z, > 0 zwar auch eine Losung der Differential-
gleichung auf dem Interval (Z,,, +00), aber dieser zweite Ast gehort nicht zur
maximalen Losung des Anfangswertproblems mit Anfangszeit t,.
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2. Auch das Anfangswertproblem
#(t) =t (z(t))*,  2(0) = .
konnen wir durch Trennung der Verénderlichen 16sen. Mit der Losungsformel

21,

wlt) = 50—
ergeben sich die folgenden Aussagen:

(a) Fiir z, <0 erhalten wir I, = (—o0, +00), d.h. die maximale Losung x, (t)
existiert bei negativen Anfangswerten fiir alle Zeiten, wobei () = 0 eine
stationédre Losung ist.

(b) Fir positive Anfangswerte z, > 0 gilt

‘[17* = (ix*7 EZE*) - _tm* == _tI* - -

und es gibt wegen

li )= 1l t) =
g Ty, (1) Jim Ty, () = +00

sowohl am linken als auch am rechten Intervallrand einen Blowup.

+4.0F +6.0f \\v_/
x 0.0 x Q/
——— "
0.0
-4.0¢7, | . . .
-1.0 0.0 +1.0 -1.0 0.0 +1.0

t t

Links: Verschiedene maximale Lésungen zum ersten Anfangswertproblem aus den Beispielen, wobei Rot
bzw. Blau einen Blowup am rechten bzw. linken Rand des maximalen Existenzintervalls kodiert und Griin
fiir eine globale Losung steht. Rechts: Beim zweiten Anfangswertproblem existiert jede maximale Losung
entweder global (Tirkis) oder besitzt sowohl am linken als auch am rechten Rand des Existenzintervalls
einen Blowup (Magenta). Beachte, dass die Blowup-Zeiten von den Anfangsdaten abhingen.

Gegenbeispiel Das autonome Anfangswertproblem
(t) = Vx(t), z(0) = x,
besitzt fiir x, = 0 unendlich viele Lésungen, ndmlich
:E(t):{l 0 , f'l.'iI‘tSO,
Z(t—T) firt>1T,

wobei T" > 0 ein beliebiger Parameter ist. Der Satz von Picard-Lindeldf kann hier nicht
angewendet werden, eben weil die Funktion f(z) = \/x in & = 0 nicht differenzierbar
ist. In allen anderen Punkten z, > 0 ist die Wurzelfunktion aber stetig differenzierbar,
und das Anfangswertproblem besitzt die eindeutige Losung
0 flir ¢t < —2,/x,,
z(t) =4 , 2

Z(t+2*/$*) ir ¢t > —2\/x,,
deren Existenz und Eindeutigkeit aus dem Satz von Picard-Lindel6f abgeleitet werden
kann. Beachte, dass wir im Limes z, \, 0 die obige Losung fiir 7" = 0 erhalten.
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+1.0f ! +0.1r

+.5 0.0 +0.5 -0.5 0.0 +0.5
t t
Verschiedene Losungen zum Anfangswertproblem aus dem Gegenbeispiel. Links: Fiir jedes z,. > 0 gibt es
genau eine Losung, wobei die fiir z, = 0.05 zur besseren Darstellung hervorgehoben wurde. Rechts: Fiir jedes
zx = 0 gibt es jedoch unendliche viele Lésungen und der Satz von Picard-Lindelof kann nicht angewendet
werden.

Bemerkungen*

1. In der Literatur wird beim Satz von Picard-Lindelof statt stetiger Differenzier-
barkeit von f in der Regel nur die lokale Lipschitz-Stetigkeit bzgl. der x-Variablen
gefordert, d.h. die Existenz von Konstanten Lo > 0, sodass

I£(t, %) — £t, )| < Le|x — x|

fur alle x,x € Q mit ||x — x|| < C gilt. Diese Bedingung ist aus praktischer Sicht
nur unwesentlich schwéicher, denn zum einen impliziert der Mittelwertsatz der Dif-
ferentialgleichung, dass jede stetig-differenzierbare Funktion die lokale Lipschitz-
Bedingung mit

Lc =  max sSup |aszJ<X)‘
i,9=1...n XEQ,”X—X*HSC

erfiillt. Andererseits kann man (allerdings nur mit grofem Aufwand) zeigen, dass
jede Lipschitz-stetige Funktion in fast jedem Punkt differenzierbar ist (Satz von
Rademacher).

2. Ist x, ein Randpunkt von €2, so kann man im Allgemeinen nur einseitige Losungen
des Anfangswertproblems erwarten, d.h. I kann dann ein halboffenes Intervall
mit Randpunkt £, sein. In der mathematischen Literatur wird {2 meist als offen
vorausgesetzt, so dass jeder Punkt x, € ) dann automatisch innerer Punkt ist.

3. Ist f nur stetig, so kann man noch die Existenz, aber nicht mehr die Eindeutigkeit
von Losungen zeigen (Satz von Peano). Siehe dazu das néchste Gegenbeispiel.

Lemma (hinreichendes Kriterium fiir globale Existenz) Gilt Q = R” und
existiert eine Konstante (', sodass die Abschéatzung

|0,,£(t, x)| < C

firallet € R, j = 1...n und x € R™ erfiillt ist, so gilt / = (—o0, +00) fiir das maximale
Existenzintervall. Insbesondere existiert bei einer linearen Differentialgleichung jede
maximale Losung fiir alle Zeiten ¢.

Zum Beweis: Diese Aussage ist gar nicht so einfach zu zeigen. Sie ergibt sich aber
zum Beispiel bei sorgfiiltiger Argumentation aus dem Beweis des Satzes von Picard-
Lindelof. O
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Abhéangigkeit von Anfangsdaten und Parametern Neben dem Satz von Picard-
Lindelof gibt es eine weitere zentrale Aussage der allgemeinen Theorie, ndmlich dass die
Losungen von Anfangswertproblemen in stetiger (meist sogar in stetig differenzierbarer)
Weise von den Anfangsdaten sowie von den Parametern in der Gleichung abhéngen.
Wir werden auf diesen Aspekt bei der Sensitivitdatsanalyse zuriickkommen und hier nur
ein sehr einfaches Beispiel diskutieren.

Beispiel Das skalare Anfangswertproblem

o(t) =ntx(t), x(ty) = T

mit Parameter 1 besitzt die Losung
z(t) = z, exp (3nt?).

Der Punkt ist nun, dass die rechte Seite ja nicht nur von ¢, sondern auch — und zwar
in stetig differenzierbarer Weise — von x, und n abhingt. Dies ist kein Zufall, sondern
kann (siehe weiter unten) in einem sehr viel allgemeineren Rahmen abgeleitet werden.

Zum Beweis des Satzes von Picard-Lindel6f*  Wir konnen den Satz von Picard-
Lindel6f mit unseren mathematischen Kenntnissen zwar nicht beweisen, wollen aber
trotzdem die wesentlichen Ideen skizzieren, da man einiges iiber Differentialgleichungen
und die Argumentationsweise der modernen Mathematik lernen kann. Die Strategie
besteht darin, zunéchst eine eindeutige Losung auf einem hinreichend kleinen Intervall
zu konstruieren und diese anschliefsend auf ein moéglichst grofses Intervall fortzusetzen.

Umformulierung des Problems: Der Ausgangspunkt ist die Beobachtung, dass eine
Funktion x : I — € genau dann das Anfangswertproblem 16st, wenn die Integral-
gleichung

t

x(t) = x4 + /f(r, x(7))dr

ts

fiir alle t € I erfiillt ist, wobei die eine Richtung durch Differentiation und die an-
dere durch Integration bzgl. ¢ abgeleitet werden kann. Man betrachtet daher fiir eine
gegebene Konstante C' > 0 die Menge

X = {X : I — Q@ x ist stetig mit ||x(t) — x.

< C fur alletGI}
als Teilmenge des unendlich-dimensionalen linearen Vektorraums BC(7) (der aus allen
beschrénkten und stetigen Funktionen auf I besteht) sowie den durch

t

(L[x])(t) :=x. + /f(T, x(1))dr, tel

tx

definierten Integraloperator £, wobei dieser die Menge X in sich abbildet, sofern die
Konstante C' hinreichend grofs oder das Intervall I hinreichend klein gewihlt wurde.
Das Anfangswertproblem bzw. die dquivalente Integralgleichung kann nun auch als

x = L[x]
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geschrieben werden, d.h. wir suchen Fizpunkte von L in X.
Lésung des Fizpunktproblems: Aus den Eigenschaften von bestimmten Integralen
kann die Abschétzung

%gﬂQQm—£MQWgK%gmmo—ﬂmm K =|I| L¢
abgeleitet werden, wobei |I| die Liange des Intervalls I meint und Lo die schon oben
erwahnte lokale Lipschitz-Konstante von f ist. Fiir ein hinreichend kleines Intervall
mit ¢, € [ und |I| < %Lal konnen wir dies abstrakt als

26 = x| < 3= =]
schreiben, wobei || - || mit

[l = max [l ()]
die natiirliche Norm im Funktionenraum BC(I) darstellt. Insbesondere handelt es sich
bei £ um eine Kontraktion und man kann zeigen, dass jede Kontraktion genau einen
Fixpunkt besitzt. Das ist der sogenannte Banachsche Fizpunktsatz, der zum einen sehr
abstrakt, zum anderen aber recht einfach zu beweisen ist und sehr viele Anwendungen
innerhalb der Mathematik besitzt. Die zu Grunde liegende Beweisidee ist, dass man
Folgen

KO o) K@ =[x, %= o],

mit beliebigem Startwert x[% betrachtet, wobei wir hier den Folgenindex k als [¥!
schreiben. Allein mit Hilfe der Kontraktionseigenschaft kann man nun zeigen, dass
die entstehende Folge immer eine Cauchy-Folge ist und daher fiir & — oo gegen einen
Grenzwert konvergieren muss. Nach Konstruktion muss dieser Grenzwert die Gleichung
x[>l = ﬁ[X[OO}} erfiillen, d.h. Fixpunkt von £ sein. Auflerdem impliziert die Kontrak-
tivitdt von £ wegen

Lx]=x = 0< |||X — x> H‘ < %‘HX — x> H‘ —  x=x,

dass x> der einzige Fixpunkt von £ und damit die einzige Losung des Anfangswert-
problems auf dem Intervall [ ist.

Diskussion : Das Fixpunktargument liefert zunéchst nur die Existenz und Eindeutig-
keit lokaler Losungen, aber das ist der schwierigste Teil im Beweis des Satzes von
Picard-Lindelof. In einem zweiten Schritt kann diese lokale Losung zu einer maxi-
malen fortgesetzt werden, indem das lokale Resultat aus dem ersten Schritt wieder-
holt angewendet wird. Oder anders gesagt: Die maximale Losung entsteht durch das
,, Verkleben* lokaler Losungen. Wir wollen auch festhalten, dass man das abstrakte
Approximationsschema auch als

X[ (t) = f(tv x! (t)) ) /] (t*) = X

schreiben kann, wobei x/**1 links, aber nicht rechts auftaucht. Insbesondere kénnen wir
zum Beispiel mit der konstanten Funktion x[%)(#) = x, starten und dann rekursiv x*+1
aus x¥ durch Zeitintegration der rechten Seite gewinnen. Man nennt dieses Verfahren
auch Picard-Iteration.
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Beispiel* Wir wollen die Picard-Iteration fiir das Anfangswertproblem

erkldren, wobei f(t, z) = x die zu Grunde liegende Funktion ist. Wir starten mit der
konstanten Funktion

20(t) =1

1]

und berechnen im ersten Schritt die Funktion z!* aus der Funktion z[° via

¢ ¢

l‘m(t>—1+/$[O](T>d7'—/1d7'—1+t.

0 0
Analog erhalten wir
t t
x[z](t):1+/:L’[1](T)d7':1+/(1+7’)d7:1+t+%t2
0 0

und

t t

x[?’](t):1+/3:[2](T)d7':1+/(1+T+%7‘2)d7':1+t+%t2+%t3
0 0

im zweiten bzw. dritten Schritt und konnen nun sukzessive fortfahren. In diesem sehr
einfachen Beispiel kénnen wir sogar mit vollstdndiger Induktion iiber k£ die explizite
Formel

k

1
l,[kl(t):Z%tm:1+t+...+ﬁtk_l+%tk

m=0

ableiten, wobei wir den Induktionsanfang bereits verifiziert haben und der Induktions-
schritt £ ~~» k41 aus dem Nachrechnen von

t

1+/<1+T+...+—(k_ll)!Tk_l+%Tk)dT:1+t+%t+...+%tk+ L ¢kt

(F+1)!
0

besteht. Insbesondere sehen wir, dass

o0 =1
() S ald) =3 = =exp (1)
m!

m=0

gilt, d.h. dass die durch Picard-Iteration gewonnenen Funktionen x*! im Limes k& — oo
wirklich die Losung des Anfangswertproblems reproduzieren.

Bemerkung: Die Picard-Iteration ist zwar von grofsem theoretischen Interesse, aber
in der Praxis meist wenig brauchbar, da die auftretenden Integrale nur schwer berechnet
werden konnen. Bei der numerischen Losung von Anfangswerten auf dem Computer
benutzt man ganz andere Approximationsschemata, die ohne explizte Berechnung von
Integralen auskommen.
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4.5 Losungsraum linearer Differentialgleichungen
Setting In diesem Abschnitt betrachten wir die lineare Differentialgleichung
() = A(t) - x(t) + b(t) |
wobei
A(t) e R™", b(t) € R"

gegeben sind und jeweils stetig differenzierbar von ¢ abhéngen. Wir wollen zunéchst
keine Anfangswerte vorschreiben, sondern beliebige Losungen der Differentialgleichung
studieren.

Homogener Fall

Ziel In diesem Abschnitt betrachten wir die Gleichung

d.h. den homogenen Spezialfall b(t) = 0 fiir alle ¢ € R.

Theorem (Hauptsatz iiber lineare homogene Gleichungen)

1. (globale Existenz) Jede maximale Losung existiert fiir alle Zeiten.

2. (Superpositionsprinzip) Sind x, X zwei Losungen der Differentialgleichung und

sind A, \ zwei reelle Zahlen, so ist die Funktion Ax + AX mit
(Ax+A%)(t) == Ax(t) + Ax(t)
auch eine Losung.

3. (n-dimensionaler Vektorraum) Die Menge aller Losungen ist ein n-dimensionaler
reeller Vektorraum, wobei n Losungen x[V, ..., x[" genau dann eine Basis dieses
Losungsraumes bilden, wenn die n Vektoren xM(t,), ..., x["(¢,) zu einer beliebigen
Zeit t, eine Basis des R™ bilden.

Bemerkungen zum Beweis: Die erste Aussage folgt aus dem Lemma weiter oben und
die zweite kann einfach nachgerechnet werden. Die dritte ergibt sich aus dem Superposi-
tionsprinzip, dem Satz von Picard-Lindel6f sowie der Theorie der linearen Vektorrdume
(sieche Mathe 1). Der Beweis ist eigentlich nicht schwierig, aber etwas technisch und
weniger lehrreich als die Beispiele weiter unten. O

Bemerkungen

1. Das Superpositionsprinzip gilt fiir Losungen der Differentialgleichung, d.h. ohne
Beriicksichtigung von Anfangswerten, denn bei Anfangswertproblemen ist die
Losung ja eindeutig.

2. Fiir nichtlineare Gleichungen gibt es kein Superpositionsprinzip. Fiir inhomogene
lineare Gleichungen muss man es etwas abwandeln (siehe unten).
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3. Linear unabhéingige Anfangsdaten entsprechen linear unabhéingigen Losungen
und umgekehrt. Insbesondere gilt: Sind x[U(¢,), ..., x"(¢,) fiir eine feste Zeit
t, linear unabhiingige Vektoren des R", so sind auch x!!(¢), ..., x"(¢) fiir jedes
andere ¢ € R linear unabhéngig.

4. Man kann bei linearen und homogenen Gleichungen auch komplex rechnen, d.h.
die Komponenten von x(t) und A(t) diirfen immer komplexe Zahlen sein und

alle Aussagen werden sinngeméf weiterhin gelten. Die unabhéingige Grofe ¢ muss
aber immer reell sein.

Definition Sind x[V, ..., x[" linear unabhéingige Losungen der Differentialgleichung
(bzw. eine Basis ihres Losungsraumes), so wird

| | () I R10)
| | O I 1 0)

als Fundamentalmatrix (der Differentialgleichung) bezeichnet und det X(¢) wird die
entsprechende Wronski-Determinante genannt.

Bezispiele

1. Fir das autonome und planare Beispiel

X(t) = A - x(1), A_<ﬂ‘?>
ist

+cos (t) +sin(t)

X(t) = (_Sin (1) +cos (t)) mit  det (X(t)) =1

eine Fundamentalmatrix, die den zwei linear unabhéngigen Losungen

o= (500) o= ()
entspricht. Jede andere Losung kann via
x(t) = ey xU () + o xPB(t) = X(t) - ¢
als Superposition der Basislosungen dargestellt werden. Die Formel

(1) = (+cos (t—t.) +sin(t— t*))

-\ —sin(t —t.) +cos(t—t,)

liefert fiir jedes feste t, eine weitere Fundamentallosung mit
S,y (10 Ji +cos (t.) —sin(t.)
X(t.) = (0 1) ’ X(t) = X(®)- <+ sin (t,) H4cos(t.))
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2.

Die nicht-autonome Differentialgleichung

besitzt die Fundamentalmatrix
(0 —e 2t 3¢
X0= (0 Jen) o der(X@) =,

wobei wir leicht nachpriifen kénnen, dass jede Spalte in der Tat eine Lésung der
Differentialgleichung liefert.

Bemerkungen

1.

Per Definition liefern die Spalten von X(t¢) linear unabhéngige Losungen der
Differentialgleichung. Fiir die Zeilen wird dies aber im Allgemeinen nicht gelten.

. Ist X(¢) eine Fundamentalmatrix und ¢ € R” ein beliebiger Spaltenvektor, so

liefert
x(t) =X(t)-c=c, xUt) + ... + e, x (1)

eine Losung der Differentialgleichung und jede Losung kann in dieser Form darge-
stellt werden. Beachte, dass fiir einen Zeilenvektor d das Produkt d - X(¢) diese
Eigenschaft im Allgemeinen nicht besitzt.

. Fundamentalmatrizen sind nicht eindeutig, es sei denn es werden hinreichend

viele Anfangswerte vorgegeben. Eine natiirliche Wahl ist zum Beispiel
xU! (t.) = el cee x[" (t.) = el

wobei el/l den j-ten Einheitsvektor des R™ bezeichnet und t, die gegebene
Anfangszeit ist. Mit dieser Wahl ist

x(t) = X(1) - x.

gerade die eindeutige Losung der homogenen Differentialgleichung unter der
Anfangsbedingung x(t,) = X..

Wir werden weiter unten sehen, dass man die Fundamentalmatrizen autonomer
Differentialgleichungen explizit berechnen kann und dies liefert dann entspre-
chende Formeln fiir die allgemeine Losung der Differentialgleichung. Bei nicht-
autonomen Gleichungen ist dies deutlich schwieriger, aber der Hauptsatz ist
immer noch wichtig. Er garantiert namlich, dass wir aus n geratenen oder sonstwie
erhaltenen linear unabhéngigen Losungen alle anderen zusammenbauen kénnen.

. Fiir jede Fundamentalmatrix gilt

X(t) = A(t) - X(t)

fiir alle t € R, wobei man die matrizwertige Differentialgleichung einfach nach-
rechnen kann. Man bendétigt dazu nur die Gesetze der Matrizenmultiplikati-
on sowie die spaltenweise Giiltigkeit der gegebenen wvektorwertigen Differential-
gleichung.
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6. Sind X(t) und X(t) zwei verschiedene Fundamentalmatrizen, so gilt

X(t)=X(t)-Y  bzw. X)) =X({t)-Y

fiir zwei zueinander inverse Matrizen Y und ?, die nicht von t abhdngen. Oder
anders gesagt: Zwei Fundamantalmatrizen zur selben Differentialgleichung unter-
scheiden sich nur durch rechtsseitige Multiplikation mit einer konstanten Matrix.
Wir werden weiter unten sehen, dass Fundamentalmatrizen immer invertierbar
sind und das daher

Y=X"'(t)-X(t) bzw. Y =X"'(t)-X(t)
fiir alle t € I gilt.

Theorem (Dynamik der Wronski-Determinate) Fiir jede Fundamentalmatrix
gilt

% det (X(t) = tr (A(1)) det (X(t))

wobei
tr (A(t)) =an(t) + ... + awn(t)

die Spur von A(t), also die Summe der Diagonaleintrige ist. Damit ergibt sich auch

t

det (X(1)) = det (X(£.)) exp / tr (A(r)) dr

t*
fiir jede Wahl von ¢, und alle t € R.

Beweis: Die Differentialgleichung fiir die Wonski-Determinante kann mit Hilfe der
Kettenregel sowie der Definition einer Determinante einfach nachgerechnet werden,
wobei wir uns hier auf den planaren Fall (n = 2) beschrénken wollen. Mit

w(t) == det (X(1)) = 2(t) a5 () — 2l () 2P (1) ,
ergibt sich aus der Produktregel
. .1 2 1 . [2 .1 2 1 . [2
w(t) = a1 (@) a (@) + V(@) i (1) — i) D) — 2 ) 2Pt
und ein Einsetzen von
() = an (@) e () + an®) 2P (1), #5() = an(®) V(1) + an(®) (1)

fiir j = 1 bzw. j = 2 liefert zunéchst
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und anschlieend via
w(t) = (a11(t) + as(t)) w(t)

die erste Behauptung, da die jeweils zwei Vorfaktoren vor J:[Ql] (t) ZL’[22] (t) und l’[ll] (t) 17[12] (t)
sich gegenseitig aufheben. Die zweite Behauptung folgt schlieflich aus der ersten, da
die Differentialgleichung fiir w(¢) durch Trennung der Verdnderlichen gelést werden
kann. O

Bemerkungen

1. Die Formel fiir det (X(¢)) kann auch dann benutzt werden, wenn noch gar keine
Losung der Differentialgeichung bekannt ist.

2. Eine spezielle Folgerung ist, dass X(¢) fiir jedes ¢t € R eine invertierbare Matrix
ist, da die linear unabhingigen Angangsdaten det (X(t*)) # 0 sicherstellen.

3. Ist A(t) spurfrei fiir jedes t € R, so folgt det (X(¢)) = det (X(t)), d.h. die
Wronski-Deterninante dndert sich nicht mit der Zeit. Diese Bedingung wird spéter
wichtig werden und die Erhaltung des Phasenraumvolumens implizieren.

Inhomogener Fall
Setting/Motivation Wir wollen nun die lineare und inhomogene Gleichung
x(t) = A(t) - x(t) + b(t)

studieren, wobei X(t) eine Fundamentalmatrix der entsprechenden homogenen Glei-
chung bezeichnet. Insbesondere werden wir sehen, dass die Theorie fiir n > 1 als na-
tiirliche Verallgemeinerung des eindimensionalen Spezialfalls

#(t) = A(t) () + b(t)

betrachtet werden kann, den wir schon (mit a(t) = —A(t)) im Abschnitt iber die
Variation der Konstanten behandelt hatten.

Lemma (Charakterisierung des LoOsungsraumes) Ist Xp..(f) eine gegebene
inhomogene Lésung, so kann die allgemeine inhomogene Losung als

X(t) = Xnom(t) + Xpart (t)
geschrieben werden, wobei
Xhom(t) = X(t) - C

die allgemeine homogene Losung mit freien Konstanten ¢ € R™ ist.

Beweis: Da Xpa(t) nach Voraussetzung eine inhomogene Lésung ist, zeigt man leicht
durch Nachrechnen, dass x(t) genau dann eine weitere Losung der inhomogenen Glei-
chung ist, wenn x(t) — Xpart (t) eine Losung der homogenen Gleichung ist. Die Behaup-
tung ergibt sich dann unmittelbar. O
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Bemerkungen

1. Xpart(t) wird auch partikuldre Losung genannt, wobei man diese durch geschick-
tes Raten, geeignete Ansétze oder direkte Rechnungen (wie gleich beschrieben)
ermitteln kann. Man schreibt im Lemma oftmals auch xi,,(t) statt x(¢).

2. Man kann die Quintessenz des Lemmas auch so formulieren: Die Differenz zweier
inhomogener Losungen ist eine homogene Losung. Insbesondere ist die Menge
aller Losungen der inhomogenen Gleichung kein linearer Vektorraum, sondern
ein affiner Raum.

Theorem (Hauptsatz iiber lineare inhomogene Gleichungen) Die allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung kann als

x(t) =X(t) - c+ /X(t) X o) -blo)do=X(t)- | c+ /X_l(a) -b(o)do

geschrieben werden, wobei t, eine beliebige Zeit ist (zum Beispiel die Anfangszeit)
und das vektorwertige Integral einen Vektor liefert und komponentenweise ausgewertet
werden kann.

Erster Beweis: Wir zeigen, dass

Xpart (1) == X(¢) - /X_l(a) -b(o)do

eine Losung der inhomogenen Gleichung liefert, denn dann folgt die Behauptung aus
dem vorangegangenen Lemma. Differentiation nach ¢ liefert

o=t

Xpart (1) = Txpare(t) = X(t)-/X_l(U)-b(U) do + X(t) - [X7 (o) - b(o)]

wobei wir benutzt haben, dass der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
aus Mathe-1 nicht nur fiir skalare, sondern auch fiir vektorwertige Integranden gilt. Der
zweite Term auf der rechten Seite ist offensichtlich b(¢) und weil die Fundamentalmatrix
X(t) via

X(t) = A(t) - X(2)

der homogenen Differentialgleichung gentigt, erhalten wir schliefllich mit
t
Xpart(t) = A(t)-X(t)-/Xl(a)-b(a) do + b(t) = A(t) - xpare(t) + b(?)
t*

das gewiinschte Ergebnis. O

Zweiter Beweis: Wie im eindimensionalen Fall benutzen wir Variation der Konstanten,
wobei der Ansatz diesmal (d.h. fir n > 1) als
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geschrieben wird und die Reihenfolge der Faktoren wieder wichtig ist, da die Matrizen-
multiplikation nicht kommutativ ist. Differentiation nach ¢ liefert

X(t) = A(t) - X () - c(t) + X(£) - &(t) = A(t) - x(t) + X(t) - &(t),

wobei wir das hoherdimensionale Analogon zur Produktregel sowie die homogene
Differentialgleichung fiir X(¢) verwendet haben. Durch Einsetzen in die inhomogene
Differentialgleichung fiir x(¢) erhalten wir

X(t)-¢e(t)=b(t) bzw. ¢et)=X"t)-b(t).

und der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung garantiert
t
c(t) =c(t,) + /X_l(a) -b(o)do.
tx

Die behauptete Formel folgt nun nach Multiplikation mit X(¢), sofern wir ¢ statt c(t.)
schreiben. O

Bemerkung

1. Man nennt die Losungsformel aus dem Hauptsatz auch das Duhamel-Prinzip bzw.
die (hoherdimensionale) Variation der Konstanten. Sie ist sehr wichtig und kann
alternativ mit physikalisch motivierten Argumenten abgeleitet werden, wobei
dann das Superpositionsprinzip fiir die homogene Gleichung sehr wichtig ist.

2. Im eindimensionalen Fall n = 1 sind alle Vektoren und Matrizen reelle Zahlen
und wir kénnen A(t) = A(t), b(t) = b(t) usw. schreiben. Insbesondere gilt dann

immer
t
X(t) = exp /A(T) dr
te
und wir erhalten — mit dem Bezeichnungswechsel A(t) = —a(t) — dieselbe
Losungsformel wie oben im Abschnitt iiber explizite Losungsmethoden fiir skalare
Gleichungen.

3. Bei einer Anwendung der Losungsformel miissen fiir n > 1 im Allgemeinen die
folgenden Teilprobleme behandelt werden:

(a) Finde die allgemeine Losung des homogenen Problems bzw. eine Fundamen-
talmatrix X(7).

(b) Berechne X~!(¢) fiir jedes ¢, zum Beispiel durch Matrizeninversion.

(c) Berechne das vektorwertige Integral in der Losungsformel und aus diesem

die entsprechende partikuldare Losung des inhomogenen Problems.

Bei Anfangswertproblemen miissen die freien Kontante ¢ € R" via
X, = X(t,) = X(ts) - €

noch als Losung eines linearen Gleichungssystems bestimmt werden, wobei die
entsprechende Koeffizientenmatrix X(¢,) immer invertierbar ist, d.h. fiir jedes
x, wird es genau ein ¢ geben. Im Fall von X(¢,) = I vereinfacht sich alles zu
X, = c(t4).
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4. Fiir n > 1 werden wir im néchsten Abschnitt sehen, dass die Fundamentalmatrix
X(t) zumindest im autonomen Fall explizit berechnet werden kann. Im nicht-
autonomen Fall gibt es aber keinen Algorithmus fiir die exakte Berechnung von
Fundamentalmatrizen und man muss sich oftmals mit numerischen Approxima-
tionen begniigen.

5. Generell gilt: Beim Losen linearer Differentialgleichungen mit n > 1 kénnen die
Rechnungen sehr schnell sehr kompliziert werden. Daher werden in den Ingenieur-
wissenschaften oftmals auch andere Losungsverfahren eingesetzt, die zumindest
fiir gewisse Klassen von Differentialgleichungen schneller zum Ziel fiihren. Ein
prominentes Beispiel ist die Laplace-Transformation, die wir in Mathe-3 kennen-
lernen werden.

Beispiel Die (entdimensionalisierte) zweite Ordnungsgleichung

§(t) +y(t) = cos (W)

beschreibt einen harmonischen Oszillator mit periodischer Anregung der Frequenz w.
Sie kann via z1(t) = y(t) und z5(t) = y(¢) als planare inhomogene Gleichung mit

() v

geschrieben werden, und wir hatten schon gesehen, dass

_ (+cos(t) +sin(t) i 1y _ (tcos(t) —sin(t)
X(t) = (—sin (t) +cos (t)) ¢ X7 () (+ sin (t) + cos (t))

eine mogliche Wahl der Fundamentalmatrix ist. Um die Lésungsformel auszuwerten,
bestimmen wir zundchst das vektorwertige Integral in der Losungsformel, wobei wir
t, = 0 setzen und w # +£1 voraussetzen wollen. Wir erhalten

/ X~(e) - b(o) do / (-sinw) cos<wa)> L 0/ —sin (o) cos (wo) do
0 ) \+cos(a) cos (wo) ’
/*COS (0) cos (wo)do

+cos (t) cos (wt) + w sin (¢) sin (wt) — 1

- w?—1
—sin (t) cos (wt) + w cos (t) sin (wt)
w?—1

durch Berechnung der beiden skalaren Integrale (zum Beispiel mit zweifacher partieller
Integration) und damit

. +cos (t) — cos (wt)

Xy 1) = X(0)- [ X o) blydo = | (t;"i; o
0 w?—1
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als partikulare Losung, fiir die nach Konstruktion iibrigens die Anfangsbedingung
Xpart (0) = 0 gilt. Die allgemeine inhomogene Losung x(t) entsteht, wenn wir zur parti-
kuldren Losung die allgemeine homogene Losung X (t) - ¢ addieren. Wenn wir uns nur
fiir die erste Komponente interessieren, so ergibt sich

y(t) = (c1 + =) cos (t) + ¢ sin (t) — ' cos (wt)

wobei wir hier nun wieder die Reihenfolge von Faktoren beliebig vertauschen diirfen, da
alle Terme skalar sind. Die Konstanten ¢; und ¢ kénnen durch die Vorgabe von zwei
skalaren Anfangswerten bestimmt werden, wobei dies hier wegen ¢; = x1(0) = y(0)
und ¢ = x5(0) = y(0) besonders einfach ist.

Bemerkung: Unsere Formeln gelten offensichtlich nicht fiir w = #+1. In diesem Fall
liefert die Berechnung der beiden skalaren Integrale andere Ausdriicke, ndmlich

Xpart (t) = % (t cost(:;n‘f’(?m (t))

sowie
y(t) = 1 cos (t) 4+ ¢o sin (t) + 5t sin (¢) .

Das unterschiedliche Verhalten fiir w? # 1 und w? = 1 ist aus physikalischer Sicht
mit Resonanz verbunden, denn die Figenfrequenzen der Gleichung fiir y(¢) sind gerade
+1 (dquivalent dazu ist, dass +1i die Eigenwerte von A sind). Wird der harmonische
Oszillator mit einer anderen Frequenz angeregt, so bleibt die Losung y(t) fiir alle Zeiten
beschrankt. Bei w = +1 ist das aber wegen des polynomiellen Faktors anders und es
tritt die sogenannte Resonanzkatastrophe ein.

w=1.5, ¢;=0.4, ¢,=0.6 w=0.5, ¢1=0.7, ¢,=0.3 w=1.0, ¢;=0.0, ¢,=0.0

MW DAL ToaA S

=)

-2.0 -9.0
20.0 0.0 20.0 0.0 20.0

Drei Losungen des harmonischen Oszillators, wobei Blau bzw. Gelb der Losung bzw. der Anregung entspricht
und rechts der resonante Fall dargestellt ist.

4.6 Differentialgleichungen und Matrixexponential

Setting/Motivation Im Folgenden betrachten wir lineare Differentialgleichungen,
die homogen und autonom sind, d.h. wir studieren das Anfangswertproblem

x(t) = A -x(t) X(ty) = Xu

mit konstanter Matrix A. Fiir n = 1 ist A = A eine reelle Zahl und die allgemeine
Losung des Anfangswertproblems kann als

z(t) =exp ((t —t.) A) z,

geschrieben werden. Wir wollen zeigen, dass eine analoge Formel auch fiir n > 1 gilt,
sofern die Exponentialfunktion auf matrixwertige Argumente verallgemeinert wird. Ins-
besondere werden wir damit auch Fundamentalmatrizen berechnen kénnen.
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Theorem (Matrixexponential) Fiir jede quadratische Matrix M € R ist

exp (M) = F=I+M+§M2+%M3+§M4+...
k=0

wohldefiniert als absolut konvergente Reihe im Vektorraum R™™ wobei M°? = I die
Einheitsmatrix in R ist und wie immer 0! = 1! = 1 vereinbart sei. Auferdem gilt
die Implikation

M=S-M-S! — exp(l\/I):S-eXp(M)-S_l7

d.h. Basiswechsel und Berechnung des Matrixexponentials kénnen miteinander ver-
tauscht werden.

Beweisskizze: Die absolute Konvergenz der matrixwertigen Reihe kann mit Hilfe des
Cauchy-Kriteriums gezeigt werden. Insbesondere gilt

l 1 k oS k
M* M| Y] ——
0l > 5= 2 s X — 0,
k=m+1 k=m+1 k=m+1

fiir alle m < [, wobei wir

M| < [M|]* mit M| =
[MF|| < (M| M|

sowie die Konvergenz der reellwertigen Exponentialreihe (siehe Mathe 1) benutzt haben.
Gilt schlieklich M =S - M - S~ so ergibt sich

M?=(S-M-S)-(S-M-S)=S-M-(S'-8)-M-S'=S5.M?-S!

wobei wir S~1-S = Iund I-M = M benutzt haben. Ganz analog folgt M = S-MP*.S~!
fiir alle £ und damit auch die zweite Behauptung. ]

Bemerkungen

1. Das Matrixexponential kann ganz analog fiir komplexe Matrizen M € C™™
eingefiihrt werden.

2. Auch bei Matrizen diirfen wir eM statt exp (M) schreiben.

3. Fiir nicht-quadratische Matrizen gibt es kein Matrixexponential.

Beispiele

1. Fiir eine Diagonalmatrix
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mit reellem Vorfaktor s ergibt sich

52 \2 53\
2 _ 1 3 _ 1
M _< 52)\2> ’ M _( 33)\3> ’

und wir erhalten

by exp (s )\1)
exp (M) =exp | s = -
A exp (s )\n)

Merkregel: Bei Diagonalmatrizen (aber nur bei diesen) kann das Matrixexponen-
tial komponentenweise auf der Hauptdiagonalen berechnet werden.

2. Fiir eine verallgemeinerte (2, 2)-Jordan-Matrix

Al
M=s ( 0 )\)
mit Vorfaktor s verifizieren wir

2 )2 2 3\3 3 \2
o [8°AF 25°) 3 (87X 3s°A
M _< 0 82)\2)’ M= e

durch direkte Rechnungen sowie

k \k k \k—1
P L S LN
M_<O sk)\k)

durch vollstdndige Induktion iiber k. Insgesamt ergibt sich

o) = (5 (3 1)) =e o) (3 )

aus der Potenzreihenentwicklung der reellen Exponentialreihe. Analog erhalten

wir
A1 o0 1 s 14
exp|s 0 A 1 =exp(sA) [0 1 s
0 0 A 00 1
und
A1 00 1 s 58 §s°
0 A 10 01 s 25
expl|s|o o N 1 =exp (s ) 00 1 28
00 0 A 00 O 1

Merkregel: Auch bei skalaren Vielfachen einer Jordan-Matrix gibt es {iberschau-
bare Formeln fiir das Matrixexponential.

Bemerkung: Wir werden bald sehen, dass man die Formeln fiir Jordan-Matrizen
auch einfacher ableiten kann.
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3. Die Matrix

1 3
M=s <3 1)
kann mittels

~ -2 0 I [+1 +1 4 I [+1 -1
M = S=— S =—
i ( 0 +4> ’ /2 (—1 +1) ’ V2 (+1 +1>
diagonalisiert werden, d.h. es gilt M = S - M-S~ bzw. M =S~1-M-S. Wir
kénnen das gesuchte Matrixexponential nun via

exp (M) = exp (S) - exp (M) - exp (S_l)
1L /+1 41 exp (—2s) 0 +1 -1
T2 (—1 +1> ' ( 0 exp (+43)) ' <+1 +1)
1 (exp (+4s) +exp(—2s) exp(+4s)—exp(—2 s))
2 \exp(+4s) —exp(—2s) exp(+4s)+exp(—2s)

berechnen.

Merkregel: Im Allgemeinen kann exp (M) nicht so einfach aus den Komponenten
von M abgelesen, sondern muss berechnet werden. Zum Beispiel, in dem man
M diagonalisiert (sofern das moglich ist) oder auf Jordansche Normalform bringt
(was immer geht).

. Bei Blockmatrizen M kann dass exp (M) blockweise berechnet werden (Ubungs-

aufgabe), d.h. man kann das Matrixexponential fiir skalare Vielfache einer Jordan-
schen Normalform sehr einfach aus den obigen Bausteinen zusammensetzen. Zum
Beispiel gilt

A 0O 0O 0 O esM 0 0 0 0

0 X\ 0 0 O 0 eM 0 0 0
exp[s |0 0 X 1 0 =1 0 0 e sett Lg%t

0 0 0 X 1 0 0 0 esh2 s e’ M2

0 0 0 0 X 0 0 0 0 es™2

. Die Matrix M heifst nilpotent, falls es einen Exponenten m € N mit M™ = 0

gibt. In diesem Fall ist das Matrixexponential

Smfl

Mmfl
(m—1)!

exp(sM)=I+sM+...+

nur eine endliche Summe, da alle Reihenglieder fiir £ > m verschwinden. Das
Standardbeispiel sind Jordan-Matrizen zum Eigenwert 0, denn fiir diese gilt zum
Beispiel

010 010 o2 0 01 1 s %32
exp|s|[O O 1 =I+s|0 0 1 +§ 00O0]=101 =
0 00 000 000 00 1
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Matrixexponential und Summenformel Fiir Matrizen gilt im Allgemeinen
exp (M + N) %+ exp (M) - exp (N) ,

obwohl natiirlich exp (m + n) = exp (m) exp (n) fiir reelle Zahlen m, n erfiillt ist. Der
Grund ist, dass die Multiplikation von Matrizen nicht kommutativ ist, und kann wie
folgt verstanden werden: Zum einen berechnen wir

exp(M+N) =1+ (M+N)+3;(M+N)-(M+N) +...
=I+M+N+iM*+i{M-N+IN-M+iN°+...
und erhalten zum anderen mit Hilfe des Cauchy-Produktes fiir Reihen die Formel
exp(M)'eXp(N): (I—l—M—i—%Mg—i—...)-<I+N+%N2+...>
=I+M+N+I{ M+ M N+ 3N*+ ...

Fiir Matrizen gilt im Allgemeinen aber M - N # N - M, d.h. die gemischten quadra-
tischen Terme in den beiden letzten Formeln sind nicht identisch. Analoges gilt fiir alle
gemischten kubischen, quartischen, quintischen Terme. Man kann aber mit wenig mehr
Aufwand die folgenden Resultate ableiten.

Einige Rechenregeln Es gilt die Implikation
M-N=N-M = exp(M+N)=exp(M)-exp(N).
Fiir jede quadratische Matrix M ergibt sich damit auch
exp (31 M + s, 1\/[) = exp (31 M) - exp (32 1\/[) ,
sofern sq, sy zwei reelle Zahlen sind, sowie
exp (+sM) - exp(—sM) = exp (0) =1.

Insbesondere ist exp (s M) immer eine invertierbare Matrix.

Bemerkungen

1. Man nennt
[M,N]:=M-N—-N-M=—-[N,M]

den Kommutator von M und N. Im Fall von [M, N] = 0 sagt man auch, M und N
kommutieren. Kommutatoren sind nicht nur in vielen Bereichen der Mathematik
wichtig, sondern zum Beispiel auch in der Quantenmechanik, da sie dort die
Unschérferelation zwischen verschiedenen Observablen kodieren.

2. Da die Einheitsmatrix mit jeder anderen Matrix kommutiert, ergibt sich zum
Beispiel die niitzliche Formel

o (s (3 1)) emiorn o (s (0 1)) <o (1 7).

Oder anders gesagt: Das Matrixexponential einer Jordan-Matrix zum Eigenwert
A unterscheidet sich vom Matrix-Exponential der entsprechenden Jordan-Matrix
zum Eigenwert 0 nur um einen Vorfaktor. Jordan-Matrizen zum Eigenwert 0 sind
aber immer nilpotent, d.h. ihr Matrixexponential ist eine endliche Summe und
kann relativ einfach berechnet werden.
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Theorem (Matrixexponential und Differentialgleichungen) Das lineare und
autonome Anfangswertproblem besitzt die Losungsformel

x(t) =exp ((t —t.) A) x.().
Insbesondere liefert
X(t) =exp ((t —t.) A)
eine Fundamentalmatrix, fiir die X(t,) = exp (0) =1 gilt.

Beweisskizze: Durch formale Rechnungen zeigen wir

%(I+(t—t*)A+%(t—t*)2A2+...) =A- (0+I+(t—t*)A+...)

und schliefen, dass daher
Lexp ((t—t,)A) =A -exp ((t—t.)A) bzw. x(t) = A - x(t)

gilt. Fiir einen rigorosen Beweis muss noch die absolute Konvergenz aller Reihen gezeigt
werden, aber dies gelingt analog zum Existenzbeweis. O

Bemerkungen

1. Die Reihenfolge der Terme in der Losungsformel ist fiir n > 1 sehr wichtig, da
wir nicht nur mit Zahlen, sondern mit Zahlen, Vektoren und Matrizen operieren!

2. Alle Formeln gelten auch wieder im Komplexen.

3. Das Matrixexponential kann nur fiir autonome Differentialgleichungen verwendet
werden. Fiir zeitabhéngige Matrizen gilt im Allgemeinen

X(t) # exp /A(T) dr

d.h. das Matrixexponential auf der rechten Seite ist zwar immer noch wohl-
definiert, liefert aber keine Losungen der Differentialgleichung x(t) = A(t) - x(t).
Ganz allgemein gilt: Man kann Fundamentalmatrizen nur dann mit dem Matrix-
exponential berechnen, wenn die sehr restriktive Bedingung

A(tl) . A(tg) = A(tg) . A(tl) fir alle tl,tQ eR

erfiillt ist. Diese gilt immer im autonomen Fall (wegen A(t;) = A(ty) = A), aber
nur sehr selten im nicht-autonomen Fall.

4. Es gilt die Implikation
A=S-A.-857' = ep(t-t)A)=S exp((t—t.)A) S,

wobei wir dieses Resultat iiber Basiswechsel auch wie folgt verstehen kénnen: Mit
den Identifikationen

x(t)=S""-x(t), x(t) =S - x(t)
ergibt sich die Aquivalenz
X(t)=A-x(t) < x(t)=A-x(t),

d.h. die Losungen der Differentialgleichungen mit A bzw. A konnen sehr einfach
mit Hilfe zeit-konstanter Koordinatenwechsel ineinander umgerechnet werden.
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5. Wir hatten in Mathe 1 gesehen (siehe die Sétze iiber die Jordansche Normalform
bzw. die Hauptachsentransformation), dass fiir jedes A eine invertierbare Ma-
trix S existiert, sodass zum einen A = S - A-S! gilt und zum anderen A eine
Blockmatrix ist, die nur aus Diagonalblocken und Jordanblocken besteht. Die

Berechnung von exp ((t —t.) A) ist recht einfach (siche die Beispiele oben) und

die Berechnung von S und A erfolgt mit Hilfe der Eigenwerte und der (verallge-
meinerten) Eigenvektoren von A, wobei letztere gerade die Spalten von S bilden.
Oder anders gesagt: Eigenwertprobleme spielen auch bei Differentialgleichungen
eine sehr prominente Rolle.

Beispiele

1. Im Fall von n = 2 und

- (A0
o as(h D)

ist die Losung des Anfangswertproblems durch

x(t) =exp (tA) - x. = (exp E)Al 2 exp ?)\2 t)) ' (i:)

gegeben. In diesem entarteten Fall (die beiden skalaren Einzelgleichungen sind
entkoppelt) héitten wir das Ergebnis natiirlich auch direkt und ohne Matrix-
exponential ableiten kénnen.

2. Die Matrix

_[(ta +p
A= (—6 +a)

besitzt die zwei konjugiert komplexen Eigenwerte o + i und kann in C via

a—1if 0 _
AZS'( 0 a+iﬁ)'sl

und
S_\/§(+1 +1>’ 5°=5 _\/§<+i +1>

diagonalisiert werden. Da alle Aussagen iiber das Matrixexponential auch fiir
komplexe Matrizen gelten, erhalten wir

(a—1iB) (t—tx) 0
e _
exp((t—t)-A)=S- ( 0 e(a+iﬁ)(t—t*)) S

et —i—cos(ﬁ(t—t*)) —l—sin(ﬂ(t—t*))
=et! )<—sin([3(t—t*)) +cos(ﬁ(t—t*))>’

wobei wir die Euler-Formel e*** = e#(cos(v) % isin(r)) sowie elementare

Rechnungen verwendet haben. Insbesondere haben sich am Ende alle Imaginér-
teile gegenseitig aufgehoben, d.h. alle Komponenten im Matrixexponential sind
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reell. (Bei komplexen Parametern o und § wére das aber nicht so). Die Losung
des Anfangswertproblems kann insgesamt als

21(t) = et (pa, ) cos (B(t—t.)) + 2 sin (B (t — 1))
2o(t) = ™) (— g,y sin (B (t — ) + 2up cos (B (t — t.)))
angegeben werden.
Merkregel: Bei einer diagonalisierbaren Matrix enthélt jede Fundamentalmatrix
nur exponentielle und /oder trigonometrische Terme bzgl. der Zeit ¢, wobei erstere
bzw. letztere von den reellen bzw. komplexen Eigenwerten stammen.
3. Der (bereits in Normalform gegebene) Jordan-Fall

-3 0 0 e 3t 0 0
A=110 +2 +1], exp(tA)=1| 0 ef?t tef?
0 0 +2 0 0 et?!

entspricht der Losungsformel

21 (t) 1 0 0
zo(t) | =e ¥y [0 +e™ ay [ 1] +e™ims |t

fiir das Anfangswertproblem mit ¢, = 0, wobei die drei Vektoren auf der rechten
Seite echte oder verallgemeinerte Eigenvektoren von A sind.

Merkregel: Nicht-diagonalisierbare Matrizen besitzen mindestens einen Jordan-

Eigenwert (bei dem geometrische und algebraische Vielfachheit nicht iiberein-

stimmen) und die Fundamentalmatrix wird polynomielle Vorfaktoren vor den
exponentiellen und/oder trigonometrischen Termen aufweisen.

Nochmal skalare Gleichungen héherer Ordnung Wir hatten oben bereits gese-
hen, dass die allgemeine Losung der Differentialgleichung

Y+ ym VO + .+ oy )+ a0y @) =0

mit Hilfe eines exponentiellen Losungsansatzes berechnet werden kann, sofern eine
Nicht-Entartungsbedingung erfiillt ist. Wir konnen dieses Ergebnis nun auch wie folgt
verstehen bzw. ableiten. Die Differentialgleichung fiir y(¢) kann mittels x,(t) = y(t),
.., Tp(t) = y™ D (t) auch als autonome Gleichung erster Ordnung mit Matrix

0 1 0o ... 0 0 0
0 0 1 .. 0 0 0
0 0 0o ... 0 0 0
A= o 0 : :
0 0 0o ... 0 1 0
0 0 0o ... 0 0 1
—Qy —Q1 —Qg ... —Qp_3 —Qp_2 —0Op_1

geschrieben werden. Das charakteristische Polynom

det (A = AI) = (=1)"(A\" + et A" '+ L+ A+ o) = (=1)"p(N)

Michael Herrmann: Mathematik 2 fir Elektrotechniker [D)ev-sa | Version vom 14.7.2020



4.6. Differentialgleichungen und Matrixexponential 245

ist bis auf den Vorfaktor (—1)" gerade das Polynom p, dessen Nullstellen \; wir bei
der Ansatzmethode bestimmen miissen, und wir sehen nun, dass die \; gerade die
Eigenwerte von A sind. Sind diese Nullstellen paarweise verschieden (Standardfall), so
ist A diagonalisierbar und das Matrixexponential bzw. die Fundamentalmatrix wird
nur die exponentiellen Zeit-Terme exp (A, t) enthalten. Insbesondere werden sowohl die
alte und als auch die neue Methode dquivalente Losungsformeln (nur mit einer anderen
Herleitung und anderen Konstanten) liefern. Im Entartungsfall gibt es mindestens eine
doppelte oder gar mehrfache Nullstelle und die Matrix A wird ein Jordan-Késtchen
besitzen. Die allgemeine Losung enthélt daher nicht nur exponentielle Terme, sondern
auch polynomielle Korrekturfaktoren.

Die Losungsformel, die aus der Berechnung des Matrixexponentials entsteht, kann
man benutzen, um folgendes Kochrezept zu rechtfertigen: Ist A; eine k;-fache Nullstelle
von p, so enthilt die Losungsformel fiir y(t) anstelle von C; e** den Term

(Cj,o + Cj,lt 4+ ...+ Oj,k]‘fl tkjil) e)‘jt .

Insbesondere wird es am Ende genau n freie Konstanten geben, da sich die algebraischen
Vielfachheiten aller Eigenwerte \; zu n addieren.

Beispiel Fiir die Gleichung
Y00 + 2000 290 (0) — (1) = 0
besitzt das Polynom
pA) =X 208 2 1=\ -1)(A+1)
die Dreifachnullstelle A\; = —1 sowie die Einfachnullstelle Ay = +1.
Lésungsweg 1: Das Kochrezept liefert
y(t) = (Cio+ Crat+ Ciat?) exp (—t) + Coexp (+1)

als allgemeine Losungsformel und wir rechnen einfach nach, dass diese fiir jede Wahl
der insgesamt vier Konstanten eine Losung der Differentialgleichung liefert.

Lésungsweg 2: Wir konnen nicht kochen und berechnen lieber das Matrixexponential
exp (t A). Dazu bemerken wir, dass

0 +1 0 0 -1 41 0 0
o 0 41 0] o« o <~ (o -1 41 0
A=lo o0 o 41| =525 A=l o 21 o0
+1 42 0 -2 0 0 0 +1

gilt, wobei A ecin dreidimensionales Jordan-Késtchen zum Eigenwert —1 enthélt, und
dass

-1 -3 —6 +1 -1 -3 =3 +7
g_ |t +2 +3 +1 g1_ 1|6 +10 -6 —10
-1 -1 =1 41|’ T8l -4 -4 +4 +4

+1 0 0 +1 +1 +3 +3 +1
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die Basiswechsel beschreiben. Insgesamt ergibt sich

et tet 1t?et 0
0 et te”t 0 1
exp (tA) =S- 0 0 ot 0 S
0 0 0 ett

und wir erhalten nach einigen Rechnungen am Ende via
x(t) = exp (t A) x,

wieder die allgemeine Losungsformel fiir z,(¢) = y(t), wobei aber die Konstanten C g,
Ci1, C12 sowie Cy von oben nun in expliziter und linearer Weise von den Anfangs-
bedingungen z, ; abhdngen. Die resultierende Formel ist allerdings zu lang fiir diese
Seiten.

Diskussion: Die Formeln des Kochrezeptes sind deutlich einfacher. Die Berechnung
des Matrixexponentials ist aber allgemeiner und funktioniert fiir alle Matrizen A, und
nicht nur fiir die, die aus einer skalaren Gleichung héherer Ordnung abgeleitet wurden.
Auferdem ist es beim zweiten Losungsweg einfacher, die Anfangsbedingungen auszu-
werten.

Michael Herrmann: Mathematik 2 fir Elektrotechniker [D)ev-sa | Version vom 14.7.2020



4.7. Stabilitat und Sensitivitat 247

Vorlesungswoche 12

4.7 Stabilitat und Sensitivitat

Ziel In diesem Abschnitt wollen wir verstehen, wie sich Losungen zu Anfangswert-
problemen bei kleinen Anderungen der Anfangsdaten und/oder von Parametern in der
Gleichung verhalten. Diese Frage ist nicht nur von theoretischem Interesse, sondern
spielt vor allem in den Anwendungswissenschaften eine grofe Rolle, da man die
Anfangsdaten und Parameter oftmals nur gemessen hat und daher nicht exakt kennt.
Wir beginnen mit Stérungen von Anfangsdaten und werden erst spéter solche von
Parametern beriicksichtigen.

Stabilitdt von Losungen

Vereinfachung Um die wesentlichen Ideen herauszuarbeiten, wollen wir die folgen-
den Vereinfachungen treffen:

1. Die Anfangszeit ist immer ¢, = 0.

2. Wir nehmen an, dass die betrachteten Losungen der Differentialgleichung immer
fir alle Zeiten t > 0 existieren.

Notation Wir werden in diesem Abschnitt die Anfangsdaten nicht mehr mit x,, son-
dern mit & bezeichnen, und aukerdem nicht nur die Abhéngigkeit von der Zeit, sondern
auch die von den Anfangsdaten explizit angeben. Wir bezeichnen also die Lésungen
von Differentialgleichungen mit x(¢, &) und schreiben das Anfangswertproblem als

oix(t, &) = £(t, x(t, £)),  x(0,&) =¢.

Die neue Schreibweise ist vollkommen dquivalent zur alten, macht aber besser deutlich,
dass die Anfangsdaten eigentlich Variablen der Losung sind.

Vorbemerkung In der mathematischen Theorie von Stabilitét gibt es einige Subtili-
téten, die vor allem von Grenz- und Entartungsfillen stammen. Wir beginnen daher
mit einer informellen Ubersicht, was Stabilitit bzw. Instabilitit in einem echten Sinne
meint, und diskutieren die leicht abweichende mathematische Definition spéter.

Bezispiele
1. Fir n = 1 beschreibt

8t.1’(t, g) = nx(t7 g)’ 33(0, f) :£

die einfachste lineare Differentialgleichung mit Parameter n (den wir hier als
gegeben und fest ansetzen), Zeit ¢ und variabler Anfangsbedingung £. Die Losung
ist offensichtlich durch

x(t, §) = & exp (1)

gegeben. Wir fixieren nun ein festes Anfangsdatum &, sowie die entsprechende
Losung der Differentialgleichung x(¢, &), betrachten aber auch Losungen x(t, £)
mit £ # &, d.h. mit gestorten Anfangsdaten. Mit Hilfe der Losungsformel konnen
wir nun leicht die folgenden Aussagen ableiten:
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(a) Fiir n <0 gilt

‘x(tv g) - .I'(t, g*) = ‘5 - f*

d.h. jede gestorte Losung nédhert sich im Laufe der Zeit der festgehaltenen
Losung an. Dies ist gerade die Idee hinter echter Stabilitat.

(b) Fir n > 0 gilt

d.h. jede gestorte Losung wird sich von der vorgegebenen im Laufe der Zeit
entfernen. Dieses Verhalten entspricht echter Instabilitdt.

(¢) Firn =0 gilt

t—o00

exp(=[nlt) —— 0,

exp (+ |n|t) BN

z(t, &) —x(t, &) =€ —¢&|  firalle t>0

d.h. die gestorte Losung néhert sich der vorgegebenen nicht mehr an, lauft
aber auch nicht von ihr weg. Insbesondere ist der Fall n = 0 gerade die
Grenze zwischen echter Stabilidt und echter Instabilitdt und es wiirde sehr
viel Sinn machen, ihn entweder mit keinem, oder mit allen beiden Konzepten
in Verbindung zu setzen. Aus historischen Griinden hat sich allerdings eine
andere Klassifikation durchgesetzt: Der Grenzfall n wird als stabil, aber nicht
als instabil betrachtet (siche unten).

2. Als Beispiel fiir n = 2 betrachten wir

A B Lt =
atx(t7 5)_A X(tv 5)7 ]7(0, 5)_57 A_2(771_772 771_’_,'72>

Da die Matrix A diagonalisierbar ist mit Eigenwerten 7; und 15, ergibt sich (zum
Beispiel nach Berechnung des Matrixexponentials) die Losungsformel

9U1(7f7 51, §2) . 1 et 4 gmt gmt __ gnat ‘ &
:1:2(75, SE 52) T 9 \emt _ gmt gmt_ gnzt &)
und damit

ri(t, &) —x1(L, &,) = %emt(fl +& — &1 — f*,z) + % enzt(fl —& =&+ 5*,2)
To(t, &) —wa(t, &,) =3 (& + & — &1 — &) —3e™(& — & — &a + &) -

Insgesamt erhalten wir die folgenden Aussagen fiir jedes fixierte &, :

(a) Fiir g1 < 0 und 7, < 0 klingen alle exponentiellen Terme fiir ¢ — oo ab.
Insbesondere ist die Losung x(¢, €,) echt stabil, denn es gilt

fiir alle &.

(b) Fir m; > 0 und 1, > 0 wachsen alle exponentiellen Terme. Dies impliziert

x(t, &) = x(t, &,)] — oo

und damit echte Instabilitit der Losung x(t, €,).
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(c¢) Fiir g1 < 0 < my bzw. 19 < 0 < n; gibt es wachsende und fallende Terme.
Unter der Bedingung §; — & — &1 + &2 =0bzw. &+ & — 61 — &2 =0
ist der wachsende Term nicht aktiv und die beiden Losungen x(¢, €) und
x(t, &,) ndhern sich an. Fiir alle anderen Anfangsdaten wird der Betrag
der Differenz iiber alle Grenzen wachsen und insgesamt ist die Losung mit
Anfangsdatum &, echt instabil.

(d) Auch hier gibt es Grenzfille, zum Beispiel 11 < 179 = 0 oder 1, = 19 = 0, bei
denen man eigentlich an der Grenze zwischen Stabilitdt und Instabilitét ist.

X

i
:
|

Graphische Darstellung der informellen Konzepte fiir n = 1, wobei f(¢, ) = nx bzw. f(t, ) = nz+sin(t) z
in der oberen bzw. unteren Zeile gilt. Die griine Losung links ist jeweils echt stabil, wohingegen die rote
Losung rechts echt instabil ist. Die blaue Losung in der Mitte entspricht dem entarteten Grenzfall.

Definition

1. Die Losung x(t, £,) heifst stabil, falls benachbarte Lésungen sich fiir ¢ — oo nicht
von ihr entfernen. Mathematisch wird dies als

Ve>0 36>0 : [€-&[<d = supllx(t, & —x(t &)l <e,
t>0

formuliert und meint, dass man fiir jedes (noch so kleine) € > 0 ein (meist viel
kleineres) d > 0 findet, sodass fiir alle Anfangsdaten £ in der 0-Nédhe von &, und
alle Zeiten ¢ > 0 der Abstand von x(¢, &) und x(t, £,) kleiner als ¢ bleibt.

2. Laufen benachbarte Losungen nicht nur nicht weg, sondern nahern sich fiir grofse
Zeiten sogar an, so spricht man von asymptotischer Stabilitdt. In Formeln wird
das durch die Zusatzbedingung

36>0 ¢ é-€ll<d = lim[x(t, &) —x(t &) =0,
ausgedriickt.

3. Eine nicht stabile Losung wird instabil genannt.

Bemerkungen

1. Etwas vereinfacht kann man sagen: Die asymptotische Stabilitét in der mathema-
tischen Definition ist das, was wir in den obigen Beispielen informell echte
Stabilitdt genannt haben, wohingegen Instabilitit ziemlich genau der echten
Instabilitat entspricht. Ist x(¢, €,) jedoch nur stabil (aber nicht asymptotisch
stabil), so handelt es sich eigentlich um einen Grenzfall und man sollte besser
von ,entartet stabil* (oder von “gerade noch stabil* bzw. ,fast schon instabil®)
reden. Allerdings hat sich diese Sprechweise nicht durchgesetzt.

Michael Herrmann: Mathematik 2 fiir Elektrotechniker [@D)ey-sa | Version vom 14.7.2020



250 4. Differentialgleichungen

2. Wir werden im Folgenden vor allem die Stabilitdt von stationdren Losungen
untersuchen, fiir die jede der drei dquivalenten Bedingungen

x(t, €)= €&  baw.  Ox(t.£)=0 bzw. £t €)=0

zu jeder Zeit t > 0 erfiillt ist. Stabilitét ist aber etwas, was man fiir jede Losung
einer Differentialgleichung untersuchen kann.

3. Bei nichtlinearen Gleichungen gilt: Stabilitdt beschreibt das Verhalten unter
kleinen Storungen von Anfangsdaten und macht keine Aussagen iiber grofle
Storungen. Bei linear homogenen Differentialgleichungen ist das etwas anders,
da es dort wegen der Linearitéit bzw. dem Superpositionsprinzip keinen Unter-
schied zwischen kleinen und groften Stérungen gibt und weil die Losungen daher
entweder alle stabil oder alle instabil sind (siehe unten).

4. Unser Stabilitdtskonzept bezieht sich immer auf zukiinftige Zeiten ¢ > 0. Man
kann analoge Konzepte fiir vergangene Zeiten ¢ < 0 einfiihren, aber diese spielen
hier und in den meisten Anwendungen keine Rolle.

= +.-\“\\\\\\ \\\\“ ///
+2.0 10\ * *‘ * ‘\ 1\1\\\\1\: ,\{{/%ﬁ;?
AR RN
L) e A
/\ / = ///J\\tﬁ:?/
=\ e
« 00 e oINS
’ X . = =\ /
?:/).7/)7/3\\\ \\ //
e AN
%7%WW%\\ o

SIS
= I IN Lih

y=. ol 2227/ NI
0.0 +1.0 210 0.0 10

t .

Graphische Darstellung der Stabilitidt (griin) bzw. Instabilitdt (orange und rot) stationdrer Losungen fiir
n = 1 (links, t-z-Diagramm) und n = 2 (rechts, Phasenportrait bzw. z1-z2-Diagramm), wobei die grii-
nen Lésungen sogar asymptotisch stabil sind. Der Unterschied zwischen Orange (Sattel) und Rot (Quelle)
manifestiert sich in veschiedenen Eigenwertsignaturen (siehe unten).

Stabilitat bei linearen und homogenen Differentialgleichungen

Setting Wir betrachten den linear homogenen Fall mit f(¢, x) = A(t) - x, den wir in
diesem Abschnitt als

8tx(t, 5) = A(t) -X(t, E) , x(0, &) =&

schreiben. Die Losungen sind durch

gegeben, wobei X(¢) eine Fundamentalmatrix ist (zum Beispiel die mit X(0) = I).
Insbesondere gibt es die triviale Losung x(¢, 0) = 0 fiir alle ¢ > 0.
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Lemma (Stabilitdt bei einer linear homogenen Differentialgleichung) Die
triviale Losung der Differentialgleichung ist

1. genau dann stabil, wenn es eine Konstante C' > 0 gibt, sodass

|X(@®)| <C  firalle t>0.

2. genau dann asymptotisch stabil, wenn
X —= o.

Hierbei bezeichnet ||-|| die kartesische Norm einer Matrix aus Mathe-1. Auferdem ist
jede andere Losung dann und nur dann stabil bzw. asymptotisch stabil, wenn die triviale
Losung diese Eigenschaft besitzt.

Beweisidee: Alle Behauptungen kénnen mit Hilfe des Superpositionsprinzips abgeleitet
werden, siehe zum Beispiel [AORS, Satz 22.4.5] fir die Details. O

Bemerkungen

1. Die Tatsache, dass die Stabilitdtsbedingung bei linearen Differentialgleichungen
(mit festen Parametern) immer fiir alle Losungen erfiillt bzw. nicht erfiillt ist,
ergibt sich aus dem Superpositionsprinzip. Insbesondere gilt stets

X(t’ 5) - X<ta E*) = X<ta E - €*> )

d.h. die Differenz zweier Losungen ist selbst Losung. Im nichtlinearen Fall ist
das anders und eine gegebene Differentialgleichung kann gleichzeitig stabile und
instabile Losungen besitzen.

2. Die Stabilitdtsbedingungen im Lemma sind von eher theoretischem Interesse,
da wir im nicht-autonomen Fall die Bedingungen an X(¢) nur schwer verifizieren
kénnen. Im autonomen Fall werden wir jedoch immer versuchen, das nachfolgende
Theorem zu benutzen, da es wesentlich bessere Aussagen bereitstellt.

3. Ein wichtiger Spezialfall sind zeitperiodische Matrizen mit A(t) = A(t + tper),
fiir die es die sogenannte Floquet-Theorie gibt.

Theorem (Hauptsatz iiber Stabilitit bei linear autonomen Gleichungen)
Im autonomen Fall A(t) = A gilt:

1. Besitzen alle Eigenwerte von A jeweils einen negativen Realteil, so ist jede Losung
asymptotisch stabil.

2. Hat auch nur ein Eigenwert von A einen positiven Realteil, so ist jede Losung
instabil.

Beachte, dass die Eigenwerte einer reellen Matrix komplexe Zahlen sein kénnen.

Beweisidee: Fur den Beweis fuhrt man via

A=S-A-S7', Xt €=S"'x(t§, €=S-¢
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neue Koordinaten ein, wobei A die Jordansche Normalform von A ist und ihre Eigen-
werte \; als Diagonaleintridge enthélt. Die Differentialgleichung in den neuen Koordi-
naten lautet

Ox(t, €) = A@t)-X(t, €), %(0,€)=¢

und die entsprechende Fundamentalmatrix X(t) = exp(t A) kann explizit berechnet
werden. Sie enthilt die exponentiellen Terme e’* sowie ggf. polynomielle Korrektur-
faktoren von den Jordan-Eigenwerten. Insbesondere kann nun die Behauptung mit x
statt x einfach aus der Losungsformel abgelesen werden. Da aber X(¢) = S - X(¢) fiir
alle t gilt und die Basiswechselmatrizen S und S~! nicht von ¢ abhéngen, folgt auch
das gewiinschte Resultat bzgl. x. O

Bemerkungen

1. Dieses Resultat ist ausgesprochen niitzlich (vor allem in der Praxis), denn es stellt
explizite Kriterien fiir die Stabilitdt bzw. Instabilitéit einer Losung bereit, die nur
von der Matrix A abhidngen und die Kenntnis der Losung nicht erfordern.

2. Besitzt einer oder mehrere der Eigenwerte von A einen verschwindenden Realteil,
so handelt es sich um einen Grenz- bzw. Entartungsfall und man muss verschie-
dene Unterfélle unterscheiden. Dabei gilt:

(a) Gibt es einen anderen Eigenwert mit positivem Realteil, so ist jede Losung
weiterhin instabil.

(b) Gibt es einen Jordan-Eigenwert mit verschwindendem Realteil, so sind die
Losungen auch instabil.

(c) Ist der Realteil aller Jordan-Eigenwerte negativ und der Realteil aller
anderen Eigenwerte nichtpositiv, so sind die Losungen der Differential-
gleichung zwar noch stabil, aber nicht mehr asymptotisch stabil.

Merkregel: Verschwindende Realteile sind kritisch fiir die Stabilitdt und man muss
genauer hinschauen.

3. Eigenwerte mit Realteil 0 sind in der Bifurkationsanalyse ausgesprochen wich-
tig, da sie einen Wechsel im qualitativen Losungsverhalten andeuten bzw. nach
sich ziehen konnen. Oder anders gesagt: Manchmal ist der Entartungsfall viel
interessanter als der Standardfall.

Beispiele
1. Fiir die Matrix
A— ( " +1>
-1 7
mit Parameter 1 berechnen wir die Eigenwerte zu
M=n—1i, Je=n+i

und erhalten asymptotische Stabilitét fiir n < 0 und Instabilitdt fiir n > 0, wobei
man dieses entweder mit dem Theorem oder mittels der expliziten Losungsformel
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(siehe oben) begriinden kann. Im Entartungsfall = 0 findet der Wechsel statt,
wobei wir in diesem Beispiel mit Hilfe der expliziten Losungen zeigen konnen,
dass die Losungen im Sinne der obigen Definition noch stabil (aber nicht mehr
asymptotisch stabil) sind.

2. Die Jordan-Matrix
+1

A= n
0

o O3
S = O

besitzt den Eigenwert A = 7, dessen algebraische bzw. geometrische Vielfachheit
3 bzw. 1 ist. Beachte, dass diese Matrix schon in Normalform gegeben ist, d.h. es
gilt A = A und S = S7! = I. Das Theorem liefert die asymptotische Stabilitit
bzw. Instabilitdt fir n < 0 bzw. n > 0, wobei wir dies alternativ auch wieder
direkt aus der Losungsformel

N[

0 1 ¢ 2
x(t, &) =exp | ¢ 1 E=exp(nt) |0 1 t |-&
n 00 1

n 1

0 n

0 0
&2 3
=exp(nt) ( )+texp nt) | & —|—%t2exp(nt) 0
0 0

ableiten konnen. Diese Formel hatten wir schon weiter oben hergeleitet bzw.
konnen ihre Giiltigkeit einfach nachrechnen. Fiir = 0 macht das Theorem keine
Aussagen, aber wegen

51 §2 53
xt, &) =&+t &) +52 |0
&3 0 0

schlieffen wir, dass die triviale Losung fiir n = 0 instabil ist.

Planarer Fall Wie wollen nun fiir eine reelle (2,2)-Matrix A untersuchen, ob die
triviale Losung (und damit auch jede andere Losung) stabil oder instabil ist. Dazu
betrachten wir die folgenden Félle und Unterfille:

1. A besitzt zwei verschiedene, jeweils nicht verschwindende Eigenwerte, wobei diese
entweder beide reell sind oder als ein Paar konjugiert komplexer Zahlen auftreten
(siche Mathe-1). Insbesondere ist A immer diagonalisierbar und wir konnen in
natiirlicher Weise sechs Unterfille unterscheiden, die alle fiir Anwendungen sehr
wichtig sind (siehe das erste Bild). Dabei ist der Fall von zwei rein-imaginiren
Eigenwerten eigentlich entartet und nicht robust unter kleinen Stoérungen der
Matrix (bitte nicht mit Stérung der Anfangsdaten verwechseln).

2. A besitzt nur einen Eigenwert, der entweder positiv oder negativ ist und die
geometrische Vielfachheit 1 oder 2 haben kann (siche das zweite Bild). In jedem
dieser vier Unterfille handelt es sich um einen entarteten Eigenwert, denn wenn
wir die Matrix ein bisschen stéren, so werden in aller Regel zwei verschiedene
FEigenwerte entstehen.
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3. Eine weitere mogliche Entartung ist, dass A den Eigenwert 0 besitzt, wobei wir
dann wieder verschiedene Unterfélle betrachten miissen, die wir hier aber nicht
im Detail diskutieren wollen.

N ST e, NS e
NN S\ N\
NNz S\ N7
NI =N\ W=7/
SN ::aé\r/f/;//%é M=
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Die 6 Moglichkeiten fiir eine (2,2)-Matrix mit zwei verschiedenen Eigenwerten, die jeweils nicht 0O sind,
wobei das Spektrum von A rechts oben in das jeweilige Phasenportrait gezeichnet wurde. Bei den ersten
funf handelt es sich um robuste Standardfélle, die auch vom Hauptsatz abgedeckt sind, wobei stabil bzw.
instabil durch griin bzw. rot/orange kodiert wird. Der Fall rechts unten ist zwar wichtig, aber eigentlich
entartet und nicht robust unter Stérungen der Matrix. Die Bilder sind prototypisch in dem Sinne, dass bei
gleichen Eigenwerten die Phasenportraits immer qualitativ gleich aussehen und sich nur durch eine lineare
Transformation (Drehung, Spiegelung, Stauchung) unterscheiden.
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Die 4 Entartungsfille mit einem doppelten, aber von Null verschiedenen Eigenwert, wobei oben bzw. unten
die geometrische Vielfachheit 1 bzw. 2 angenommen wird. Nicht dargestellt sind die Entartungsfille mit
Eigenwert 0.

Bemerkung Fiir n = 3 oder gar n > 3 miissen natiirlich sehr viel mehr Félle unter-
schieden werden. Die Standardsituation ist aber immer, dass A paarweise verschiedene
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Eigenwerte besitzt, die jeweils einen positiven oder einen negativen Realteil besitzen.
Alle anderen Moglichkeiten sind auf die ein oder andere Weise entartet. Beachte auch,
dass nur die Standardsituation robust unter kleinen Stérungen der Matrix ist.

Stabilitat bei nichtlinearen autonomen Differentialgleichungen

Setting Wir betrachten eine nichtlineare, aber autonome Differentialgleichung mit
Vektorfeld f : R" — R", deren Lésungen durch

Ox(t, &) =f(x(t, &),  x(0,& =¢

charakterisiert sind. Desweiteren sei &, € R™ mit f(§,) = 0 gegeben, d.h. ein
stationdrer Punkt, der via x(¢, £,) = &, eine stationére Losung liefert.

Linearisierung Um das Verhalten der Losungen in der Nahe des stationéren Punktes
zumindest ndherungsweise zu verstehen, beginnen wir mit dem Ansatz

X(t,ﬁ)ZS*—i-Z(t,C), ¢=&£-&,,

d.h. wir betrachten neben der stationdren Losung eine weitere und bezeichnen mit
z(t, ) bzw. ¢ die Differenz zwischen beiden Losungen bzw. den entsprechenden
Anfangsdaten. Insbesondere gilt

Oix(t, &) = Ouz(t, ¢)

und der Satz von Taylor kombiniert mit f(£€,) = 0 impliziert

£(x(t. €)) = (€. +2(t, ) = IE(E.) -a(t, ¢) + O(lla(t, Q)II) -
Solange ||z(t, ¢)|| klein bleibt, erfiillt die Storung das approximative Problem

atz(ta C) ~ Jf(ﬁ*) ’ Z(tv C)’ Z(Oa C) = Cv

wobei die entsprechende Differentialgleichung (mit = anstelle von =) linear, homogen
und autonom ist und die Linearisierung der nichtlinearen Gleichung im stationéren
Punkt &, genannt wird. Die gegebene stationdre Losung x(¢, €,) = &, entspricht dabei
gerade der trivialen Losung z(¢, 0) = 0. Beachte, dass wir durch Vorgabe von ¢ mit
|¢]| < 1 erreichen konnen, dass ||z(¢, ¢)|| fiir alle hinreichend kleinen Zeiten ¢t > 0
wirklich klein ist. Es kann aber sein, dass ||z(¢, ¢)]| fiir grofe ¢ immer grofer wird und
dies impliziert dann die Instabilitdt von &,. Eine tiefe Erkenntnis der Mathematik ist
nun, dass die Linearisierung viele qualitative Eigenschaften der nichtlinearen Gleichung
in der Néhe von &, oftmals richtig widerspiegelt.

Theorem (Hauptsatz iiber Stabilitéit bei nichtlinearen Gleichungen) Fiir die
stationdre Losung der nichtlinearen autonomen Gleichung gilt:

1. Sie ist asymptotisch stabil, sofern alle Eigenwerte von A, einen negativen Realteil
aufweisen.

2. Sie ist instabil, sofern mindestens ein Eigenwert von A, einen positiven Realteil
besitzt.

Dabei ist A, = Jf(£,) die Jacobi-Matrix von f ausgewertet im stationdren Punkt.

Zum Beweis: Dieses Resultat konnen wir mit unseren Kenntnissen nicht ableiten. [
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Bemerkungen

1. Der Hauptsatz wird auch Prinzip der Linearisierten Stabilitdt genannt, denn er
erlaubt es (unter gewissen Voraussetzungen) die Stabilitdt oder Instabilitat der
nichtlinearen Losung aus rein linearen Betrachtungen (Eigenwerte von Matrizen)
abzuleiten. Es handelt sich um das Standardverfahren fiir die Untersuchung von
Stabilitat bei nichtlinearen Gleichungen und wird vor allem in den Anwendungs-
wissenschaften sehr oft eingesetzt.

2. Der Hauptsatz macht keine Aussagen iiber die Stabilitét der stationdren Losung,
wenn einer oder mehrere der Eigenwerte von A, einen verschwindenden Realteil
aufweisen, wobei wir dies heuristisch wie folgt verstehen konnen: Die Eigenwerte
mit Realteil 0 sind kritisch fiir Stabilitdt bzw. Instabilitdt und in der Linearisie-
rung entsprechen sie Grenzfillen. Die nichtlineare Stabilitdt bzw. Instabilitat wird
dann von den hoheren Ordnungstermen in der Taylor-Approximation bzw. den
héheren Ableitungen von f in &, bestimmt, die wir in der Linearisierung vernach-
lassigen. Sind jedoch die Realteile aller Eigenwerte jeweils positiv oder negativ,
so sind die linearen Terme dominant und wir diirfen (so sagt der Hauptsatz) die
hoheren Ordnungsterme gefahrlos ignorieren (jedenfalls solange die Norm von
z(t, ¢) klein bleibt).

Bemerkung: Eine einfache, qualitative Analogie fiir unsere Argumentation ist das
Verhalten der skalaren Funktion

p(t) :Oélt+042t2+043t3

in der Nahe der Nullstelle ¢ = 0. Fiir a; < 0 bzw. a; > 0 ist die Funktion p in
der Nahe von 0 monoton fallend bzw. monoton wachsend, und zwar unabhéngig
davon, welche Werte s und a3 annehmen (lineare Dominanz fiir t ~ 0). Im Fall
von o = 0 dominiert hingegen der quadratische Term. Es sei denn, es gilt auch
noch as = 0.

3. Wenn alle Eigenwerte von A, einen nicht verschwindenden Realteil besitzen,
so charakterisiert die Linearisisierung nicht nur nicht die Stabilitat der station-
dren Losung x(t, €,) = &,, sondern auch das qualitative Verhalten aller anderen
Losungen in der Nihe von €, d.h. fiir x(t, §) ~ &,. Das ist die Aussage des
Theorems von Hartmann-Grobmann.

Beispiele

1. Fiir n = 1 ist das Vektorfeld eine skalare Funktion f : R — R, wobei die Null-
stellen von f via f(&,) = 0 gerade die stationdren Punkte sind. Das linearisierte
Anfangswertproblem ist auch skalar und durch

atz(ta C) = O Z(t7 C)a 2(07 C) = C

gegeben. Es enthélt den Parameter

CL* = f/(g*) 9

der gerade die einzige Komponente einer (1,1)-Matrix ist. Der Hauptsatz kann
damit wie folgt konkretisiert werden:
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(a) Fiir a, < 0 ist & asymptotisch stabil.
(b) Fiir a, > 0 ist &, instabil.

(c) Fiir a, = 0 konnen wir keine Aussage machen bzw. miissen hohere Ablei-
tungen von f in &, auswerten.

Wir werden auf skalare autonome Gleichungen gleich noch genauer eingehen.

2. Wir betrachten die autonome Differentialgleichung zum planaren Vektorfeld

£y, 12) = ( —z1 + Ty )

2 2
2—x7— 15

und verifizieren durch direkte Rechnungen, dass es zwei stationdre Ldsungen
x(t, §;) = €; gibt, némlich

51 = (:1) ’ £2 = <ii) )

fiir die auch f(§;) = 0 gilt. Weitere Berechnungen liefern

-1 +1 ~ 1—17 0
A1:Jf(§1):<+2 _|_2>’ Al:( 0 1+\/1_7>

—-1 +1 % —3—1iV7 0
AQ_Jf@?)_(—z —2)’ AQ_( 0 —3+i\/?>’

wobei A; = S; -:&j . S;l fiir geeignete Matrizen S; gilt. Die Diagonaleintrage von

sowie

A; sind gerade die Eigenwerte von A; (die brauchen wir) und die Spalten von
S; bestehen aus Eigenvektoren von A; (die wir hier aber nicht berechnen miis-
sen). Insbesondere klassifiziert der Hauptsatz &, bzw. &, als stabil bzw. instabil
(beachte, dass V17 =~ 4.12 und /7 ~ 2.65).

3. Fiir die Differentialgleichung zum planaren Vektorfeld

9, .2
£z, ) = ( 2?2 + 23 )

2
+T Ty — T1 X2

erhalten wir die drei stationidren Losungen bzw. Punkte

0 -1 +1
61 - (0) ’ 52 - <+1> ) £3 - (_|_1>
und berechnen
(0 0 (=2 =2 _(+2 =2
Al_(o 0)’ AQ_(O —1)’ A3_<0 +1)
~ -2 0 ~ +1 0
AQ_(O —1)’ A3_(0 +2>

Der Hauptsatz impliziert, dass &, bzw. &5 stabil bzw. instabil ist, macht aber
keine Aussage iiber &,, da die entsprechende Jacobi-Matrix A; den Eigenwert
0 besitzt (sogar doppelt). Mit verfeinerten analytischen Argumenten (oder dem
Plot des Phasenportraits) kann man aber zeigen, dass &, instabil ist.

sowie
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+2.0] \\\ \\\ T ‘ |
N S
>\

-2.0

NE—=—

X1 X4

Die Phasenportraits der gerade gerechneten nichtlinearen planaren Beispiele. Beachte, dass die Losungen in
der Néhe der griinen (asymptotisch stabil) bzw. orangen (instabil) stationdren Punkte durch die jeweilige
Linearisierung beschrieben werden kénnen (vgl. dazu die Bilder der linearen Phasenportraits weiter oben).
In der N&he des entarteten blauen Punktes ist dies nicht so, denn in diesem Beispiel handelt es sich um
einen sogenannten A ffensattel, fiir den es keine Entsprechung in der linearen Theorie gibt.

Skalare autonome Gleichungen und qualitatives Verhalten ihrer Losungen*
Besonders einfach sind skalare autonome Gleichungen, d.h. der Fall

atl'(ta 5) = f(l‘(t, f)) ) $(0, g) = 5,

da man hier in der Regel das qualitative Verhalten jeder Losung sehr gut und ohne
explizite Losungsformel charakterisieren kann.

Theorem (einfachster nichtlinearer Fall) Sei f : R — R eine stetig differen-
zierbare Funktion und seien &; und & zwei aufeinanderfolgende Nullstellen von f mit
entweder

1. f'(&) <0< f'(&) und f(z) <0 fiir & <o < & (gelb im Bild)
oder
2. f'(&) > 0> f'(&) und f(x) >0 fir § <z < & (blau im Bild).
Dann existiert fiir jedes £ € (&, &) die maximale Losung z(¢, £) fir alle £ € R und ist
1. strikt mononon fallend in ¢ mit lim;_, o z(t, ) = & und lim;_,, o x(t, §) = &
bzw.
2. strikt mononon wachsend in ¢ mit lim;, o, (¢, £) = & und limy, o (¢, §) = &o.
Insbesondere ,,verbindet* z(t, £) die beiden stationdren Punkte & und &.

Zum Beweis: Alle Aussagen konnen aus der Differentialgleichung, dem Satz von Picard-
Lindel6f und unserem Mathe-1-Wissen {iber monotone stetige Funktionen abgeleitet

werden. Die Argumentation ist allerdings ziemlich trickreich. O
X
O(t,€) = f(x(t,€))
0,€) =
2(0,§) =¢ D < 0
T (9tac >0
Ox <0

‘ !
| >
Graphische Darstellung des soeben formulierten Theorems, wobei stabile bzw. instabile stationére Losungen
in griin bzw. rot gezeichnet wurden. Beachte, dass sich die Monotonieeigenschaften der Loésungen direkt
aus der Differentialgleichung ablesen lassen und dass sich die Losungen zu verschiedenen Werten von £ im

t-z-Diagramm niemals schneiden diirfen, da sonst im Schnittpunkt (¢«, z«) ein Widerspruch zum Satz von
Picard-Lindelof entstiinde.
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Bemerkung Auch fiir nichtlineare planare autonome Gleichungen kann man in der
Regel das qualitative Verhalten fast vollstdndig ohne Losungsformeln charakterisieren,
zum Beispiel in dem man das zu Grunde liegende Vektorfeld bzw. das entsprechende
Phasenportrait graphisch darstellt bzw. von einem Computerprogramm darstellen lasst.
Allerdings kann man dann nicht mehr davon ausgehen, dass die Komponenten der
Loésung monoton in der Zeit sind, da es Oszillationen geben kann (aber nicht muss).
Nichtlinear autonome Systeme mit n > 2 sind aber deutlich schwieriger zu analysieren.
Das gleiche gilt fiir nichtautonome Gleichungen.

Sensitivititsanalyse bei Differentialgleichungen™

Ziel Wir wollen nun auch die Abhéngigkeit der Losungen von Parametern studieren
und schreiben daher

8tX<t, 57 77) = f(t> X(tv €> 77)? "7) 5 X(Ov €> = €a

wobei m € R™ fiir m skalare Parameter in der Differentialgleichung steht. Wir
wollen auferdem voraussetzen, dass die (im Allgemeinen nichtlineare) Funktion
f:R xR"xR™ — R" stetig differenzierbar ist, wobei ihre Variablen ¢t € R, x € R"
und n € R™ sind.

Bezispiele

1. Das einfachste Beispiel ist wieder die lineare und skalare Differentialgleichung

dx(t, &, m) =nx(t, & n), z(0, §) =¢

mit Losungsformel

x(t, & n) =& exp (nt),

wobei 77 nun nicht mehr eine festgehaltene Konstante ist, sondern als Variable
betrachtet wird.

2. Die (bereits entdimensionalisierte) Differentialgleichung zweiter Ordnung

1

Oy

modelliert die Ballistik eines vom FErdboden abgefeuerten Projektils (unter
Vernachléssigung aller Reibungseffekte), wobei y(t) die Flughthe darstellt und
n eine dimensionslose Grofe bezeichnet, die iiblicherweise sehr klein ist und in
die verschiedene andere Konstanten (z. Bsp. der Abschusswinkel, eine Referenz-
geschwindigkeit und die Erdbeschleunigung) einfliefen. Fiir unsere Betrachtungen
transformieren wir die Gleichung in ein System erster Ordnung und schreiben das
entsprechende Anfangswertproblem als

IQ(tJ 517 527 77)
o (e =|- ! ] saew-g.
(1+nas(t, &, &, 1))
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wobei x; bzw. x9 wieder fiir y und ¢ steht, wir aber diesmal die Abhéangigkeit
von 7 und den Anfangsdaten &, & explizit schreiben. Fiir n = 0 reduziert sich
die Gleichung auf §j(t) = —1 und wir erhalten via

Il(t) 517527 0):£1+€2 _%t27 l‘Z(ta 517527 O)ZSZ_t

die klassische Wurfparabel. Diese Losung existiert zwar fiir alle Zeiten, ist aber
nur bis zur Aufprallzeit ty = & + /2& + &5, d.h. fiir 0 < ¢ < ty, physikalisch
sinnvoll. Eine naheliegende Frage ist nun, wie stark sich die Losung dndert, wenn
der Parameter 1 nicht mehr Null gesetzt wird. Fiir n # 0 gibt es zwar keine
explizite Losungsformel mehr, aber zumindest fiir kleine n kann man die Fragen
mit einer Sensitivitdtsanalyse gut beantworten.

Sensitivitdten Sind &, gegebene Anfangsdaten sowie 7, ein gegebener Satz von
Parametern, so impliziert der Satz von Taylor die Approximationsformel

xk(tv 67 n)_xk(t» 5*7 77*) ~ Zaﬁjxk(t> 5*7 T’*)(é.j_g*,j) +Zamxk(tv 5*7 77*)(7%—77*,1),
=1 i=1

sofern die partiellen Ableitungen von z; nach & und 7; existieren und stetig sind.
Wenn dies so ist, nennt man die Ableitungen Oz bzw. 0, z; die Sensitivitit von
xy bzgl. & bzw. n;. Die Sensitivitaten quantifizieren zu fithrender Ordnung, wie stark
sich kleine Stérungen der Anfangsdaten bzw. der Parameter auf die Losungen der
Differentialgleichung auswirken. Man kann nun folgende Fragen stellen:

1. Existieren die Sensitivitdten, d.h. héngt x wirklich in stetig differenzierbarer
Weise von £ und 1 ab?

2. Muss man fiir die Berechnung der Sensitivitdten eine explizite Losungsformel
verwenden oder geht das auch anders?

Theorem (Hauptsatz iiber Sensitivitdten) Die Sensitivitéten

V(ta 5*7 Ir]*) = aﬁx(t7 E*v T’*) € R(nM)a W(tv 5*7 T’*) = 877X<t7 6*7 77*) € R(n’m)

sind wohldefiniert und erfiillen die linearen, aber im Allgemeinen nicht-autonomen
Anfangswertprobleme

ovV(t, &, m)=Al &, n) V(I &.n),  V(0,&,n.)=1

und

atW(t, 5*7 n*) = A‘(t7 6*’ n*) : W(t7 6*’ n*) + B(t7 6*’ 17*)7 W(O7 E*? n*) = O'

Hierbei konnen

A(t’ 6*7 n*) - 8Xf(t’ X(t7 S*a T’*)7 77*) € R(n,n)

und

B(t, &, n.) = 0nf(t, x(t, €,, m,), n,) € R™™

aus den verschiedenen partiellen Ableitungen von f durch Einsetzen der festgehaltenen
Losung x(t, &,, n,) berechnet werden.
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Bemerkungen

1. Die Anfangswertprobleme fiir die Sensitivitdten sehen auf den ersten Blick sehr
kompliziert aus, entstehen aber auf ganz einfache und natiirliche Weise: Man
differenziere die urspriingliche Differentialgleichung sowie die Anfangsbedingung
nach & bzw. n und wende dabei die héherdimensionale Kettenregel an. Mit dieser
Erkenntnis kann man sich die Gleichungen fiir die Sensitivitdten auch jederzeit
wieder herleiten.

2. Der Beweis des Theorems beruht (etwas vereinfacht gesprochen) auf folgender
Idee: Die Sensitivitaten existieren, weil die angebenen Anfangswertprobleme eine
eindeutige Losung besitzen.

3. Eine direkte Folgerung ist:

Die Losungen einer Differentialgleichung hingen in stetig differen-
zierbarer Weise von den Anfangsdaten und den Parametern in der
Gleichung ab, sofern die rechte Seite £ hinreichend gut ist.

Ublicherweise wird dieses wichtige Resultat direkt nach dem Satz von Picard-
Lindel6f und ohne expliziten Bezug zu Sensitivitdten abgeleitet.

4. Die Sensitivitdten hdngen von der Zeit t ab, d.h. sie unterliegen selbst einer
Dynamik oder Evolution und fiir ihre Berechnung muss man lineare Differential-
gleichungen losen. Das kann sehr aufwendig sein und erfolgt in der Praxis meist
numerisch mit dem Computer. Ein modernes Schlagwort in diesem Zusammen-
hang ist uncertainty quantification.

Bezispiele

1. Im ersten der obigen eingefiithrten Beispiele konnen wir die Sensitivitaten direkt
durch Differentiation der Losungsformel berechnen. Wir erhalten

U<t7 5» 77) = 85.Z’<t, f» 77) = €Xp (77 t)v w(ta 57 77) = (977:13(t, 67 77) = tfexp (77 t)

und sind damit eigentlich schon fertig. Wir kénnen aber zusétzlich durch Nach-
rechnen — oder alternativ durch Differentiation der Ursprungsgleichungen nach
& und 1 — verifizieren, dass die beiden Anfangswertprobleme

at/v(t’ 67 n) = a(t7 57 Tl) U(t7 57 n)? v<0? 57 TI) = ]'

und

onw(t, &, m) = a(t, & n)w(t, & n) +b(t, & n), w(0,&,1m) =0

in der Tat erfiillt sind, wobei sich die Koeffizientenfunktionen

a(t, &, n) = 0. f(t, x(t, &, n), m) =1

und

b(ta & 77) = anf<t’ l’(t, 3 77)7 77) ={exp (77)

direkt aus f(t, , n) = nax ergeben. Bemerkung: In allen Formeln hétten wir
natiirlich auch &, statt & und 7, statt n schreiben kénnen.
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2. Im Projektilproblem (siehe wieder oben) gibt es keine allgemeine Losungsformel,
aus der wir die Sensitivitdt durch direktes Ableiten gewinnen kénnen. Wir wollen
aber fiir die Losung

_ 142
E* = ((1)) b 77* = Oa X(ta E*v T}*) = (tl _QE )

ihre Sensitivitaten

_ aﬁlxl(ta £*7 77*) 8521.1 (t7 5*7 77*) (2,2)
V(t7 5*7 77*) - (8£1$2(t, 5*7 77*) 8§2$2(t, 5*’ 77*) E R

und

. 3,7561@7 E*? 77*) (271)
W(t7 5*7 77*) - (anﬂ’}Q(t, 5*, 77*) © R

mit Hilfe der angegebenen Anfangswertprobleme berechnen. Mit

T2
ft,x,n)=(_ 1
(1+na)?
berechnen wir
0 +1 0
Of(t,x,m)=|__ 21 |, oftt,xn=|_211 _
(1+nx)’ (1+nx)’

und erhalten

A(t, &, n.) = (8 461> . Bt &.n) = (Qt(th)

nach Einsetzen von 7, und der Losung x(t, &,, 7.). Wir missen nun die beiden
Anfangswertprobleme

und
W(t) = A(t)-W(t)+B(t), W(0)=0

16sen, wobei wir zur Vereinfachung der Notation die Abhéngigkeit von £, und 7,
nicht mehr explizit geschrieben haben, da diese ja oben fixiert wurden. Da A hier
nicht von ¢ abhéngt (das ist aber meist nicht so), erhalten wir

V(t) = exp (t (8 é)) B GJ i)

und das Duhamel-Prinzip liefert wegen der Anfangsdaten
| [ ((t=0) (20— o)
01 t—0o)(20 -0
W(t) = /eXp ((t —0) (0 0)) -B(o)do = / ( (20 — o) ) do
0 0
= (é t23 _1%23254) .
2 — 1
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Wir kénnen diese Ergebnisse nun in die approximative Taylor-Formel einsetzen.
Wenn wir zum Beispiel zunéchst 7 als variabel, die Anfangsdaten aber als fixiert,

betrachten, erhalten wir

~T1(t7 E*a 7]) = ml(t7 E*a 77*) + Wll(ta E*? 77*) (77 - 77*) + O((W - 77*)2)
~ (= 38)+ (46— )+ O()

als Naherungsformel fiir die Flughohe, wobei die rechte Seite nur von ¢ und 7
abhéngt. Insbesondere sehen wir, dass der Einfluss des Parameters n fiir kleine
Zeiten t in der Tat sehr klein ist, aber dann relativ schnell anwéchst. Die Formel
mit Storung der Anfangsdaten beinhaltet auch die Beitréage von den Sensitivitédten
Vit &,, ns), Via(t, €., n.) und lautet

zi(t, &) =(t—3)+ &+t (& -1+ (38 — Lt + O(n*+&+(&-1)?),

wobei fiir hinreichend kleine Zeiten Storungen von & und &, deutlich grofere
Auswirkungen haben als eine Anderung von 7. Fiir grofse Zeiten ist das aber

nicht mehr so.

Bemerkung: Wir hétten die Formel fiir V(¢, €,, 0) auch aus der oben angegeben
Losungsformel fiir n = 0 durch Differentiation nach & und & direkt ableiten
konnen. Die Sensitivitdt W (t, €,, 0) kann aber so nicht berechnet werden, eben
weil die Losungsformel nur fiir n = 0 gilt.

1.0 1.0

0.0,

0.0 1.0 20 3.0 0.0
t

1.0 20 3.0
t

0.0

1.0

20 3.0
t

Verschiedene Losungen des Projektilproblems, wobei z1 (¢, €,, n«) schwarz dargestellt ist und die roten bzw.

griinen bzw. blauen Kurven Stérungen in 7 bzw. & bzw. {2 entsprechen.
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