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Kapitel 1

Einführung

Ein Graph besteht aus Knoten und verbindenden Kanten, wobei wir in dieser Vorlesung
zunächst annehmen, dass Kanten verschiedene Knoten verbinden und zwischen je zwei
Knoten entweder keine oder genau eine Kante besteht. Außerdem sollen alle Kanten
ungerichtet sein. Man kann aber auch allgemeinere oder modifizierte Graphenkonzepte1

studieren.

Graph Multigraph

PseudographDigraph

Abbildung 1.1: Verschiedene Konzepte in der Theorie von Graphen. Multigraphen und
Pseudographen können durch die Hinzunahme virtueller Knoten zu einem Graphen gemacht
werden. In Digraphen (Abkürzung für directed graph) besitzt jede Kante eine ausgezeichnete
Richtung.

1.1 Motivierende Beispiele

Königsberger Brückenproblem Der Beginn der mathematischen Graphentheorie
ist eine Untersuchung von Leonard Euler: In der Stadt Königsberg (heute Kaliningrad)
gibt es zwei Inseln im Fluß Pregel, die damals mit insgesamt 7 Brücken untereinander
bzw. mit einer der beiden Uferseiten verbunden waren (linkes Bild in Abbildung 1.2).
Euler untersuchte nun, ob es einen (geschlossenen) Rundweg gibt, der über jede der 7

1Ein Graph im Sinne dieser Vorlesung wird in der Literatur oftmals auch schlichter Graph (bzw.
simple graph) genannt.

5



6 1. Einführung

Brücken genau einmal führt. Man kann diese Frage anhand eines Graphen mit 4 Knoten
(die Inseln und die Uferseiten) und sieben Kanten (die Brücken) beantworten (Bild in
der Mitte). Dabei handelt es sich eigentlich um einen Multigraphen, da es zwischen zwei
Knoten mehrere Kanten geben kann. Man kann diesen aber durch Hinzunahme zweier
virtueller Knoten (graue Kreise im Bild) in einen Graphen im Sinne dieser Vorlesung
überführen.

Abbildung 1.2: Die Lösung des Königsberger Brückenproblems war das erste graphen-
theoretische Resultat der Mathematik.

Die Antwort auf Eulers Frage ist negativ, wie folgender indirekter Beweis zeigt:
Wenn es einen solchen Rundweg gäbe, müsste jeder Knoten (d.h. jede Insel oder Ufer-
seite) eine gerade Anzahl von Kanten besitzen, denn wenn man diesen Knoten über
eine Kante erreicht, so muss man ihn entlang einer anderen Kante verlassen. Oder
anders gesagt: In jedem Knoten müsste es genauso viele einlaufende wie auslaufende
Kanten geben, d.h. Brücken die entlang des Weges zu diesem Knoten hinführen bzw.
von ihm wegführen. Die vier Knoten im Königsberger Brückengraphen besitzen aber
alle jeweils eine ungerade Anzahl von Kanten (schwarze Zahlen im mittleren Bild), und
deshalb kann es den gesuchten Rundweg nicht geben.

Wir werden in Kapitel 2 solche Eulerschen Kantenzüge genauer untersuchen und
zeigen, dass die notwendige Bedingung (gerade Kantenzahl für jeden Knoten) sogar
hinreichend ist. Werden im Bild zum Beispiel zwei geeignete Brücken gesperrt (rote
Kanten im rechten Bild), so besitzt jeder Knoten nun eine gerade Anzahl zulässiger
Kanten und es gibt einen Rundweg (die Pfeile), der alle nicht gesperrten Brücken genau
einmal passiert. Beachte, dass dieser Rundweg einen Knoten mehrmals durchläuft.
Rundwege, die jeden Knoten genau einmal und jede Kante höchstens einmal passieren,
heißen Hamiltonsche Kantenzüge, und man findet solche Rundwege leicht im Königs-
berger Brückengraphen. Die allgemeine Existenztheorie ist aber deutlich komplizierter
und noch nicht vollständig verstanden. Auch dies werden wir in Kapitel 2 diskutieren.

Paarungen (oder auch Matchings) Eine weitere klassische Fragestellung der
Graphentheorie ist in Abbildung 1.3 illustriert und betrifft sogenannte bipartite
Graphen. Diese bestehen aus zwei Klassen von Knoten (blaue und grüne Kreise, Männer
und Frauen, Flugzeuge und Piloten) und die Aufgabe besteht darin, aus einer gegebenen
Menge von Verbindungskanten zwischen diesen beiden Gruppen eine möglichst große
Paarung auszuwählen, d.h. eine Teilmenge von Kanten, die jeden Knoten der einen
Gruppe mit höchstens einem Knoten der anderen Gruppe verbinden.

Dieses Heiratsproblem ist die Grundlage aller Partnerschaftsvermittlungen, wobei
die schwarzen bzw. farbigen Kanten im Bild den vorgegebenen Präferenzen der
Personen bzw. den gestifteten Ehen entsprechen. Analoge Probleme tauchen aber zum
Beispiel auch bei der Dienstplanerstellung von Unternehmen auf, bei der man jeden
Tag eine möglichst optimale Paarung zwischen den vorhandenen Geräten und den
verfügbaren Mitarbeitern finden muss. In Kapitel 3 werden wir studieren, wie man
Michael Herrmann: Graphentheorie Version vom 8. Juli 2024



1.1. Motivierende Beispiele 7

Abbildung 1.3: Viele Anwendungen der Graphenthorie betreffen die Wahl von Paarungen
in einem gegebenen bipartiten Graphen (links), wobei es maximale (rote Kanten rechts) und
nicht maximale Paarungen (orange Kanten in der Mitte) geben kann.

Paarungen algorithmisch finden kann und unter welchen Bedingungen es maximale
Lösungen gibt.

Färbungen Ein anderes wichtiges Teilgebiet der Graphentheorie untersucht Knoten-
färbungen in einem gegebenen Graphen, wobei je zwei durch eine Kante verbundene
Knoten unterschiedlich gefärbt sein sollen. Eine klassische Anwendung ist in Abbildung
1.4 dargestellt und betrifft Landkarten, aus denen im ersten Schritt der sogenannte
Duale Graph der Karte konstruiert wird. Die Knoten in diesem Graphen stellen die
Länder (oder ihre Hauptstädte) dar und zwei solcher Knoten sind genau dann durch
eine Kante verbunden, wenn die entsprechenden Länder eine gemeinsame Grenze
besitzen. Hat man nun eine Knotenfärbung mit möglichst wenigen Farben gefunden,
so kann man im Anschluss die Länder in der Karte entsprechend kolorieren, wobei je
zwei benachbarte Länder in unterschiedlichen Farben erscheinen.

Abbildung 1.4: Das Färben von Landkarten ist ein graphentheoretisches Problem.

Wir werden solche und andere Färbeprobleme in den Kapiteln 4 und 5 weiter unter-
suchen. Insbesondere werden wir geeignete Algorithmen kennenlernen (die aber nicht
unbedingt eine optimale Lösung liefern) und den Fünf-Farben-Satz für sogenannte
planare Graphen beweisen. Eigentlich reichen bei Landkarten sogar immer 4 Farben
(oder weniger), aber der entsprechende Vier-Farben-Satz konnte bisher noch nicht
vollständig, d.h. nicht ohne Hilfe des Computers, bewiesen werden. Für das konkrete
Beispiel braucht man wirklich 4 Farben. Sehen Sie warum? Die Entscheidung, ob ein
gegebener allgemeiner Graph mit k Farben gefärbt werden kann, ist übrigens ein NP-
vollständiges und damit wirklich schwieriges Problem.

Netzwerke In Kapitel 6 werden wir verallgemeinerte Graphen untersuchen, bei
denen die Kanten typischerweise numerische Gewichte tragen und oftmals auch eine
ausgezeichnete Richtung aufweisen. Ein erstes Beispiel ist der linke Graph in Abbildung
1.5, der eine sogenannte Markow-Kette kodiert. Dabei handelt es sich um einen
stochastischen Prozess, wobei die Knoten des Graphen die Zustände repräsentieren
und die Kantengewichte die Übergangswahrscheinlichkeiten zwischen diesen Zuständen
beschreiben. Wir können die Dynamik solcher diskreten Sprungprozesse in dieser
Vorlesung leider nicht untersuchen, werden aber in Kapitel 6 Transportprobleme in
Netzwerken studieren. Ein typisches Beispiel ist der Graph im rechten Bild von
Abbildung 1.5, in dem die blauen Kanten Rohre darstellen, durch die eine Flüssigkeit
transportiert werden kann. Die schwarzen Zahlen geben dabei die maximale Kapazität
Michael Herrmann: Graphentheorie Version vom 8. Juli 2024



8 1. Einführung

jedes Rohres an und die Knoten können als Kreuzungen oder Pumpstationen inter-
pretiert werden.

? ?

Abbildung 1.5: Die Untersuchung von Netzwerken ist auch Teil der Graphentheorie.

Eine wichtige Fragestellung betrifft den maximal möglichen Durchfluss, d.h.
man möchte zum Beispiel möglichst viel Wasser in den gelben Anfangsknoten (die
sogenannte Quelle) pumpen, das dann durch das Netzwerk verlustfrei bis zum orangen
Endknoten (die Senke) weitergeleitet werden soll. Im konkreten Beispiel ist der
maximale Durchfluss 4, d.h. unser Netzwerk kann höchstens vier Einheiten Wasser
von der Quelle bis zur Senke transportieren. Man kann diesen Wert durch langes und
scharfes Hinsehen ableiten, aber wir werden in Kapitel 6 dieses Problem systema-
tisch untersuchen und die entsprechende Theorie kennenlernen. Insbesondere werden
wir sehen, dass es immer ein Duales Schnittproblem gibt. Im Bild wird der kritische
(d.h. minimale) Schnitt durch die rote Line dargestellt, die drei Kanten des Graphen
kreuzt bzw. schneidet. Diese drei Kanten bilden zusammen den „Flaschenhals“ des
Netzwerkes, wobei die Summe der entsprechenden Kapazitäten gerade 4 als den Wert
des maximalen Durchflusses liefert.

1.2 Grundbegriffe, Teil 1

Formale Definition eines Graphen

Wir beginnen mit einer sehr abstrakten Definition, die sehr gut zum Beweis von
Theoremen geeignet ist. In der Praxis werden Graphen jedoch in aller Regel auf
eine intuitivere Art und Weise – zum Beispiel durch ein Bild oder durch eine verbale
Umschreibung – angegeben.

Definition 1 (Graph). Ein Graph G = (V, E) ist ein Paar bestehend aus

1. einer endlichen Menge V , deren Elemente Knoten (oder Ecken bzw. ‘vertices’)
von G genannt werden,

2. einer Menge E von sogenannten Kanten (bzw. ‘edges’), wobei jede Kante eine
zwei-elementige Teilmenge von V ist.

Ein Beispiel für einen abstrakten Graphen im Sinne von Definition 1 ist der Graph

V = {1, 2, 3, 4} E =
{
{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 4}

}
,

der aus vier Knoten und vier Kanten besteht und das ‘Viereck ohne Diagonalen’
bezeichnet, wohingegen das ‘Viereck mit Diagonalen’ als

V = {1, 2, 3, 4} E =
{
{1, 2}, {1, 3} , {1, 4} , {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}

}
,

Michael Herrmann: Graphentheorie Version vom 8. Juli 2024



1.2. Grundbegriffe, Teil 1 9

Abbildung 1.6: Links: Zwei graphische Darstellungen des Standardvierecks. Rechts: Zwei
verschiedene graphische Darstellungen des vollständigen Graphen der Ordnung 4.

kodiert werden kann. Die Angabe eines Bildes ist natürlich in beiden Fällen viel
einfacher zu verstehen. Beachte aber, dass es viele Möglichkeiten gibt, einen gegebenen
Graphen darzustellen.

In der mathematischen Literatur haben sich folgende Bezeichnungen und Sprechweisen
herausgeprägt:

1. Elemente von V bzw. E werden oft mit v bzw. e bezeichnet.

2. Die Anzahl der Knoten ist gerade die Mächtigkeit von V .2 Sie wird als
Ordnung von G bezeichnet und mit |G| (oder |V |) abgekürzt.

3. Die Anzahl der Kanten bzw. die Mächtigkeit von E wird mit ∥G∥ (oder als |E|)
bezeichnet.

4. Gilt e = {v1, v2} ∈ E, so heißen die Knoten v1, v2 ∈ V miteinander verbunden
(oder benachbart oder adjazent) und e wird auch die Verbindungskante (mit den
Eckknoten v1, v2 genannt. Außerdem sagt man, die Kante e und jeder der Knoten
vi sind inzident.

5. Zwei Kanten e1, e2 ∈ E heißen benachbart (oder adjazent), sofern sie einen
gemeinsamen Eckknoten besitzen.

6. Die Knoten werden oftmals durchnummeriert, d.h. in vielen Fällen gilt

V =
{
1, 2, 3, ..., |G|

}
.

Statt e = {v1, v2} schreibt man oft auch e = v1v2 oder e = v2v1. Insbesondere
kann die Kantenmenge des abstrakten Vierecks von oben als

E =
{
12, 23, 34, 14

}
geschrieben werden.

7. Es gibt den leeren Graphen (∅, ∅).

Einfache Beispiele zeigen, dass selbst auf dem abstrakten Level verschiedene Wahlen
von (V, E) letztlich denselben Graphen beschreiben. So entspricht

V = {1, 2, 3, 4} E =
{
{1, 2}, {1, 3}, {2, 4}, {3, 4}

}
,

zum Beispiel wieder einem ’Viereck ohne Diagonalen’, sofern man die Knoten geeignet
umnummeriert. Die Möglichkeit einer geeigneten Durch- bzw. Umnummerierung wird
aus mathematischer Sicht durch das folgende Konzept abgedeckt.

2In dieser Vorlesung wird die Mächtigkeit einer Menge M mit |M | bezeichnet.

Michael Herrmann: Graphentheorie Version vom 8. Juli 2024



10 1. Einführung

Definition 2 (Isomorphie). Zwei Graphen G = (V, E) und G̃ =
(
Ṽ , Ẽ

)
heißen

(zueinander) isomorph, sofern eine bijektive Abbildung ϕ : V → Ṽ existiert, sodass
{v1, v2} ∈ E genau dann gilt, wenn {ϕ(v1), ϕ(v2)} ∈ Ẽ. In diesem Fall schreiben wir
G ∼= G̃.

Es ist klar, dass zwei isomorphe Graphen im Rahmen der Graphentheorie nicht
unterschieden werden können (siehe auch die Übungsaufgabe zu Isomorphieklassen).

Weitere Begriffe

Wir nennen den Graphen G = (V, E) vollständig, falls jede denkbare Verbindung
zweier Knoten zu den Kanten gehört. Oder anders gesagt: G ist genau dann vollständig,
wenn E =

{
{v1, v2} : v1, v2 ∈ V

}
. In diesem Fall gilt ∥G∥ = |G|

(
|G| − 1

)
/2. Aufgrund

der Definitionen 1 und 2 ist klar, dass es für jedes n ∈ N bis auf Isomorphie genau einen
vollständigen Graphen der Ordnung n gibt. Dieser wird meist mit Kn bezeichnet.

Abbildung 1.7: Graphische Darstellung der vollständigen Graphen K3, K4, K5, K6.

Ist G = (V, E) ein Graph, so wird

Ḡ =
(
V, Ē

)
, Ē :=

{
{v1, v2} : {v1, v2} ̸∈ E

}
als der zu G komplementäre Graph bezeichnet. Die Graphen G und Ḡ besitzen also
dieselben Knoten, aber eine Kante {v1, v2} gehört genau dann zu G, wenn sie nicht zu
G gehört.

Abbildung 1.8: Zwei Graphen G (rot) mit ihren komplementären Graphen G (grün).
Beachte, dass G und Ḡ im ersten Beispiel isomorph sind, im zweiten aber nicht.

Ein Graph G̃ = (Ṽ , Ẽ) heißt Teilgraph von G = (V, E), wenn Ṽ ⊆ V sowie Ẽ ⊆ E

gilt, und wir schreiben dann G̃ ⊆ G. Gilt darüber hinaus sogar

Ẽ =
{
e = (v1, v2) ∈ E : v1, v2 ∈ Ṽ

}
,

d.h. ist jede Kante von G, deren Eckknoten zu Ṽ gehören, auch Kante des kleineren
Graphen G̃, so wird G̃ ein Untergraph von G genannt. Man sagt in diesem Fall auch,
Michael Herrmann: Graphentheorie Version vom 8. Juli 2024



1.2. Grundbegriffe, Teil 1 11

Abbildung 1.9: Links: Ein Graph G. Mitte: Ein Teilgraph von G, der kein Untergraph ist.
Rechts: Der entsprechende Untergraph von G.

G̃ ist der von Ṽ erzeugte Untergraph von G. Sind G = (V, G) und G̃ = (Ṽ , G̃) zwei
Graphen, so werden

G ∩ G̃ :=
(
V ∩ Ṽ , E ∩ Ẽ

)
bzw. G ∪ G̃ :=

(
V ∪ Ṽ , E ∪ Ẽ

)
als der Durchschnitt bzw. als die Vereinigung der Graphen G und G̃ bezeichnet. Ist G̃
ein Teilgraph von G, so bezeichnet

G \ G̃ =
(
V \ Ṽ , E \

{
{v, ṽ} : v ∈ V, ṽ ∈ Ṽ

})
den Differenzgraphen, d.h. wir löschen aus G alle Knoten von G̃ sowie alle Kanten, die
einen Knoten aus Ṽ enthalten.

Beim Studium von Graphen ist es oftmals sinnvoll, aus einem gegebenen Graphen
G = (V, E) eine Menge Ẽ ⊆ E von Kanten zu entfernen, und wir schreiben dann meist
verkürzt G− Ẽ für den entstehenden Graphen mit Knotenmenge V und Kantenmenge
E \ Ẽ. Außerdem bezeichnet für eine gegebene Knotenmenge Ṽ ⊆ V die Kurzschreib-
weise G − Ṽ wieder einen verkleinerten Graphen, wobei diesmal alle Knoten aus Ṽ
sowie alle mit diesen Knoten inzidenten Kanten entfernt werden. Analog definiert man
schließlich G− v bzw. G− e für v ∈ V bzw. e ∈ E.

Grad einer Ecke

Für jeden Knoten u ∈ V ist

d(u) :=
∣∣∣{v ∈ V : {u, v} ∈ E

}∣∣∣
der Grad (oder die Valenz oder der ‘degree’) von u, der die Anzahl der Nachbarknoten
und damit auch die Anzahl der von u ausgehenden Kanten beschreibt. Die Größen

δ(G) := min{d(v) : v ∈ V } bzw. ∆(G) := max{d(v) : v ∈ V }

bezeichnet man als den Minimalgrad bzw. den Maximalgrad des Graphen G. Besitzt
jeder Knoten aus G denselben Grad k, so wird G auch k-regulär genannt. Außerdem
werden

d(G) :=
(∑

v∈V

d(v)
)
/ |V | bzw. ε(G) := |E| / |V |

der Durchschnittsgrad bzw. das Kanten-Knoten-Verhältnis von G genannt.

Lemma 3 (Handschlag-Lemma). Für G = (V, E) gilt die Handschlag-Formel 3

|E| = 1
2

∑
v∈V

d(v) = 1
2
d(G) |V | bzw. ε(G) = 1

2
d(G) .

Insbesondere ist in jeden Graphen die Zahl der Knoten mit ungeradem Grad gerade.
3Manchmal wird Handschlag-Formel auch Erster Hauptsatz der Graphentheorie genannt.
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12 1. Einführung

Beweis. Die Formel gilt, weil jede Kante genau zwei Ecken besitzt. Insbesondere ist∑
v∈V d(v) gerade und besitzt daher eine gerade Anzahl ungerader Summanden.

Abbildung 1.10: Ein Graph G mit |V | = 7 Knoten , |E| = 10 Kanten und ε(G) = 1
2d(G) =

10/7 > 1 = δ(G). Werden die rot markierten Knoten und Kanten jedoch gelöscht, so entsteht
ein Teilgraph G̃ mit ε(G̃) = 8/5 < 2 = δ(G̃)

Wir wollen nun zeigen, dass wir in jedem Graph mindestens einen Teilgraph finden,
in dem der Minimalgrad größer als das Kanten-Knotenverhältnis ist. Der Beweis zeigt
sehr deutlich, dass wir in der Graphentheorie oftmals geschickt argumentieren müssen.

Lemma 4 (Existenz ‘dichter’ Teilgraphen). Jeder Graph G = (V, E) mit |E| > 0
besitzt einen Teilgraphen G̃ = (Ṽ , Ẽ) mit δ(G̃) > ε(G̃) ≥ ε(G).

Beweis. Für δ(G) > ε(G) folgt die Behauptung trivialerweise mit G̃ = G. Andernfalls
wollen wir G̃ aus G konstruieren, indem wir schrittweise einzelne Knoten mit kleinem
Grad (sowie alle mit diesem Knoten inzidenten Kanten) löschen. Dazu schreiben wir
G0 = (V0, E0) statt G = (E, V ).

Löschen des ersten Knotens : Im Fall von δ(G0) ≤ ε(G0) finden wir einen Knoten
v1 ∈ V0 mit d(v1) ≤ ε(G0) und definieren einen Teilgraphen G1 = (V1, E1) von G0

durch

V1 := V0 \ {v1} , E1 := E0 \
{
{v1, v} : v ∈ V0

}
,

dass heißt, indem wir v1 und alle inzidenten Kanten löschen. Dann gilt

ε(G1) =
|E1|
|V1|

=
|E0| − d(v1)

|V0| − 1

≥ |E0| − ε(G0)

|V0| − 1
=

ε(G0) |V0| − ε(G0)

|V0| − 1
= ε(G0)

d.h. der Wert von ε kann sich beim Übergang von G0 zu G1 höchstens erhöhen.
Iterationsargument : Gilt nun δ(G1) > ε(G1) so folgt die Behauptung mit G̃ := G1.

Andernfalls finden wir v2 ∈ V1 mit d(v2) ≤ ε(G1) und können durch ein analoges
Löschargument einen Graphen G2 = (V2, E2) so konstruieren, dass

ε(G2) ≥ ε(G1) ≥ ε(G0) .

Es gilt nun entweder δ(G2) > ε(G2) (und wir setzen G̃ = G2) oder wir können einen
weiteren Knoten v3 ∈ V2 mit d(v3) ≤ ε(G2) löschen. Dieses Argument kann iteriert
werden und bricht entweder ab oder produziert nach k := |V0| − 2 Schritten einen
Graphen Gk = (Vk, Ek), der nur noch aus zwei Knoten besteht. Nach Konstruktion
gilt ε(Gk) ≥ ε(G0) > 0, d.h. der Graph Gk enthält neben den beiden Knoten genau
eine Kante. Insbesondere gilt δ(Gk) = 1 > 1

2
= ε(Gk) und die Behauptung folgt mit

G̃ = Gk.
Michael Herrmann: Graphentheorie Version vom 8. Juli 2024
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1
<latexit sha1_base64="Umeo7BysIIZfaVvoo1MaCvX+vfw="></latexit><latexit sha1_base64="Umeo7BysIIZfaVvoo1MaCvX+vfw="></latexit><latexit sha1_base64="Umeo7BysIIZfaVvoo1MaCvX+vfw="></latexit><latexit sha1_base64="Umeo7BysIIZfaVvoo1MaCvX+vfw="></latexit>

2
<latexit sha1_base64="31YGQxswzNcolpX/w56nQnucMsg="></latexit><latexit sha1_base64="31YGQxswzNcolpX/w56nQnucMsg="></latexit><latexit sha1_base64="31YGQxswzNcolpX/w56nQnucMsg="></latexit><latexit sha1_base64="31YGQxswzNcolpX/w56nQnucMsg="></latexit>

3
<latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit>

4
<latexit sha1_base64="AZM6k7jZLIHmW5pnEa5hoTiP4Mc="></latexit><latexit sha1_base64="7Im0Hd8J18fGkbbJgPX0FiLVepM="></latexit><latexit sha1_base64="7Im0Hd8J18fGkbbJgPX0FiLVepM="></latexit><latexit sha1_base64="7Im0Hd8J18fGkbbJgPX0FiLVepM="></latexit>

5
<latexit sha1_base64="6EeweS8+q3dbVVonTT6g8GR6cls="></latexit><latexit sha1_base64="6EeweS8+q3dbVVonTT6g8GR6cls="></latexit><latexit sha1_base64="6EeweS8+q3dbVVonTT6g8GR6cls="></latexit><latexit sha1_base64="6EeweS8+q3dbVVonTT6g8GR6cls="></latexit>

7
<latexit sha1_base64="Lg/baG2tUrkvNcDzaVmxE8k28uU="></latexit><latexit sha1_base64="Lg/baG2tUrkvNcDzaVmxE8k28uU="></latexit><latexit sha1_base64="Lg/baG2tUrkvNcDzaVmxE8k28uU="></latexit><latexit sha1_base64="Lg/baG2tUrkvNcDzaVmxE8k28uU="></latexit>

6
<latexit sha1_base64="z5tmh4TH0ibe0AQFmuvtWG/hLNo="></latexit><latexit sha1_base64="z5tmh4TH0ibe0AQFmuvtWG/hLNo="></latexit><latexit sha1_base64="z5tmh4TH0ibe0AQFmuvtWG/hLNo="></latexit><latexit sha1_base64="z5tmh4TH0ibe0AQFmuvtWG/hLNo="></latexit>

12
<latexit sha1_base64="dKgiTmvOPtMRd5Kuf5ghpWv5tMY="></latexit><latexit sha1_base64="dKgiTmvOPtMRd5Kuf5ghpWv5tMY="></latexit><latexit sha1_base64="dKgiTmvOPtMRd5Kuf5ghpWv5tMY="></latexit><latexit sha1_base64="dKgiTmvOPtMRd5Kuf5ghpWv5tMY="></latexit>

23
<latexit sha1_base64="8bkhIVMLDlKFIQ18wCZJVekSuR4="></latexit><latexit sha1_base64="8bkhIVMLDlKFIQ18wCZJVekSuR4="></latexit><latexit sha1_base64="8bkhIVMLDlKFIQ18wCZJVekSuR4="></latexit><latexit sha1_base64="8bkhIVMLDlKFIQ18wCZJVekSuR4="></latexit> 34

<latexit sha1_base64="Odc0Zd8r99UxPPZO9rUxfaEkHL8="></latexit><latexit sha1_base64="Odc0Zd8r99UxPPZO9rUxfaEkHL8="></latexit><latexit sha1_base64="Odc0Zd8r99UxPPZO9rUxfaEkHL8="></latexit><latexit sha1_base64="Odc0Zd8r99UxPPZO9rUxfaEkHL8="></latexit>

45
<latexit sha1_base64="AzxAa6z/op4/4vj8M619ORKHtBo="></latexit><latexit sha1_base64="AzxAa6z/op4/4vj8M619ORKHtBo="></latexit><latexit sha1_base64="AzxAa6z/op4/4vj8M619ORKHtBo="></latexit><latexit sha1_base64="AzxAa6z/op4/4vj8M619ORKHtBo="></latexit>

56
<latexit sha1_base64="s3SyDa/s3p9iTEWfSRL635/5sNQ="></latexit><latexit sha1_base64="s3SyDa/s3p9iTEWfSRL635/5sNQ="></latexit><latexit sha1_base64="s3SyDa/s3p9iTEWfSRL635/5sNQ="></latexit><latexit sha1_base64="s3SyDa/s3p9iTEWfSRL635/5sNQ="></latexit>

67
<latexit sha1_base64="ObujFMeINaMysjnRsbG46z4SJAk="></latexit><latexit sha1_base64="ObujFMeINaMysjnRsbG46z4SJAk="></latexit><latexit sha1_base64="ObujFMeINaMysjnRsbG46z4SJAk="></latexit><latexit sha1_base64="ObujFMeINaMysjnRsbG46z4SJAk="></latexit>

37
<latexit sha1_base64="1p5lMFambXTagqYesJuPFw7uhzY="></latexit><latexit sha1_base64="1p5lMFambXTagqYesJuPFw7uhzY="></latexit><latexit sha1_base64="1p5lMFambXTagqYesJuPFw7uhzY="></latexit><latexit sha1_base64="1p5lMFambXTagqYesJuPFw7uhzY="></latexit>

35
<latexit sha1_base64="2dRpmzj0EdbHrdJ6XSH9F8uO328="></latexit><latexit sha1_base64="2dRpmzj0EdbHrdJ6XSH9F8uO328="></latexit><latexit sha1_base64="2dRpmzj0EdbHrdJ6XSH9F8uO328="></latexit><latexit sha1_base64="2dRpmzj0EdbHrdJ6XSH9F8uO328="></latexit>

3
<latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit>

4
<latexit sha1_base64="AZM6k7jZLIHmW5pnEa5hoTiP4Mc="></latexit><latexit sha1_base64="7Im0Hd8J18fGkbbJgPX0FiLVepM="></latexit><latexit sha1_base64="7Im0Hd8J18fGkbbJgPX0FiLVepM="></latexit><latexit sha1_base64="7Im0Hd8J18fGkbbJgPX0FiLVepM="></latexit>

5
<latexit sha1_base64="6EeweS8+q3dbVVonTT6g8GR6cls="></latexit><latexit sha1_base64="6EeweS8+q3dbVVonTT6g8GR6cls="></latexit><latexit sha1_base64="6EeweS8+q3dbVVonTT6g8GR6cls="></latexit><latexit sha1_base64="6EeweS8+q3dbVVonTT6g8GR6cls="></latexit>

6
<latexit sha1_base64="z5tmh4TH0ibe0AQFmuvtWG/hLNo="></latexit><latexit sha1_base64="z5tmh4TH0ibe0AQFmuvtWG/hLNo="></latexit><latexit sha1_base64="z5tmh4TH0ibe0AQFmuvtWG/hLNo="></latexit><latexit sha1_base64="z5tmh4TH0ibe0AQFmuvtWG/hLNo="></latexit>

7
<latexit sha1_base64="Lg/baG2tUrkvNcDzaVmxE8k28uU="></latexit><latexit sha1_base64="Lg/baG2tUrkvNcDzaVmxE8k28uU="></latexit><latexit sha1_base64="Lg/baG2tUrkvNcDzaVmxE8k28uU="></latexit><latexit sha1_base64="Lg/baG2tUrkvNcDzaVmxE8k28uU="></latexit>

37
<latexit sha1_base64="1p5lMFambXTagqYesJuPFw7uhzY="></latexit><latexit sha1_base64="1p5lMFambXTagqYesJuPFw7uhzY="></latexit><latexit sha1_base64="1p5lMFambXTagqYesJuPFw7uhzY="></latexit><latexit sha1_base64="1p5lMFambXTagqYesJuPFw7uhzY="></latexit>

34
<latexit sha1_base64="Odc0Zd8r99UxPPZO9rUxfaEkHL8="></latexit><latexit sha1_base64="Odc0Zd8r99UxPPZO9rUxfaEkHL8="></latexit><latexit sha1_base64="Odc0Zd8r99UxPPZO9rUxfaEkHL8="></latexit><latexit sha1_base64="Odc0Zd8r99UxPPZO9rUxfaEkHL8="></latexit>

45
<latexit sha1_base64="AzxAa6z/op4/4vj8M619ORKHtBo="></latexit><latexit sha1_base64="AzxAa6z/op4/4vj8M619ORKHtBo="></latexit><latexit sha1_base64="AzxAa6z/op4/4vj8M619ORKHtBo="></latexit><latexit sha1_base64="AzxAa6z/op4/4vj8M619ORKHtBo="></latexit>
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<latexit sha1_base64="s3SyDa/s3p9iTEWfSRL635/5sNQ="></latexit><latexit sha1_base64="s3SyDa/s3p9iTEWfSRL635/5sNQ="></latexit><latexit sha1_base64="s3SyDa/s3p9iTEWfSRL635/5sNQ="></latexit><latexit sha1_base64="s3SyDa/s3p9iTEWfSRL635/5sNQ="></latexit>

67
<latexit sha1_base64="ObujFMeINaMysjnRsbG46z4SJAk="></latexit><latexit sha1_base64="ObujFMeINaMysjnRsbG46z4SJAk="></latexit><latexit sha1_base64="ObujFMeINaMysjnRsbG46z4SJAk="></latexit><latexit sha1_base64="ObujFMeINaMysjnRsbG46z4SJAk="></latexit>

35
<latexit sha1_base64="2dRpmzj0EdbHrdJ6XSH9F8uO328="></latexit><latexit sha1_base64="2dRpmzj0EdbHrdJ6XSH9F8uO328="></latexit><latexit sha1_base64="2dRpmzj0EdbHrdJ6XSH9F8uO328="></latexit><latexit sha1_base64="2dRpmzj0EdbHrdJ6XSH9F8uO328="></latexit>

23
<latexit sha1_base64="8bkhIVMLDlKFIQ18wCZJVekSuR4="></latexit><latexit sha1_base64="8bkhIVMLDlKFIQ18wCZJVekSuR4="></latexit><latexit sha1_base64="8bkhIVMLDlKFIQ18wCZJVekSuR4="></latexit><latexit sha1_base64="8bkhIVMLDlKFIQ18wCZJVekSuR4="></latexit>

2
<latexit sha1_base64="31YGQxswzNcolpX/w56nQnucMsg="></latexit><latexit sha1_base64="31YGQxswzNcolpX/w56nQnucMsg="></latexit><latexit sha1_base64="31YGQxswzNcolpX/w56nQnucMsg="></latexit><latexit sha1_base64="31YGQxswzNcolpX/w56nQnucMsg="></latexit>

12
<latexit sha1_base64="dKgiTmvOPtMRd5Kuf5ghpWv5tMY="></latexit><latexit sha1_base64="dKgiTmvOPtMRd5Kuf5ghpWv5tMY="></latexit><latexit sha1_base64="dKgiTmvOPtMRd5Kuf5ghpWv5tMY="></latexit><latexit sha1_base64="dKgiTmvOPtMRd5Kuf5ghpWv5tMY="></latexit>

3
<latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit>

5
<latexit sha1_base64="6EeweS8+q3dbVVonTT6g8GR6cls="></latexit><latexit sha1_base64="6EeweS8+q3dbVVonTT6g8GR6cls="></latexit><latexit sha1_base64="6EeweS8+q3dbVVonTT6g8GR6cls="></latexit><latexit sha1_base64="6EeweS8+q3dbVVonTT6g8GR6cls="></latexit>

3
<latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit>

3
<latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit>

3
<latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit>

Abbildung 1.11: Beispiel für einen Graphen und seinen Kantengraphen.

1
<latexit sha1_base64="Umeo7BysIIZfaVvoo1MaCvX+vfw="></latexit><latexit sha1_base64="Umeo7BysIIZfaVvoo1MaCvX+vfw="></latexit><latexit sha1_base64="Umeo7BysIIZfaVvoo1MaCvX+vfw="></latexit><latexit sha1_base64="Umeo7BysIIZfaVvoo1MaCvX+vfw="></latexit>

3
<latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit>

4
<latexit sha1_base64="AZM6k7jZLIHmW5pnEa5hoTiP4Mc="></latexit><latexit sha1_base64="7Im0Hd8J18fGkbbJgPX0FiLVepM="></latexit><latexit sha1_base64="7Im0Hd8J18fGkbbJgPX0FiLVepM="></latexit><latexit sha1_base64="7Im0Hd8J18fGkbbJgPX0FiLVepM="></latexit>

12
<latexit sha1_base64="dKgiTmvOPtMRd5Kuf5ghpWv5tMY="></latexit><latexit sha1_base64="dKgiTmvOPtMRd5Kuf5ghpWv5tMY="></latexit><latexit sha1_base64="dKgiTmvOPtMRd5Kuf5ghpWv5tMY="></latexit><latexit sha1_base64="dKgiTmvOPtMRd5Kuf5ghpWv5tMY="></latexit>

23
<latexit sha1_base64="8bkhIVMLDlKFIQ18wCZJVekSuR4="></latexit><latexit sha1_base64="8bkhIVMLDlKFIQ18wCZJVekSuR4="></latexit><latexit sha1_base64="8bkhIVMLDlKFIQ18wCZJVekSuR4="></latexit><latexit sha1_base64="8bkhIVMLDlKFIQ18wCZJVekSuR4="></latexit>

34
<latexit sha1_base64="Odc0Zd8r99UxPPZO9rUxfaEkHL8="></latexit><latexit sha1_base64="Odc0Zd8r99UxPPZO9rUxfaEkHL8="></latexit><latexit sha1_base64="Odc0Zd8r99UxPPZO9rUxfaEkHL8="></latexit><latexit sha1_base64="Odc0Zd8r99UxPPZO9rUxfaEkHL8="></latexit>

24
<latexit sha1_base64="s67aF/t15j68SfmvQsp7yVFrlbU="></latexit><latexit sha1_base64="s67aF/t15j68SfmvQsp7yVFrlbU="></latexit><latexit sha1_base64="s67aF/t15j68SfmvQsp7yVFrlbU="></latexit><latexit sha1_base64="s67aF/t15j68SfmvQsp7yVFrlbU="></latexit>

2
<latexit sha1_base64="31YGQxswzNcolpX/w56nQnucMsg="></latexit><latexit sha1_base64="31YGQxswzNcolpX/w56nQnucMsg="></latexit><latexit sha1_base64="31YGQxswzNcolpX/w56nQnucMsg="></latexit><latexit sha1_base64="31YGQxswzNcolpX/w56nQnucMsg="></latexit>

12
<latexit sha1_base64="dKgiTmvOPtMRd5Kuf5ghpWv5tMY="></latexit><latexit sha1_base64="dKgiTmvOPtMRd5Kuf5ghpWv5tMY="></latexit><latexit sha1_base64="dKgiTmvOPtMRd5Kuf5ghpWv5tMY="></latexit><latexit sha1_base64="dKgiTmvOPtMRd5Kuf5ghpWv5tMY="></latexit>

23
<latexit sha1_base64="8bkhIVMLDlKFIQ18wCZJVekSuR4="></latexit><latexit sha1_base64="8bkhIVMLDlKFIQ18wCZJVekSuR4="></latexit><latexit sha1_base64="8bkhIVMLDlKFIQ18wCZJVekSuR4="></latexit><latexit sha1_base64="8bkhIVMLDlKFIQ18wCZJVekSuR4="></latexit>

34
<latexit sha1_base64="Odc0Zd8r99UxPPZO9rUxfaEkHL8="></latexit><latexit sha1_base64="Odc0Zd8r99UxPPZO9rUxfaEkHL8="></latexit><latexit sha1_base64="Odc0Zd8r99UxPPZO9rUxfaEkHL8="></latexit><latexit sha1_base64="Odc0Zd8r99UxPPZO9rUxfaEkHL8="></latexit>

24
<latexit sha1_base64="s67aF/t15j68SfmvQsp7yVFrlbU="></latexit><latexit sha1_base64="s67aF/t15j68SfmvQsp7yVFrlbU="></latexit><latexit sha1_base64="s67aF/t15j68SfmvQsp7yVFrlbU="></latexit><latexit sha1_base64="s67aF/t15j68SfmvQsp7yVFrlbU="></latexit>

1
<latexit sha1_base64="Umeo7BysIIZfaVvoo1MaCvX+vfw="></latexit><latexit sha1_base64="Umeo7BysIIZfaVvoo1MaCvX+vfw="></latexit><latexit sha1_base64="Umeo7BysIIZfaVvoo1MaCvX+vfw="></latexit><latexit sha1_base64="Umeo7BysIIZfaVvoo1MaCvX+vfw="></latexit>

2
<latexit sha1_base64="31YGQxswzNcolpX/w56nQnucMsg="></latexit><latexit sha1_base64="31YGQxswzNcolpX/w56nQnucMsg="></latexit><latexit sha1_base64="31YGQxswzNcolpX/w56nQnucMsg="></latexit><latexit sha1_base64="31YGQxswzNcolpX/w56nQnucMsg="></latexit>

3
<latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit><latexit sha1_base64="DtEM3OiCiTEQRQj0BMQnO4KIrag="></latexit> 4

<latexit sha1_base64="AZM6k7jZLIHmW5pnEa5hoTiP4Mc="></latexit><latexit sha1_base64="7Im0Hd8J18fGkbbJgPX0FiLVepM="></latexit><latexit sha1_base64="7Im0Hd8J18fGkbbJgPX0FiLVepM="></latexit><latexit sha1_base64="7Im0Hd8J18fGkbbJgPX0FiLVepM="></latexit>

Abbildung 1.12: Beispiel für einen Graphen und seinen totalen Graphen.

Kantengraph und Totaler Graph

Zu jedem G = (V, E) gibt es den sogenannten Kantengraphen (‘line graph’) L(G),
dessen Knoten gerade die Kanten von G sind, wobei diese in L(G) genau dann
verbunden sind, wenn Sie in G einen gemeinsamen Knoten besitzen. In Formeln meint
dies

L(G) =
(
E,
{
{e1, e2} : e1, e2 ∈ E, e1 ∩ e2 ̸= ∅

})
und impliziert |L(G)| = ∥G∥. Im Allgemeinen gilt aber ∥L(G)∥ ≠ |G|.

Weiterhin wird durch

T (G) = (V ∪ E, Ivv ∪ Ive ∪ Iee)

mit

Ivv :=
{
{v1, v2} : v1, v2 ∈ V, {v1, v2} ∈ E

}
Ive :=

{
{v, e} : v ∈ V, e ∈ E, v ∈ e

}
Iee :=

{
{e1, e2} : e1, e2 ∈ E, e1 ∩ e2 ̸= ∅

}
der totale Graph von G definiert.

1.3 Grundbegriffe, Teil 2

Wege und Kreise

Zentrale Konzept der Graphentheorie sind Wege und Rundwege, die entlang von
Kanten über verschiedene Knoten laufen. Solche Ideen spielen zum Beispiel Königs-
berger Brückenproblem oder dem Haus vom Nikolaus eine wichtige Rolle. Wir werden
Michael Herrmann: Graphentheorie Version vom 8. Juli 2024
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hier eine graphentheoretische Definition geben, bei denen Wege und Kreise selbst als
Graphen beschrieben werden. In Kapitel 2 werden dann die allgemeineren Konzepte von
Kantenzügen und Kantenfolgen eingeführt, bei denen Knoten oder Kanten mehrmals
besucht werden dürfen.

u0
<latexit sha1_base64="wT5mv6smzb1psUsd4bzfII9LENE=">AAAB6nicdVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8LbMh0eQW9OIxonlAsoTZyWwyZHZ2mZkVwpJP8OJBEa9+kTf/xslDUNGChqKqm+6uIBFcG4w/nJXVtfWNzdxWfntnd2+/cHDY0nGqKGvSWMSqExDNBJesabgRrJMoRqJAsHYwvpr57XumNI/lnZkkzI/IUPKQU2KsdJv2cb9QxC4uVSvlEsJuqYJrXs2SCvZq52XkuXiOIizR6Bfee4OYphGThgqiddfDifEzogyngk3zvVSzhNAxGbKupZJETPvZ/NQpOrXKAIWxsiUNmqvfJzISaT2JAtsZETPSv72Z+JfXTU1Y9TMuk9QwSReLwlQgE6PZ32jAFaNGTCwhVHF7K6Ijogg1Np28DeHrU/Q/aZVcz/KbcrF+uYwjB8dwAmfgwQXU4Roa0AQKQ3iAJ3h2hPPovDivi9YVZzlzBD/gvH0CbYuN5A==</latexit><latexit sha1_base64="wT5mv6smzb1psUsd4bzfII9LENE=">AAAB6nicdVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8LbMh0eQW9OIxonlAsoTZyWwyZHZ2mZkVwpJP8OJBEa9+kTf/xslDUNGChqKqm+6uIBFcG4w/nJXVtfWNzdxWfntnd2+/cHDY0nGqKGvSWMSqExDNBJesabgRrJMoRqJAsHYwvpr57XumNI/lnZkkzI/IUPKQU2KsdJv2cb9QxC4uVSvlEsJuqYJrXs2SCvZq52XkuXiOIizR6Bfee4OYphGThgqiddfDifEzogyngk3zvVSzhNAxGbKupZJETPvZ/NQpOrXKAIWxsiUNmqvfJzISaT2JAtsZETPSv72Z+JfXTU1Y9TMuk9QwSReLwlQgE6PZ32jAFaNGTCwhVHF7K6Ijogg1Np28DeHrU/Q/aZVcz/KbcrF+uYwjB8dwAmfgwQXU4Roa0AQKQ3iAJ3h2hPPovDivi9YVZzlzBD/gvH0CbYuN5A==</latexit><latexit sha1_base64="wT5mv6smzb1psUsd4bzfII9LENE=">AAAB6nicdVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8LbMh0eQW9OIxonlAsoTZyWwyZHZ2mZkVwpJP8OJBEa9+kTf/xslDUNGChqKqm+6uIBFcG4w/nJXVtfWNzdxWfntnd2+/cHDY0nGqKGvSWMSqExDNBJesabgRrJMoRqJAsHYwvpr57XumNI/lnZkkzI/IUPKQU2KsdJv2cb9QxC4uVSvlEsJuqYJrXs2SCvZq52XkuXiOIizR6Bfee4OYphGThgqiddfDifEzogyngk3zvVSzhNAxGbKupZJETPvZ/NQpOrXKAIWxsiUNmqvfJzISaT2JAtsZETPSv72Z+JfXTU1Y9TMuk9QwSReLwlQgE6PZ32jAFaNGTCwhVHF7K6Ijogg1Np28DeHrU/Q/aZVcz/KbcrF+uYwjB8dwAmfgwQXU4Roa0AQKQ3iAJ3h2hPPovDivi9YVZzlzBD/gvH0CbYuN5A==</latexit><latexit sha1_base64="wT5mv6smzb1psUsd4bzfII9LENE=">AAAB6nicdVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8LbMh0eQW9OIxonlAsoTZyWwyZHZ2mZkVwpJP8OJBEa9+kTf/xslDUNGChqKqm+6uIBFcG4w/nJXVtfWNzdxWfntnd2+/cHDY0nGqKGvSWMSqExDNBJesabgRrJMoRqJAsHYwvpr57XumNI/lnZkkzI/IUPKQU2KsdJv2cb9QxC4uVSvlEsJuqYJrXs2SCvZq52XkuXiOIizR6Bfee4OYphGThgqiddfDifEzogyngk3zvVSzhNAxGbKupZJETPvZ/NQpOrXKAIWxsiUNmqvfJzISaT2JAtsZETPSv72Z+JfXTU1Y9TMuk9QwSReLwlQgE6PZ32jAFaNGTCwhVHF7K6Ijogg1Np28DeHrU/Q/aZVcz/KbcrF+uYwjB8dwAmfgwQXU4Roa0AQKQ3iAJ3h2hPPovDivi9YVZzlzBD/gvH0CbYuN5A==</latexit>

u1
<latexit sha1_base64="7N68OupeCQxw6r70oCLPL4fFT+w=">AAAB6nicdVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8LbMh0eQW9OIxonlAsoTZyWwyZHZ2mZkVwpJP8OJBEa9+kTf/xslDUNGChqKqm+6uIBFcG4w/nJXVtfWNzdxWfntnd2+/cHDY0nGqKGvSWMSqExDNBJesabgRrJMoRqJAsHYwvpr57XumNI/lnZkkzI/IUPKQU2KsdJv2vX6hiF1cqlbKJYTdUgXXvJolFezVzsvIc/EcRVii0S+89wYxTSMmDRVE666HE+NnRBlOBZvme6lmCaFjMmRdSyWJmPaz+alTdGqVAQpjZUsaNFe/T2Qk0noSBbYzImakf3sz8S+vm5qw6mdcJqlhki4WhalAJkazv9GAK0aNmFhCqOL2VkRHRBFqbDp5G8LXp+h/0iq5nuU35WL9chlHDo7hBM7AgwuowzU0oAkUhvAAT/DsCOfReXFeF60rznLmCH7AefsEbw+N5Q==</latexit><latexit sha1_base64="7N68OupeCQxw6r70oCLPL4fFT+w=">AAAB6nicdVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8LbMh0eQW9OIxonlAsoTZyWwyZHZ2mZkVwpJP8OJBEa9+kTf/xslDUNGChqKqm+6uIBFcG4w/nJXVtfWNzdxWfntnd2+/cHDY0nGqKGvSWMSqExDNBJesabgRrJMoRqJAsHYwvpr57XumNI/lnZkkzI/IUPKQU2KsdJv2vX6hiF1cqlbKJYTdUgXXvJolFezVzsvIc/EcRVii0S+89wYxTSMmDRVE666HE+NnRBlOBZvme6lmCaFjMmRdSyWJmPaz+alTdGqVAQpjZUsaNFe/T2Qk0noSBbYzImakf3sz8S+vm5qw6mdcJqlhki4WhalAJkazv9GAK0aNmFhCqOL2VkRHRBFqbDp5G8LXp+h/0iq5nuU35WL9chlHDo7hBM7AgwuowzU0oAkUhvAAT/DsCOfReXFeF60rznLmCH7AefsEbw+N5Q==</latexit><latexit sha1_base64="7N68OupeCQxw6r70oCLPL4fFT+w=">AAAB6nicdVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8LbMh0eQW9OIxonlAsoTZyWwyZHZ2mZkVwpJP8OJBEa9+kTf/xslDUNGChqKqm+6uIBFcG4w/nJXVtfWNzdxWfntnd2+/cHDY0nGqKGvSWMSqExDNBJesabgRrJMoRqJAsHYwvpr57XumNI/lnZkkzI/IUPKQU2KsdJv2vX6hiF1cqlbKJYTdUgXXvJolFezVzsvIc/EcRVii0S+89wYxTSMmDRVE666HE+NnRBlOBZvme6lmCaFjMmRdSyWJmPaz+alTdGqVAQpjZUsaNFe/T2Qk0noSBbYzImakf3sz8S+vm5qw6mdcJqlhki4WhalAJkazv9GAK0aNmFhCqOL2VkRHRBFqbDp5G8LXp+h/0iq5nuU35WL9chlHDo7hBM7AgwuowzU0oAkUhvAAT/DsCOfReXFeF60rznLmCH7AefsEbw+N5Q==</latexit><latexit sha1_base64="7N68OupeCQxw6r70oCLPL4fFT+w=">AAAB6nicdVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8LbMh0eQW9OIxonlAsoTZyWwyZHZ2mZkVwpJP8OJBEa9+kTf/xslDUNGChqKqm+6uIBFcG4w/nJXVtfWNzdxWfntnd2+/cHDY0nGqKGvSWMSqExDNBJesabgRrJMoRqJAsHYwvpr57XumNI/lnZkkzI/IUPKQU2KsdJv2vX6hiF1cqlbKJYTdUgXXvJolFezVzsvIc/EcRVii0S+89wYxTSMmDRVE666HE+NnRBlOBZvme6lmCaFjMmRdSyWJmPaz+alTdGqVAQpjZUsaNFe/T2Qk0noSBbYzImakf3sz8S+vm5qw6mdcJqlhki4WhalAJkazv9GAK0aNmFhCqOL2VkRHRBFqbDp5G8LXp+h/0iq5nuU35WL9chlHDo7hBM7AgwuowzU0oAkUhvAAT/DsCOfReXFeF60rznLmCH7AefsEbw+N5Q==</latexit>

u2
<latexit sha1_base64="YNgmnbK25zV/Gmo/VwB3+8Qq+Fc=">AAAB6nicdVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8LbNLoskt6MVjRPOAZAmzk0kyZHZ2mZkVwpJP8OJBEa9+kTf/xslDUNGChqKqm+6uMBFcG4w/nJXVtfWNzdxWfntnd2+/cHDY1HGqKGvQWMSqHRLNBJesYbgRrJ0oRqJQsFY4vpr5rXumNI/lnZkkLIjIUPIBp8RY6Tbt+b1CEbvYr5RLPsKuX8ZVr2pJGXvV8xLyXDxHEZao9wrv3X5M04hJQwXRuuPhxAQZUYZTwab5bqpZQuiYDFnHUkkipoNsfuoUnVqljwaxsiUNmqvfJzISaT2JQtsZETPSv72Z+JfXSc2gEmRcJqlhki4WDVKBTIxmf6M+V4waMbGEUMXtrYiOiCLU2HTyNoSvT9H/pOm7nuU3pWLtchlHDo7hBM7AgwuowTXUoQEUhvAAT/DsCOfReXFeF60rznLmCH7AefsEcJON5g==</latexit><latexit sha1_base64="YNgmnbK25zV/Gmo/VwB3+8Qq+Fc=">AAAB6nicdVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8LbNLoskt6MVjRPOAZAmzk0kyZHZ2mZkVwpJP8OJBEa9+kTf/xslDUNGChqKqm+6uMBFcG4w/nJXVtfWNzdxWfntnd2+/cHDY1HGqKGvQWMSqHRLNBJesYbgRrJ0oRqJQsFY4vpr5rXumNI/lnZkkLIjIUPIBp8RY6Tbt+b1CEbvYr5RLPsKuX8ZVr2pJGXvV8xLyXDxHEZao9wrv3X5M04hJQwXRuuPhxAQZUYZTwab5bqpZQuiYDFnHUkkipoNsfuoUnVqljwaxsiUNmqvfJzISaT2JQtsZETPSv72Z+JfXSc2gEmRcJqlhki4WDVKBTIxmf6M+V4waMbGEUMXtrYiOiCLU2HTyNoSvT9H/pOm7nuU3pWLtchlHDo7hBM7AgwuowTXUoQEUhvAAT/DsCOfReXFeF60rznLmCH7AefsEcJON5g==</latexit><latexit sha1_base64="YNgmnbK25zV/Gmo/VwB3+8Qq+Fc=">AAAB6nicdVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8LbNLoskt6MVjRPOAZAmzk0kyZHZ2mZkVwpJP8OJBEa9+kTf/xslDUNGChqKqm+6uMBFcG4w/nJXVtfWNzdxWfntnd2+/cHDY1HGqKGvQWMSqHRLNBJesYbgRrJ0oRqJQsFY4vpr5rXumNI/lnZkkLIjIUPIBp8RY6Tbt+b1CEbvYr5RLPsKuX8ZVr2pJGXvV8xLyXDxHEZao9wrv3X5M04hJQwXRuuPhxAQZUYZTwab5bqpZQuiYDFnHUkkipoNsfuoUnVqljwaxsiUNmqvfJzISaT2JQtsZETPSv72Z+JfXSc2gEmRcJqlhki4WDVKBTIxmf6M+V4waMbGEUMXtrYiOiCLU2HTyNoSvT9H/pOm7nuU3pWLtchlHDo7hBM7AgwuowTXUoQEUhvAAT/DsCOfReXFeF60rznLmCH7AefsEcJON5g==</latexit><latexit sha1_base64="YNgmnbK25zV/Gmo/VwB3+8Qq+Fc=">AAAB6nicdVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8LbNLoskt6MVjRPOAZAmzk0kyZHZ2mZkVwpJP8OJBEa9+kTf/xslDUNGChqKqm+6uMBFcG4w/nJXVtfWNzdxWfntnd2+/cHDY1HGqKGvQWMSqHRLNBJesYbgRrJ0oRqJQsFY4vpr5rXumNI/lnZkkLIjIUPIBp8RY6Tbt+b1CEbvYr5RLPsKuX8ZVr2pJGXvV8xLyXDxHEZao9wrv3X5M04hJQwXRuuPhxAQZUYZTwab5bqpZQuiYDFnHUkkipoNsfuoUnVqljwaxsiUNmqvfJzISaT2JQtsZETPSv72Z+JfXSc2gEmRcJqlhki4WDVKBTIxmf6M+V4waMbGEUMXtrYiOiCLU2HTyNoSvT9H/pOm7nuU3pWLtchlHDo7hBM7AgwuowTXUoQEUhvAAT/DsCOfReXFeF60rznLmCH7AefsEcJON5g==</latexit>

u3
<latexit sha1_base64="M3SGVydoiB/kX8StA7luG+trU9U=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnrGRJNb0IvHiGaBZAg9nZ6kSc9Cd48QhnyCFw+KePWLvPk3dhZBRR8UPN6roqqenwiuNMYfVm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h+0VJxKypo0FrHs+EQxwSPW1FwL1kkkI6EvWNsfX8389j2TisfRnZ4kzAvJMOIBp0Qb6Tbtn/WLJWxjt1opuwjbbgXXnJohFezUzsvIsfEcJVii0S++9wYxTUMWaSqIUl0HJ9rLiNScCjYt9FLFEkLHZMi6hkYkZMrL5qdO0YlRBiiIpalIo7n6fSIjoVKT0DedIdEj9dubiX953VQHVS/jUZJqFtHFoiAVSMdo9jcacMmoFhNDCJXc3IroiEhCtUmnYEL4+hT9T1qu7Rh+Uy7VL5dx5OEIjuEUHLiAOlxDA5pAYQgP8ATPlrAerRfrddGas5Yzh/AD1tsncheN5w==</latexit><latexit sha1_base64="M3SGVydoiB/kX8StA7luG+trU9U=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnrGRJNb0IvHiGaBZAg9nZ6kSc9Cd48QhnyCFw+KePWLvPk3dhZBRR8UPN6roqqenwiuNMYfVm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h+0VJxKypo0FrHs+EQxwSPW1FwL1kkkI6EvWNsfX8389j2TisfRnZ4kzAvJMOIBp0Qb6Tbtn/WLJWxjt1opuwjbbgXXnJohFezUzsvIsfEcJVii0S++9wYxTUMWaSqIUl0HJ9rLiNScCjYt9FLFEkLHZMi6hkYkZMrL5qdO0YlRBiiIpalIo7n6fSIjoVKT0DedIdEj9dubiX953VQHVS/jUZJqFtHFoiAVSMdo9jcacMmoFhNDCJXc3IroiEhCtUmnYEL4+hT9T1qu7Rh+Uy7VL5dx5OEIjuEUHLiAOlxDA5pAYQgP8ATPlrAerRfrddGas5Yzh/AD1tsncheN5w==</latexit><latexit sha1_base64="M3SGVydoiB/kX8StA7luG+trU9U=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnrGRJNb0IvHiGaBZAg9nZ6kSc9Cd48QhnyCFw+KePWLvPk3dhZBRR8UPN6roqqenwiuNMYfVm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h+0VJxKypo0FrHs+EQxwSPW1FwL1kkkI6EvWNsfX8389j2TisfRnZ4kzAvJMOIBp0Qb6Tbtn/WLJWxjt1opuwjbbgXXnJohFezUzsvIsfEcJVii0S++9wYxTUMWaSqIUl0HJ9rLiNScCjYt9FLFEkLHZMi6hkYkZMrL5qdO0YlRBiiIpalIo7n6fSIjoVKT0DedIdEj9dubiX953VQHVS/jUZJqFtHFoiAVSMdo9jcacMmoFhNDCJXc3IroiEhCtUmnYEL4+hT9T1qu7Rh+Uy7VL5dx5OEIjuEUHLiAOlxDA5pAYQgP8ATPlrAerRfrddGas5Yzh/AD1tsncheN5w==</latexit><latexit sha1_base64="M3SGVydoiB/kX8StA7luG+trU9U=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4GnrGRJNb0IvHiGaBZAg9nZ6kSc9Cd48QhnyCFw+KePWLvPk3dhZBRR8UPN6roqqenwiuNMYfVm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h+0VJxKypo0FrHs+EQxwSPW1FwL1kkkI6EvWNsfX8389j2TisfRnZ4kzAvJMOIBp0Qb6Tbtn/WLJWxjt1opuwjbbgXXnJohFezUzsvIsfEcJVii0S++9wYxTUMWaSqIUl0HJ9rLiNScCjYt9FLFEkLHZMi6hkYkZMrL5qdO0YlRBiiIpalIo7n6fSIjoVKT0DedIdEj9dubiX953VQHVS/jUZJqFtHFoiAVSMdo9jcacMmoFhNDCJXc3IroiEhCtUmnYEL4+hT9T1qu7Rh+Uy7VL5dx5OEIjuEUHLiAOlxDA5pAYQgP8ATPlrAerRfrddGas5Yzh/AD1tsncheN5w==</latexit> u3

<latexit sha1_base64="4Xl5Eabu1KN4lzrYiPYbdBDRazw=">AAAB6nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKcz6jLegF48RzQOSJcxOZpMhs7PLzKwQlnyCFw+KePWLvPk3TjYrqGhBQ1HVTXeXHwuuDcYfTmFhcWl5pbhaWlvf2Nwqb++0dJQoypo0EpHq+EQzwSVrGm4E68SKkdAXrO2Pr2Z++54pzSN5ZyYx80IylDzglBgr3Sb94365gqun2L04wwhXcYaM1NxjF7m5UoEcjX75vTeIaBIyaaggWnddHBsvJcpwKti01Es0iwkdkyHrWipJyLSXZqdO0YFVBiiIlC1pUKZ+n0hJqPUk9G1nSMxI//Zm4l9eNzFBzUu5jBPDJJ0vChKBTIRmf6MBV4waMbGEUMXtrYiOiCLU2HRKNoSvT9H/pHVUdS2/OanUL/M4irAH+3AILpxDHa6hAU2gMIQHeIJnRziPzovzOm8tOPnMLvyA8/YJO6GNwQ==</latexit><latexit sha1_base64="4Xl5Eabu1KN4lzrYiPYbdBDRazw=">AAAB6nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKcz6jLegF48RzQOSJcxOZpMhs7PLzKwQlnyCFw+KePWLvPk3TjYrqGhBQ1HVTXeXHwuuDcYfTmFhcWl5pbhaWlvf2Nwqb++0dJQoypo0EpHq+EQzwSVrGm4E68SKkdAXrO2Pr2Z++54pzSN5ZyYx80IylDzglBgr3Sb94365gqun2L04wwhXcYaM1NxjF7m5UoEcjX75vTeIaBIyaaggWnddHBsvJcpwKti01Es0iwkdkyHrWipJyLSXZqdO0YFVBiiIlC1pUKZ+n0hJqPUk9G1nSMxI//Zm4l9eNzFBzUu5jBPDJJ0vChKBTIRmf6MBV4waMbGEUMXtrYiOiCLU2HRKNoSvT9H/pHVUdS2/OanUL/M4irAH+3AILpxDHa6hAU2gMIQHeIJnRziPzovzOm8tOPnMLvyA8/YJO6GNwQ==</latexit><latexit sha1_base64="4Xl5Eabu1KN4lzrYiPYbdBDRazw=">AAAB6nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKcz6jLegF48RzQOSJcxOZpMhs7PLzKwQlnyCFw+KePWLvPk3TjYrqGhBQ1HVTXeXHwuuDcYfTmFhcWl5pbhaWlvf2Nwqb++0dJQoypo0EpHq+EQzwSVrGm4E68SKkdAXrO2Pr2Z++54pzSN5ZyYx80IylDzglBgr3Sb94365gqun2L04wwhXcYaM1NxjF7m5UoEcjX75vTeIaBIyaaggWnddHBsvJcpwKti01Es0iwkdkyHrWipJyLSXZqdO0YFVBiiIlC1pUKZ+n0hJqPUk9G1nSMxI//Zm4l9eNzFBzUu5jBPDJJ0vChKBTIRmf6MBV4waMbGEUMXtrYiOiCLU2HRKNoSvT9H/pHVUdS2/OanUL/M4irAH+3AILpxDHa6hAU2gMIQHeIJnRziPzovzOm8tOPnMLvyA8/YJO6GNwQ==</latexit><latexit sha1_base64="4Xl5Eabu1KN4lzrYiPYbdBDRazw=">AAAB6nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKcz6jLegF48RzQOSJcxOZpMhs7PLzKwQlnyCFw+KePWLvPk3TjYrqGhBQ1HVTXeXHwuuDcYfTmFhcWl5pbhaWlvf2Nwqb++0dJQoypo0EpHq+EQzwSVrGm4E68SKkdAXrO2Pr2Z++54pzSN5ZyYx80IylDzglBgr3Sb94365gqun2L04wwhXcYaM1NxjF7m5UoEcjX75vTeIaBIyaaggWnddHBsvJcpwKti01Es0iwkdkyHrWipJyLSXZqdO0YFVBiiIlC1pUKZ+n0hJqPUk9G1nSMxI//Zm4l9eNzFBzUu5jBPDJJ0vChKBTIRmf6MBV4waMbGEUMXtrYiOiCLU2HRKNoSvT9H/pHVUdS2/OanUL/M4irAH+3AILpxDHa6hAU2gMIQHeIJnRziPzovzOm8tOPnMLvyA8/YJO6GNwQ==</latexit>

u0
<latexit sha1_base64="zoAFxtp7GH1AmsWvpgDqfvUL/O8=">AAAB6nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKcz6jLegF48RzQOSJcxOZpMhs7PLzKwQlnyCFw+KePWLvPk3TjYrqGhBQ1HVTXeXHwuuDcYfTmFhcWl5pbhaWlvf2Nwqb++0dJQoypo0EpHq+EQzwSVrGm4E68SKkdAXrO2Pr2Z++54pzSN5ZyYx80IylDzglBgr3SZ93C9XcPUUuxdnGOEqzpCRmnvsIjdXKpCj0S+/9wYRTUImDRVE666LY+OlRBlOBZuWeolmMaFjMmRdSyUJmfbS7NQpOrDKAAWRsiUNytTvEykJtZ6Evu0MiRnp395M/MvrJiaoeSmXcWKYpPNFQSKQidDsbzTgilEjJpYQqri9FdERUYQam07JhvD1KfqftI6qruU3J5X6ZR5HEfZgHw7BhXOowzU0oAkUhvAAT/DsCOfReXFe560FJ5/ZhR9w3j4BNxWNvg==</latexit><latexit sha1_base64="zoAFxtp7GH1AmsWvpgDqfvUL/O8=">AAAB6nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKcz6jLegF48RzQOSJcxOZpMhs7PLzKwQlnyCFw+KePWLvPk3TjYrqGhBQ1HVTXeXHwuuDcYfTmFhcWl5pbhaWlvf2Nwqb++0dJQoypo0EpHq+EQzwSVrGm4E68SKkdAXrO2Pr2Z++54pzSN5ZyYx80IylDzglBgr3SZ93C9XcPUUuxdnGOEqzpCRmnvsIjdXKpCj0S+/9wYRTUImDRVE666LY+OlRBlOBZuWeolmMaFjMmRdSyUJmfbS7NQpOrDKAAWRsiUNytTvEykJtZ6Evu0MiRnp395M/MvrJiaoeSmXcWKYpPNFQSKQidDsbzTgilEjJpYQqri9FdERUYQam07JhvD1KfqftI6qruU3J5X6ZR5HEfZgHw7BhXOowzU0oAkUhvAAT/DsCOfReXFe560FJ5/ZhR9w3j4BNxWNvg==</latexit><latexit sha1_base64="zoAFxtp7GH1AmsWvpgDqfvUL/O8=">AAAB6nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKcz6jLegF48RzQOSJcxOZpMhs7PLzKwQlnyCFw+KePWLvPk3TjYrqGhBQ1HVTXeXHwuuDcYfTmFhcWl5pbhaWlvf2Nwqb++0dJQoypo0EpHq+EQzwSVrGm4E68SKkdAXrO2Pr2Z++54pzSN5ZyYx80IylDzglBgr3SZ93C9XcPUUuxdnGOEqzpCRmnvsIjdXKpCj0S+/9wYRTUImDRVE666LY+OlRBlOBZuWeolmMaFjMmRdSyUJmfbS7NQpOrDKAAWRsiUNytTvEykJtZ6Evu0MiRnp395M/MvrJiaoeSmXcWKYpPNFQSKQidDsbzTgilEjJpYQqri9FdERUYQam07JhvD1KfqftI6qruU3J5X6ZR5HEfZgHw7BhXOowzU0oAkUhvAAT/DsCOfReXFe560FJ5/ZhR9w3j4BNxWNvg==</latexit><latexit sha1_base64="zoAFxtp7GH1AmsWvpgDqfvUL/O8=">AAAB6nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKcz6jLegF48RzQOSJcxOZpMhs7PLzKwQlnyCFw+KePWLvPk3TjYrqGhBQ1HVTXeXHwuuDcYfTmFhcWl5pbhaWlvf2Nwqb++0dJQoypo0EpHq+EQzwSVrGm4E68SKkdAXrO2Pr2Z++54pzSN5ZyYx80IylDzglBgr3SZ93C9XcPUUuxdnGOEqzpCRmnvsIjdXKpCj0S+/9wYRTUImDRVE666LY+OlRBlOBZuWeolmMaFjMmRdSyUJmfbS7NQpOrDKAAWRsiUNytTvEykJtZ6Evu0MiRnp395M/MvrJiaoeSmXcWKYpPNFQSKQidDsbzTgilEjJpYQqri9FdERUYQam07JhvD1KfqftI6qruU3J5X6ZR5HEfZgHw7BhXOowzU0oAkUhvAAT/DsCOfReXFe560FJ5/ZhR9w3j4BNxWNvg==</latexit>

u1
<latexit sha1_base64="0fWA9Q5ZJWWgaCCiuDbTSKye1qU=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4Ct2u8Rb04jGiWSAZQk+nJ2nSs9DdI4Qhn+DFgyJe/SJv/o2dyQgq+qDg8V4VVfW8WAptMP5wCguLS8srxdXS2vrG5lZ5e6elo0Qx3mSRjFTHo5pLEfKmEUbyTqw4DTzJ2974aua377nSIgrvzCTmbkCHofAFo8ZKt0mf9MsVXD3F5OIMI1zFGTJSI8cEkVypQI5Gv/zeG0QsCXhomKRadwmOjZtSZQSTfFrqJZrHlI3pkHctDWnAtZtmp07RgVUGyI+UrdCgTP0+kdJA60ng2c6AmpH+7c3Ev7xuYvyam4owTgwP2XyRn0hkIjT7Gw2E4szIiSWUKWFvRWxEFWXGplOyIXx9iv4nraMqsfzmpFK/zOMowh7swyEQOIc6XEMDmsBgCA/wBM+OdB6dF+d13lpw8pld+AHn7RM4mY2/</latexit><latexit sha1_base64="0fWA9Q5ZJWWgaCCiuDbTSKye1qU=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4Ct2u8Rb04jGiWSAZQk+nJ2nSs9DdI4Qhn+DFgyJe/SJv/o2dyQgq+qDg8V4VVfW8WAptMP5wCguLS8srxdXS2vrG5lZ5e6elo0Qx3mSRjFTHo5pLEfKmEUbyTqw4DTzJ2974aua377nSIgrvzCTmbkCHofAFo8ZKt0mf9MsVXD3F5OIMI1zFGTJSI8cEkVypQI5Gv/zeG0QsCXhomKRadwmOjZtSZQSTfFrqJZrHlI3pkHctDWnAtZtmp07RgVUGyI+UrdCgTP0+kdJA60ng2c6AmpH+7c3Ev7xuYvyam4owTgwP2XyRn0hkIjT7Gw2E4szIiSWUKWFvRWxEFWXGplOyIXx9iv4nraMqsfzmpFK/zOMowh7swyEQOIc6XEMDmsBgCA/wBM+OdB6dF+d13lpw8pld+AHn7RM4mY2/</latexit><latexit sha1_base64="0fWA9Q5ZJWWgaCCiuDbTSKye1qU=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4Ct2u8Rb04jGiWSAZQk+nJ2nSs9DdI4Qhn+DFgyJe/SJv/o2dyQgq+qDg8V4VVfW8WAptMP5wCguLS8srxdXS2vrG5lZ5e6elo0Qx3mSRjFTHo5pLEfKmEUbyTqw4DTzJ2974aua377nSIgrvzCTmbkCHofAFo8ZKt0mf9MsVXD3F5OIMI1zFGTJSI8cEkVypQI5Gv/zeG0QsCXhomKRadwmOjZtSZQSTfFrqJZrHlI3pkHctDWnAtZtmp07RgVUGyI+UrdCgTP0+kdJA60ng2c6AmpH+7c3Ev7xuYvyam4owTgwP2XyRn0hkIjT7Gw2E4szIiSWUKWFvRWxEFWXGplOyIXx9iv4nraMqsfzmpFK/zOMowh7swyEQOIc6XEMDmsBgCA/wBM+OdB6dF+d13lpw8pld+AHn7RM4mY2/</latexit><latexit sha1_base64="0fWA9Q5ZJWWgaCCiuDbTSKye1qU=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4Ct2u8Rb04jGiWSAZQk+nJ2nSs9DdI4Qhn+DFgyJe/SJv/o2dyQgq+qDg8V4VVfW8WAptMP5wCguLS8srxdXS2vrG5lZ5e6elo0Qx3mSRjFTHo5pLEfKmEUbyTqw4DTzJ2974aua377nSIgrvzCTmbkCHofAFo8ZKt0mf9MsVXD3F5OIMI1zFGTJSI8cEkVypQI5Gv/zeG0QsCXhomKRadwmOjZtSZQSTfFrqJZrHlI3pkHctDWnAtZtmp07RgVUGyI+UrdCgTP0+kdJA60ng2c6AmpH+7c3Ev7xuYvyam4owTgwP2XyRn0hkIjT7Gw2E4szIiSWUKWFvRWxEFWXGplOyIXx9iv4nraMqsfzmpFK/zOMowh7swyEQOIc6XEMDmsBgCA/wBM+OdB6dF+d13lpw8pld+AHn7RM4mY2/</latexit>

u2
<latexit sha1_base64="wuSTZK3ucTGNu+ZV+DsHb/6vKyQ=">AAAB6nicdVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hdn4iregF48RzQOSJcxOZpMhs7PLzKwQlnyCFw+KePWLvPk3TjYrqGhBQ1HVTXeXHwuuDcYfzsLi0vLKamGtuL6xubVd2tlt6ShRlDVpJCLV8YlmgkvWNNwI1okVI6EvWNsfX8389j1Tmkfyzkxi5oVkKHnAKTFWuk361X6pjCun2L04wwhXcIaM1NxjF7m5UoYcjX7pvTeIaBIyaaggWnddHBsvJcpwKti02Es0iwkdkyHrWipJyLSXZqdO0aFVBiiIlC1pUKZ+n0hJqPUk9G1nSMxI//Zm4l9eNzFBzUu5jBPDJJ0vChKBTIRmf6MBV4waMbGEUMXtrYiOiCLU2HSKNoSvT9H/pFWtuJbfnJTrl3kcBdiHAzgCF86hDtfQgCZQGMIDPMGzI5xH58V5nbcuOPnMHvyA8/YJOh2NwA==</latexit><latexit sha1_base64="wuSTZK3ucTGNu+ZV+DsHb/6vKyQ=">AAAB6nicdVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hdn4iregF48RzQOSJcxOZpMhs7PLzKwQlnyCFw+KePWLvPk3TjYrqGhBQ1HVTXeXHwuuDcYfzsLi0vLKamGtuL6xubVd2tlt6ShRlDVpJCLV8YlmgkvWNNwI1okVI6EvWNsfX8389j1Tmkfyzkxi5oVkKHnAKTFWuk361X6pjCun2L04wwhXcIaM1NxjF7m5UoYcjX7pvTeIaBIyaaggWnddHBsvJcpwKti02Es0iwkdkyHrWipJyLSXZqdO0aFVBiiIlC1pUKZ+n0hJqPUk9G1nSMxI//Zm4l9eNzFBzUu5jBPDJJ0vChKBTIRmf6MBV4waMbGEUMXtrYiOiCLU2HSKNoSvT9H/pFWtuJbfnJTrl3kcBdiHAzgCF86hDtfQgCZQGMIDPMGzI5xH58V5nbcuOPnMHvyA8/YJOh2NwA==</latexit><latexit sha1_base64="wuSTZK3ucTGNu+ZV+DsHb/6vKyQ=">AAAB6nicdVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hdn4iregF48RzQOSJcxOZpMhs7PLzKwQlnyCFw+KePWLvPk3TjYrqGhBQ1HVTXeXHwuuDcYfzsLi0vLKamGtuL6xubVd2tlt6ShRlDVpJCLV8YlmgkvWNNwI1okVI6EvWNsfX8389j1Tmkfyzkxi5oVkKHnAKTFWuk361X6pjCun2L04wwhXcIaM1NxjF7m5UoYcjX7pvTeIaBIyaaggWnddHBsvJcpwKti02Es0iwkdkyHrWipJyLSXZqdO0aFVBiiIlC1pUKZ+n0hJqPUk9G1nSMxI//Zm4l9eNzFBzUu5jBPDJJ0vChKBTIRmf6MBV4waMbGEUMXtrYiOiCLU2HSKNoSvT9H/pFWtuJbfnJTrl3kcBdiHAzgCF86hDtfQgCZQGMIDPMGzI5xH58V5nbcuOPnMHvyA8/YJOh2NwA==</latexit><latexit sha1_base64="wuSTZK3ucTGNu+ZV+DsHb/6vKyQ=">AAAB6nicdVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hdn4iregF48RzQOSJcxOZpMhs7PLzKwQlnyCFw+KePWLvPk3TjYrqGhBQ1HVTXeXHwuuDcYfzsLi0vLKamGtuL6xubVd2tlt6ShRlDVpJCLV8YlmgkvWNNwI1okVI6EvWNsfX8389j1Tmkfyzkxi5oVkKHnAKTFWuk361X6pjCun2L04wwhXcIaM1NxjF7m5UoYcjX7pvTeIaBIyaaggWnddHBsvJcpwKti02Es0iwkdkyHrWipJyLSXZqdO0aFVBiiIlC1pUKZ+n0hJqPUk9G1nSMxI//Zm4l9eNzFBzUu5jBPDJJ0vChKBTIRmf6MBV4waMbGEUMXtrYiOiCLU2HSKNoSvT9H/pFWtuJbfnJTrl3kcBdiHAzgCF86hDtfQgCZQGMIDPMGzI5xH58V5nbcuOPnMHvyA8/YJOh2NwA==</latexit>

u4
<latexit sha1_base64="LCS9c/kjAsksW0N4odVpL8AKfQU=">AAAB6nicdVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU8lq1XorevFY0dZCu5Rsmm1Ds9klyQpl6U/w4kERr/4ib/4b0+0KKvpg4PHeDDPz/FhwbTD+cAoLi0vLK8XV0tr6xuZWeXunraNEUdaikYhUxyeaCS5Zy3AjWCdWjIS+YHf++HLm390zpXkkb80kZl5IhpIHnBJjpZukX+uXK7h6gt3zU4xwFWfISN09dpGbKxXI0eyX33uDiCYhk4YKonXXxbHxUqIMp4JNS71Es5jQMRmyrqWShEx7aXbqFB1YZYCCSNmSBmXq94mUhFpPQt92hsSM9G9vJv7ldRMT1L2UyzgxTNL5oiARyERo9jcacMWoERNLCFXc3oroiChCjU2nZEP4+hT9T9pHVdfy61qlcZHHUYQ92IdDcOEMGnAFTWgBhSE8wBM8O8J5dF6c13lrwclnduEHnLdPPSWNwg==</latexit><latexit sha1_base64="LCS9c/kjAsksW0N4odVpL8AKfQU=">AAAB6nicdVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU8lq1XorevFY0dZCu5Rsmm1Ds9klyQpl6U/w4kERr/4ib/4b0+0KKvpg4PHeDDPz/FhwbTD+cAoLi0vLK8XV0tr6xuZWeXunraNEUdaikYhUxyeaCS5Zy3AjWCdWjIS+YHf++HLm390zpXkkb80kZl5IhpIHnBJjpZukX+uXK7h6gt3zU4xwFWfISN09dpGbKxXI0eyX33uDiCYhk4YKonXXxbHxUqIMp4JNS71Es5jQMRmyrqWShEx7aXbqFB1YZYCCSNmSBmXq94mUhFpPQt92hsSM9G9vJv7ldRMT1L2UyzgxTNL5oiARyERo9jcacMWoERNLCFXc3oroiChCjU2nZEP4+hT9T9pHVdfy61qlcZHHUYQ92IdDcOEMGnAFTWgBhSE8wBM8O8J5dF6c13lrwclnduEHnLdPPSWNwg==</latexit><latexit sha1_base64="LCS9c/kjAsksW0N4odVpL8AKfQU=">AAAB6nicdVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU8lq1XorevFY0dZCu5Rsmm1Ds9klyQpl6U/w4kERr/4ib/4b0+0KKvpg4PHeDDPz/FhwbTD+cAoLi0vLK8XV0tr6xuZWeXunraNEUdaikYhUxyeaCS5Zy3AjWCdWjIS+YHf++HLm390zpXkkb80kZl5IhpIHnBJjpZukX+uXK7h6gt3zU4xwFWfISN09dpGbKxXI0eyX33uDiCYhk4YKonXXxbHxUqIMp4JNS71Es5jQMRmyrqWShEx7aXbqFB1YZYCCSNmSBmXq94mUhFpPQt92hsSM9G9vJv7ldRMT1L2UyzgxTNL5oiARyERo9jcacMWoERNLCFXc3oroiChCjU2nZEP4+hT9T9pHVdfy61qlcZHHUYQ92IdDcOEMGnAFTWgBhSE8wBM8O8J5dF6c13lrwclnduEHnLdPPSWNwg==</latexit><latexit sha1_base64="LCS9c/kjAsksW0N4odVpL8AKfQU=">AAAB6nicdVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU8lq1XorevFY0dZCu5Rsmm1Ds9klyQpl6U/w4kERr/4ib/4b0+0KKvpg4PHeDDPz/FhwbTD+cAoLi0vLK8XV0tr6xuZWeXunraNEUdaikYhUxyeaCS5Zy3AjWCdWjIS+YHf++HLm390zpXkkb80kZl5IhpIHnBJjpZukX+uXK7h6gt3zU4xwFWfISN09dpGbKxXI0eyX33uDiCYhk4YKonXXxbHxUqIMp4JNS71Es5jQMRmyrqWShEx7aXbqFB1YZYCCSNmSBmXq94mUhFpPQt92hsSM9G9vJv7ldRMT1L2UyzgxTNL5oiARyERo9jcacMWoERNLCFXc3oroiChCjU2nZEP4+hT9T9pHVdfy61qlcZHHUYQ92IdDcOEMGnAFTWgBhSE8wBM8O8J5dF6c13lrwclnduEHnLdPPSWNwg==</latexit>

Abbildung 1.13: Beispiel für einen Weg (blau) und einen Kreis (rot) als Teilgraphen eines
größeren Graphen.

Definition 5 (Wege und Kreise als spezielle Graphen). Ein Graph P = (U, F ) der
Bauart

U =
{
u0, u1, ..., uk

}
, F =

{
{u0, u1}, {u1, u2}, ..., {uk−1, uk}

}
,

heißt Weg der Länge k, sofern die Knoten u0, . . . , uk alle paarweise verschieden sind.
Außerdem wird für k ≥ 2 der Graph

C := (U, F ∪ {uk, u0})

Kreis der Länge k + 1 genannt. 4 5

Die Knoten u0 und uk werden als Eckknoten des Weges P bezeichnet, die anderen
als die inneren Knoten. Man sagt auch, der Weg P verbindet die Knoten u0 und uk,
und gibt P als die Folge der Knoten an, wobei oftmals die intuitiveren Schreibweisen

P = u0 → u1 → ...→ uk oder P = u0u1...uk

verwendet werden. Wir werden Wege und Kreise meist als Teilgraphen eines gegebenen
Graphen G = (V, E) suchen. In diesem Zusammenhang heißt für zwei gegebene
Knotenmengen A,B ⊂ V ein Weg P mit u0 ∈ A und uk ∈ B ein A-B-Weg. Außerdem
nennt man

g(G) := minimale Länge eines Kreises in G ,

g(G) := maximale Länge eines Kreises in G

die Taillenweite bzw. den Umfang von G. Ist der Kreis C = (U, F ) Teilgraph eines
Graphen G = (V, E), so heißt jede Kante auf G, die zwei Ecken aus C verbindet, aber
selbst nicht Kante von C ist, eine Sehne von C in G. Insbesondere ist C genau dann
sehnenfrei, wenn C nicht nur Teilgraph, sondern sogar Untergraph von G ist.

Lemma 6 (hoher Minimalgrad impliziert die Existenz langer Wege und Kreise ). Jeder
Graph mit δ(G) ≥ 2 enthält einen Weg der Länge δ(G) und einen Kreis, der mindestens
die Länge δ(G) + 1 besitzt.

4Insbesondere enthält ein Kreis der Länge k genau k verschiedene Knoten sowie k verschiedene
Kanten und damit immer mindestens 3 Knoten und 3 Kanten.

5Im Englischen wird ein graphentheoretischer Weg bzw. Kreis als ‘path’ bzw. ‘cycle’ bezeichnet.
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Beweis. Wir wählen einen Weg

P = u0 → u1 → ...→ uk

in G, der von allen Wegen in G die maximale Länge besitzt.

u0
<latexit sha1_base64="orT77dWalzc9jMvUWOt1W8abzQY=">AAAB6nicdVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqmRUsN0V3bisaB/QDiWTZtrQJDMkGaEM/QQ3LhRx6xe5829MH4LPAxcO59zLvfeEieDGYvzu5ZaWV1bX8uuFjc2t7Z3i7l7TxKmmrEFjEet2SAwTXLGG5VawdqIZkaFgrXB0OfVbd0wbHqtbO05YIMlA8YhTYp10k/Zwr1jCZVyt4NMq+k38Mp6hBAvUe8W3bj+mqWTKUkGM6fg4sUFGtOVUsEmhmxqWEDoiA9ZxVBHJTJDNTp2gI6f0URRrV8qimfp1IiPSmLEMXackdmh+elPxL6+T2qgSZFwlqWWKzhdFqUA2RtO/UZ9rRq0YO0Ko5u5WRIdEE2pdOgUXwuen6H/SPCn7jl+flWoXizjycACHcAw+nEMNrqAODaAwgHt4hCdPeA/es/cyb815i5l9+Abv9QODaY3z</latexit><latexit sha1_base64="orT77dWalzc9jMvUWOt1W8abzQY=">AAAB6nicdVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqmRUsN0V3bisaB/QDiWTZtrQJDMkGaEM/QQ3LhRx6xe5829MH4LPAxcO59zLvfeEieDGYvzu5ZaWV1bX8uuFjc2t7Z3i7l7TxKmmrEFjEet2SAwTXLGG5VawdqIZkaFgrXB0OfVbd0wbHqtbO05YIMlA8YhTYp10k/Zwr1jCZVyt4NMq+k38Mp6hBAvUe8W3bj+mqWTKUkGM6fg4sUFGtOVUsEmhmxqWEDoiA9ZxVBHJTJDNTp2gI6f0URRrV8qimfp1IiPSmLEMXackdmh+elPxL6+T2qgSZFwlqWWKzhdFqUA2RtO/UZ9rRq0YO0Ko5u5WRIdEE2pdOgUXwuen6H/SPCn7jl+flWoXizjycACHcAw+nEMNrqAODaAwgHt4hCdPeA/es/cyb815i5l9+Abv9QODaY3z</latexit><latexit sha1_base64="orT77dWalzc9jMvUWOt1W8abzQY=">AAAB6nicdVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqmRUsN0V3bisaB/QDiWTZtrQJDMkGaEM/QQ3LhRx6xe5829MH4LPAxcO59zLvfeEieDGYvzu5ZaWV1bX8uuFjc2t7Z3i7l7TxKmmrEFjEet2SAwTXLGG5VawdqIZkaFgrXB0OfVbd0wbHqtbO05YIMlA8YhTYp10k/Zwr1jCZVyt4NMq+k38Mp6hBAvUe8W3bj+mqWTKUkGM6fg4sUFGtOVUsEmhmxqWEDoiA9ZxVBHJTJDNTp2gI6f0URRrV8qimfp1IiPSmLEMXackdmh+elPxL6+T2qgSZFwlqWWKzhdFqUA2RtO/UZ9rRq0YO0Ko5u5WRIdEE2pdOgUXwuen6H/SPCn7jl+flWoXizjycACHcAw+nEMNrqAODaAwgHt4hCdPeA/es/cyb815i5l9+Abv9QODaY3z</latexit><latexit sha1_base64="orT77dWalzc9jMvUWOt1W8abzQY=">AAAB6nicdVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqmRUsN0V3bisaB/QDiWTZtrQJDMkGaEM/QQ3LhRx6xe5829MH4LPAxcO59zLvfeEieDGYvzu5ZaWV1bX8uuFjc2t7Z3i7l7TxKmmrEFjEet2SAwTXLGG5VawdqIZkaFgrXB0OfVbd0wbHqtbO05YIMlA8YhTYp10k/Zwr1jCZVyt4NMq+k38Mp6hBAvUe8W3bj+mqWTKUkGM6fg4sUFGtOVUsEmhmxqWEDoiA9ZxVBHJTJDNTp2gI6f0URRrV8qimfp1IiPSmLEMXackdmh+elPxL6+T2qgSZFwlqWWKzhdFqUA2RtO/UZ9rRq0YO0Ko5u5WRIdEE2pdOgUXwuen6H/SPCn7jl+flWoXizjycACHcAw+nEMNrqAODaAwgHt4hCdPeA/es/cyb815i5l9+Abv9QODaY3z</latexit>

uk
<latexit sha1_base64="5+GZl48gLICWueSJCCLkvCEFOSU=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4CjMqmNyCXjxGNAskQ+jp1CRNenqG7h4hDPkELx4U8eoXefNv7CyC64OCx3tVVNULEsG1cd13J7e0vLK6ll8vbGxube8Ud/eaOk4VwwaLRazaAdUouMSG4UZgO1FIo0BgKxhdTv3WHSrNY3lrxgn6ER1IHnJGjZVu0t6oVyy5ZbdacU+r5Dfxyu4MJVig3iu+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NnVBnOBE4K3VRjQtmIDrBjqaQRaj+bnTohR1bpkzBWtqQhM/XrREYjrcdRYDsjaob6pzcV//I6qQkrfsZlkhqUbL4oTAUxMZn+TfpcITNibAllittbCRtSRZmx6RRsCJ+fkv9J86TsWX59VqpdLOLIwwEcwjF4cA41uII6NIDBAO7hEZ4c4Tw4z87LvDXnLGb24Ruc1w/c1Y4u</latexit><latexit sha1_base64="5+GZl48gLICWueSJCCLkvCEFOSU=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4CjMqmNyCXjxGNAskQ+jp1CRNenqG7h4hDPkELx4U8eoXefNv7CyC64OCx3tVVNULEsG1cd13J7e0vLK6ll8vbGxube8Ud/eaOk4VwwaLRazaAdUouMSG4UZgO1FIo0BgKxhdTv3WHSrNY3lrxgn6ER1IHnJGjZVu0t6oVyy5ZbdacU+r5Dfxyu4MJVig3iu+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NnVBnOBE4K3VRjQtmIDrBjqaQRaj+bnTohR1bpkzBWtqQhM/XrREYjrcdRYDsjaob6pzcV//I6qQkrfsZlkhqUbL4oTAUxMZn+TfpcITNibAllittbCRtSRZmx6RRsCJ+fkv9J86TsWX59VqpdLOLIwwEcwjF4cA41uII6NIDBAO7hEZ4c4Tw4z87LvDXnLGb24Ruc1w/c1Y4u</latexit><latexit sha1_base64="5+GZl48gLICWueSJCCLkvCEFOSU=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4CjMqmNyCXjxGNAskQ+jp1CRNenqG7h4hDPkELx4U8eoXefNv7CyC64OCx3tVVNULEsG1cd13J7e0vLK6ll8vbGxube8Ud/eaOk4VwwaLRazaAdUouMSG4UZgO1FIo0BgKxhdTv3WHSrNY3lrxgn6ER1IHnJGjZVu0t6oVyy5ZbdacU+r5Dfxyu4MJVig3iu+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NnVBnOBE4K3VRjQtmIDrBjqaQRaj+bnTohR1bpkzBWtqQhM/XrREYjrcdRYDsjaob6pzcV//I6qQkrfsZlkhqUbL4oTAUxMZn+TfpcITNibAllittbCRtSRZmx6RRsCJ+fkv9J86TsWX59VqpdLOLIwwEcwjF4cA41uII6NIDBAO7hEZ4c4Tw4z87LvDXnLGb24Ruc1w/c1Y4u</latexit><latexit sha1_base64="5+GZl48gLICWueSJCCLkvCEFOSU=">AAAB6nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4CjMqmNyCXjxGNAskQ+jp1CRNenqG7h4hDPkELx4U8eoXefNv7CyC64OCx3tVVNULEsG1cd13J7e0vLK6ll8vbGxube8Ud/eaOk4VwwaLRazaAdUouMSG4UZgO1FIo0BgKxhdTv3WHSrNY3lrxgn6ER1IHnJGjZVu0t6oVyy5ZbdacU+r5Dfxyu4MJVig3iu+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NnVBnOBE4K3VRjQtmIDrBjqaQRaj+bnTohR1bpkzBWtqQhM/XrREYjrcdRYDsjaob6pzcV//I6qQkrfsZlkhqUbL4oTAUxMZn+TfpcITNibAllittbCRtSRZmx6RRsCJ+fkv9J86TsWX59VqpdLOLIwwEcwjF4cA41uII6NIDBAO7hEZ4c4Tw4z87LvDXnLGb24Ruc1w/c1Y4u</latexit>

Dann gilt für jede Kante {v, uk} ∈ E schon v ∈ {u0, ..., uk−1}, da andernfalls der Weg
P zu einem längeren Weg erweitert werden könnte und nicht maximale Länge hätte.
Insbesondere erhalten wir

k = Länge von P ≥ d(uk) ≥ δ(G) .

Wählen wir schließlich i ∈ {0, ..., k − 1} minimal mit {ui, uk} ∈ E, so haben wir mit

C = ui → ui+1 → ui+2 → ...→ uk → ui

einen Kreis gefunden, der mindestens d(uk) + 1 Knoten enthält.

Sind v, ṽ zwei Knoten aus G, so wird

distG (v, ṽ) := minimale Länge eines Weges aus G, der v und ṽ verbindet

als der Abstand von v und ṽ in G bezeichnet, wobei wir distG (v, ṽ) =∞ setzen, sofern
es gar keinen Verbindungsweg gibt. Die Größe

diam (G) := maximaler Abstand zweier Knoten aus G

wird dann der Durchmesser von G genannt. Der Radius eines Graphen wird als

rad (G) := min
v∈V

max
ṽ∈V

distG (v, ṽ)

eingeführt und jeder Punkt v ∈ V mit maxṽ∈V distG (v, ṽ) = rad (G) wird zentral
genannt. Ein zentraler Knoten ist also eine Art Mittelpunkt, aber es kann mehrere
zentrale Knoten geben.

Lemma 7 (Radius und Durchmesser). Es gilt stets

rad (G) ≤ diam (G) ≤ 2 rad (G) .

Beweis. Übungsaufgabe.

Lemma 8 (Durchmesser liefert obere Schranke der Taillenweite). Die Länge eines
kürzesten Kreises in einem Graphen G kann nicht größer als 2 diam (G) + 1 sein.

Beweis. Wir betrachten einen Kreis

C = u0 → u1 → · · · → uk−1 → u0

mit minimaler Länge aus G und nehmen an, dass k ≥ 2 diam (G) + 2 gilt, wobei k
gerade die Länge des Kreises C bzw. die Taillenweite von G ist.
Michael Herrmann: Graphentheorie Version vom 8. Juli 2024
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Dann finden wir zwei Knoten in C (dunkelgraue Punkte), deren Abstand in C
mindestens diam (G)+1 beträgt, wobei der entsprechende Verbindungsweg in C gerade
ein (bzw. der kürzere) ‘Halbkreis’ in C ist. Der Abstand der gewählten zwei Punkte in
G ist aber höchstens diam (G), d.h. es gibt einen Verbindungsweg in G, dessen Länge
kleiner als diam (G) + 1 ist (hellgraue Punkte). Dieser Verbindungsweg in G kann nun
mit dem o.g. Halbkreis zu einem Kreis in G ergänzt werden, dessen Länge echt kleiner
als die Länge von C ist. Dies ist aber ein Widerspruch zur Minimalität von C.

Das folgenden Resultat liefert eine interessante Ungleichung und nutzt eine elegante
Beweisstrategie.

Lemma 9 (Ungleichung zwischen Ordnung, Radius, und Maximalgrad). Es gilt

|V | < D

D − 2
(D − 1)R

für jeden Graphen mit Radius R := rad (G) und Maximalgrad D := ∆(G) ≥ 3.

Beweis. Es reicht, den Fall R <∞ zu betrachten, da die Behauptung andernfalls trivial
ist. Wir wählen einen zentralen Knoten v∗ ∈ V (grau) und definieren für jedes n ∈ N
die Sphären (rot, grün, blau usw.)

Vn := {v ∈ V : distG (v, v∗) = n} ,

die natürlich paarweise disjunkt sind.

Insbesondere gilt

V0 = {v∗} , V = V0 ∪ V1 ∪ ... ∪ VR

weil nach Wahl von v∗ jeder andere Knoten v ∈ V mit v∗ durch einen Weg verbunden
werden kann, dessen Länge höchstens R ist. Außerdem verifizieren wir

|V1| ≤ D sowie |Vn| ≤
(
D − 1

)
|Vn−1| für n = 2, ..., R

da jeder Knoten aus Vn per Konstruktion mit mindestens einem Knoten aus Vn−1
verbunden ist (entlang des Verbindungsweges mit v∗). Induktiv ergibt sich

|V2| ≤ (D − 1)D , |V3| ≤ (D − 1)2D , |V4| ≤ (D − 1)3D , ...

Michael Herrmann: Graphentheorie Version vom 8. Juli 2024
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und damit

|V | = |V0|+ |V1|+ ...+ |VR|

≤ 1 +D +D

R∑
n=2

(D − 1)n−1 = 1 +D
R∑

n=1

(D − 1)n−1

= 1 +D
(D − 1)R − 1

D − 2
.

Die Behauptung folgt, weil 1−D/(D − 2) < 0.

Eng verwandt mit dem Konzept des Radius ist die Exzentrizität eines Knoten v ∈ V ,
d.h.

e(v) := max
ṽ∈V

distG (v, ṽ) .

Ein zentraler Knoten ist also gerade ein Knoten minimaler Exzentrizität, wohingegen
ein Knoten maximaler Exzentrizität auch Randknoten genannt wird.

Zusammenhang

Wir führen ein weiteres wichtiges Konzept ein. Dieses beschreibt, ob ein Graph aus
mehreren „Teilen“ besteht oder nicht.

Abbildung 1.14: Beispiel für einen Graphen der Ordnung 9, der aus drei Zusammenhangs-
komponenten besteht (grün, rot, blau). Oder anders gesagt: Der Graph besteht eigentlich aus
drei unabhängigen Teilen.

Definition 10. Ein Graph G = (V, E) heißt zusammenhängend, wenn zwei beliebige
(aber verschiedene) Knoten aus V durch einen Weg in G verbunden werden können.

Insbesondere ist G genau dann zusammenhängend, wenn diam (G) < ∞ gilt.
Eine Teilmenge von V wird zusammenhängend genannt, wenn der von ihr erzeugte
Untergraph zusammenhängend ist.

Lemma 11 (Existenz einer kompatiblen Durchnummerierung). Die Knoten eines
zusammenhängenden Graphen der Ordnung n können immer so nummeriert werden,
dass für jedes k = 1...n der von den ersten k Knoten erzeugte Untergraph auch
zusammenhängend ist.

Beweis. Wir wählen v1 ∈ V beliebig und anschließend v2 ∈ V so, dass v1 und v2 durch
eine Kante in G verbunden sind. Dann gibt es unter den verbleibenden Knoten ein
v3 ∈ V \ {v1, v2}, dass mit v1 oder v2 durch eine Kante verbunden ist (andernfalls wäre
G nicht zusammenhängend) und der von {v1, v2, v3} erzeugte Untergraph von G ist
zusammenhängend. Durch Iteration dieses Arguments können schrittweise die Knoten
v4, v5 usw. gewählt werden.
Michael Herrmann: Graphentheorie Version vom 8. Juli 2024
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1

<latexit sha1_base64="gh6/YW5w9uZujggOZtHOYh2+jD8=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKez4jLegF48JmAckS5idzCajs7PLzKwQlnyBFw+KePWTvPk3TjYrqGhBQ1HVTXeXHwuujet+OIWFxaXlleJqaW19Y3OrvL3T1lGiKGvRSESq6xPNBJesZbgRrBsrRkJfsI5/dzXzO/dMaR7JGzOJmReSkeQBp8RYqYkH5YpbPXXxxZmL3KqbISM1fIwRzpUK5GgMyu/9YUSTkElDBdG6h93YeClRhlPBpqV+ollM6B0ZsZ6lkoRMe2l26BQdWGWIgkjZkgZl6veJlIRaT0LfdobEjPVvbyb+5fUSE9S8lMs4MUzS+aIgEchEaPY1GnLFqBETSwhV3N6K6JgoQo3NpmRD+PoU/U/aR1VsefOkUr/M4yjCHuzDIWA4hzpcQwNaQIHBAzzBs3PrPDovzuu8teDkM7vwA87bJ6wYjNc=</latexit><latexit sha1_base64="gh6/YW5w9uZujggOZtHOYh2+jD8=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKez4jLegF48JmAckS5idzCajs7PLzKwQlnyBFw+KePWTvPk3TjYrqGhBQ1HVTXeXHwuujet+OIWFxaXlleJqaW19Y3OrvL3T1lGiKGvRSESq6xPNBJesZbgRrBsrRkJfsI5/dzXzO/dMaR7JGzOJmReSkeQBp8RYqYkH5YpbPXXxxZmL3KqbISM1fIwRzpUK5GgMyu/9YUSTkElDBdG6h93YeClRhlPBpqV+ollM6B0ZsZ6lkoRMe2l26BQdWGWIgkjZkgZl6veJlIRaT0LfdobEjPVvbyb+5fUSE9S8lMs4MUzS+aIgEchEaPY1GnLFqBETSwhV3N6K6JgoQo3NpmRD+PoU/U/aR1VsefOkUr/M4yjCHuzDIWA4hzpcQwNaQIHBAzzBs3PrPDovzuu8teDkM7vwA87bJ6wYjNc=</latexit><latexit sha1_base64="gh6/YW5w9uZujggOZtHOYh2+jD8=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKez4jLegF48JmAckS5idzCajs7PLzKwQlnyBFw+KePWTvPk3TjYrqGhBQ1HVTXeXHwuujet+OIWFxaXlleJqaW19Y3OrvL3T1lGiKGvRSESq6xPNBJesZbgRrBsrRkJfsI5/dzXzO/dMaR7JGzOJmReSkeQBp8RYqYkH5YpbPXXxxZmL3KqbISM1fIwRzpUK5GgMyu/9YUSTkElDBdG6h93YeClRhlPBpqV+ollM6B0ZsZ6lkoRMe2l26BQdWGWIgkjZkgZl6veJlIRaT0LfdobEjPVvbyb+5fUSE9S8lMs4MUzS+aIgEchEaPY1GnLFqBETSwhV3N6K6JgoQo3NpmRD+PoU/U/aR1VsefOkUr/M4yjCHuzDIWA4hzpcQwNaQIHBAzzBs3PrPDovzuu8teDkM7vwA87bJ6wYjNc=</latexit><latexit sha1_base64="gh6/YW5w9uZujggOZtHOYh2+jD8=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKez4jLegF48JmAckS5idzCajs7PLzKwQlnyBFw+KePWTvPk3TjYrqGhBQ1HVTXeXHwuujet+OIWFxaXlleJqaW19Y3OrvL3T1lGiKGvRSESq6xPNBJesZbgRrBsrRkJfsI5/dzXzO/dMaR7JGzOJmReSkeQBp8RYqYkH5YpbPXXxxZmL3KqbISM1fIwRzpUK5GgMyu/9YUSTkElDBdG6h93YeClRhlPBpqV+ollM6B0ZsZ6lkoRMe2l26BQdWGWIgkjZkgZl6veJlIRaT0LfdobEjPVvbyb+5fUSE9S8lMs4MUzS+aIgEchEaPY1GnLFqBETSwhV3N6K6JgoQo3NpmRD+PoU/U/aR1VsefOkUr/M4yjCHuzDIWA4hzpcQwNaQIHBAzzBs3PrPDovzuu8teDkM7vwA87bJ6wYjNc=</latexit>

2
<latexit sha1_base64="wzBbfmE8aJ6e4bo4sWlh5LWx+YY=">AAAB6HicdVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKczGV7wFvXhMwDwgWcLspJOMmZ1dZmaFsOQLvHhQxKuf5M2/cbJZQUULGoqqbrq7/EhwbQj5cHJLyyura/n1wsbm1vZOcXevpcNYMWiyUISq41MNgktoGm4EdCIFNPAFtP3J9dxv34PSPJS3ZhqBF9CR5EPOqLFSo9Ivlkj5jLiX5wSTMkmRkqp74mI3U0ooQ71ffO8NQhYHIA0TVOuuSyLjJVQZzgTMCr1YQ0TZhI6ga6mkAWgvSQ+d4SOrDPAwVLakwan6fSKhgdbTwLedATVj/dubi3953dgMq17CZRQbkGyxaBgLbEI8/xoPuAJmxNQSyhS3t2I2pooyY7Mp2BC+PsX/k1al7FreOC3VrrI48ugAHaJj5KILVEM3qI6aiCFAD+gJPTt3zqPz4rwuWnNONrOPfsB5+wStnIzY</latexit><latexit sha1_base64="wzBbfmE8aJ6e4bo4sWlh5LWx+YY=">AAAB6HicdVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKczGV7wFvXhMwDwgWcLspJOMmZ1dZmaFsOQLvHhQxKuf5M2/cbJZQUULGoqqbrq7/EhwbQj5cHJLyyura/n1wsbm1vZOcXevpcNYMWiyUISq41MNgktoGm4EdCIFNPAFtP3J9dxv34PSPJS3ZhqBF9CR5EPOqLFSo9Ivlkj5jLiX5wSTMkmRkqp74mI3U0ooQ71ffO8NQhYHIA0TVOuuSyLjJVQZzgTMCr1YQ0TZhI6ga6mkAWgvSQ+d4SOrDPAwVLakwan6fSKhgdbTwLedATVj/dubi3953dgMq17CZRQbkGyxaBgLbEI8/xoPuAJmxNQSyhS3t2I2pooyY7Mp2BC+PsX/k1al7FreOC3VrrI48ugAHaJj5KILVEM3qI6aiCFAD+gJPTt3zqPz4rwuWnNONrOPfsB5+wStnIzY</latexit><latexit sha1_base64="wzBbfmE8aJ6e4bo4sWlh5LWx+YY=">AAAB6HicdVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKczGV7wFvXhMwDwgWcLspJOMmZ1dZmaFsOQLvHhQxKuf5M2/cbJZQUULGoqqbrq7/EhwbQj5cHJLyyura/n1wsbm1vZOcXevpcNYMWiyUISq41MNgktoGm4EdCIFNPAFtP3J9dxv34PSPJS3ZhqBF9CR5EPOqLFSo9Ivlkj5jLiX5wSTMkmRkqp74mI3U0ooQ71ffO8NQhYHIA0TVOuuSyLjJVQZzgTMCr1YQ0TZhI6ga6mkAWgvSQ+d4SOrDPAwVLakwan6fSKhgdbTwLedATVj/dubi3953dgMq17CZRQbkGyxaBgLbEI8/xoPuAJmxNQSyhS3t2I2pooyY7Mp2BC+PsX/k1al7FreOC3VrrI48ugAHaJj5KILVEM3qI6aiCFAD+gJPTt3zqPz4rwuWnNONrOPfsB5+wStnIzY</latexit><latexit sha1_base64="wzBbfmE8aJ6e4bo4sWlh5LWx+YY=">AAAB6HicdVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKczGV7wFvXhMwDwgWcLspJOMmZ1dZmaFsOQLvHhQxKuf5M2/cbJZQUULGoqqbrq7/EhwbQj5cHJLyyura/n1wsbm1vZOcXevpcNYMWiyUISq41MNgktoGm4EdCIFNPAFtP3J9dxv34PSPJS3ZhqBF9CR5EPOqLFSo9Ivlkj5jLiX5wSTMkmRkqp74mI3U0ooQ71ffO8NQhYHIA0TVOuuSyLjJVQZzgTMCr1YQ0TZhI6ga6mkAWgvSQ+d4SOrDPAwVLakwan6fSKhgdbTwLedATVj/dubi3953dgMq17CZRQbkGyxaBgLbEI8/xoPuAJmxNQSyhS3t2I2pooyY7Mp2BC+PsX/k1al7FreOC3VrrI48ugAHaJj5KILVEM3qI6aiCFAD+gJPTt3zqPz4rwuWnNONrOPfsB5+wStnIzY</latexit>

3
<latexit sha1_base64="rAL0UN6Ffn4NDOVGPNL+nauocCg=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKcwaH/EW9OIxAfOAZAmzk0kyZnZ2mZkVwpIv8OJBEa9+kjf/xslmBRUtaCiquunu8iPBtcH4w8ktLa+sruXXCxubW9s7xd29lg5jRVmThiJUHZ9oJrhkTcONYJ1IMRL4grX9yfXcb98zpXkob800Yl5ARpIPOSXGSo1Kv1jC5TPsXp5jhMs4RUqqbsVFbqaUIEO9X3zvDUIaB0waKojWXRdHxkuIMpwKNiv0Ys0iQidkxLqWShIw7SXpoTN0ZJUBGobKljQoVb9PJCTQehr4tjMgZqx/e3PxL68bm2HVS7iMYsMkXSwaxgKZEM2/RgOuGDViagmhittbER0TRaix2RRsCF+fov9J66TsWt44LdWusjjycACHcAwuXEANbqAOTaDA4AGe4Nm5cx6dF+d10Zpzspl9+AHn7ROvIIzZ</latexit><latexit sha1_base64="rAL0UN6Ffn4NDOVGPNL+nauocCg=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKcwaH/EW9OIxAfOAZAmzk0kyZnZ2mZkVwpIv8OJBEa9+kjf/xslmBRUtaCiquunu8iPBtcH4w8ktLa+sruXXCxubW9s7xd29lg5jRVmThiJUHZ9oJrhkTcONYJ1IMRL4grX9yfXcb98zpXkob800Yl5ARpIPOSXGSo1Kv1jC5TPsXp5jhMs4RUqqbsVFbqaUIEO9X3zvDUIaB0waKojWXRdHxkuIMpwKNiv0Ys0iQidkxLqWShIw7SXpoTN0ZJUBGobKljQoVb9PJCTQehr4tjMgZqx/e3PxL68bm2HVS7iMYsMkXSwaxgKZEM2/RgOuGDViagmhittbER0TRaix2RRsCF+fov9J66TsWt44LdWusjjycACHcAwuXEANbqAOTaDA4AGe4Nm5cx6dF+d10Zpzspl9+AHn7ROvIIzZ</latexit><latexit sha1_base64="rAL0UN6Ffn4NDOVGPNL+nauocCg=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKcwaH/EW9OIxAfOAZAmzk0kyZnZ2mZkVwpIv8OJBEa9+kjf/xslmBRUtaCiquunu8iPBtcH4w8ktLa+sruXXCxubW9s7xd29lg5jRVmThiJUHZ9oJrhkTcONYJ1IMRL4grX9yfXcb98zpXkob800Yl5ARpIPOSXGSo1Kv1jC5TPsXp5jhMs4RUqqbsVFbqaUIEO9X3zvDUIaB0waKojWXRdHxkuIMpwKNiv0Ys0iQidkxLqWShIw7SXpoTN0ZJUBGobKljQoVb9PJCTQehr4tjMgZqx/e3PxL68bm2HVS7iMYsMkXSwaxgKZEM2/RgOuGDViagmhittbER0TRaix2RRsCF+fov9J66TsWt44LdWusjjycACHcAwuXEANbqAOTaDA4AGe4Nm5cx6dF+d10Zpzspl9+AHn7ROvIIzZ</latexit><latexit sha1_base64="rAL0UN6Ffn4NDOVGPNL+nauocCg=">AAAB6HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKcwaH/EW9OIxAfOAZAmzk0kyZnZ2mZkVwpIv8OJBEa9+kjf/xslmBRUtaCiquunu8iPBtcH4w8ktLa+sruXXCxubW9s7xd29lg5jRVmThiJUHZ9oJrhkTcONYJ1IMRL4grX9yfXcb98zpXkob800Yl5ARpIPOSXGSo1Kv1jC5TPsXp5jhMs4RUqqbsVFbqaUIEO9X3zvDUIaB0waKojWXRdHxkuIMpwKNiv0Ys0iQidkxLqWShIw7SXpoTN0ZJUBGobKljQoVb9PJCTQehr4tjMgZqx/e3PxL68bm2HVS7iMYsMkXSwaxgKZEM2/RgOuGDViagmhittbER0TRaix2RRsCF+fov9J66TsWt44LdWusjjycACHcAwuXEANbqAOTaDA4AGe4Nm5cx6dF+d10Zpzspl9+AHn7ROvIIzZ</latexit>

4
<latexit sha1_base64="FjcWYNlex4QOI2gyh2/5Mg/qNQc=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvgqWS1ar0VvXhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3ptsKKvpg4PHeDDPz/FhwbQj5cHJLyyura/n1wsbm1vZOcXevpaNEMWiySESq41MNgktoGm4EdGIFNPQFtP3x9cxv34PSPJK3ZhKDF9Kh5AFn1FipUekXS6R8RtzLc4JJmWTISNU9dbG7UEpogXq/+N4bRCwJQRomqNZdl8TGS6kynAmYFnqJhpiyMR1C11JJQ9Bemh06xUdWGeAgUrakwZn6fSKlodaT0LedITUj/dubiX953cQEVS/lMk4MSDZfFCQCmwjPvsYDroAZMbGEMsXtrZiNqKLM2GwKNoSvT/H/pHVSdi1vVEq1q0UceXSADtExctEFqqEbVEdNxBCgB/SEnp0759F5cV7nrTlnMbOPfsB5+wSwpIza</latexit><latexit sha1_base64="FjcWYNlex4QOI2gyh2/5Mg/qNQc=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvgqWS1ar0VvXhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3ptsKKvpg4PHeDDPz/FhwbQj5cHJLyyura/n1wsbm1vZOcXevpaNEMWiySESq41MNgktoGm4EdGIFNPQFtP3x9cxv34PSPJK3ZhKDF9Kh5AFn1FipUekXS6R8RtzLc4JJmWTISNU9dbG7UEpogXq/+N4bRCwJQRomqNZdl8TGS6kynAmYFnqJhpiyMR1C11JJQ9Bemh06xUdWGeAgUrakwZn6fSKlodaT0LedITUj/dubiX953cQEVS/lMk4MSDZfFCQCmwjPvsYDroAZMbGEMsXtrZiNqKLM2GwKNoSvT/H/pHVSdi1vVEq1q0UceXSADtExctEFqqEbVEdNxBCgB/SEnp0759F5cV7nrTlnMbOPfsB5+wSwpIza</latexit><latexit sha1_base64="FjcWYNlex4QOI2gyh2/5Mg/qNQc=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvgqWS1ar0VvXhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3ptsKKvpg4PHeDDPz/FhwbQj5cHJLyyura/n1wsbm1vZOcXevpaNEMWiySESq41MNgktoGm4EdGIFNPQFtP3x9cxv34PSPJK3ZhKDF9Kh5AFn1FipUekXS6R8RtzLc4JJmWTISNU9dbG7UEpogXq/+N4bRCwJQRomqNZdl8TGS6kynAmYFnqJhpiyMR1C11JJQ9Bemh06xUdWGeAgUrakwZn6fSKlodaT0LedITUj/dubiX953cQEVS/lMk4MSDZfFCQCmwjPvsYDroAZMbGEMsXtrZiNqKLM2GwKNoSvT/H/pHVSdi1vVEq1q0UceXSADtExctEFqqEbVEdNxBCgB/SEnp0759F5cV7nrTlnMbOPfsB5+wSwpIza</latexit><latexit sha1_base64="FjcWYNlex4QOI2gyh2/5Mg/qNQc=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvgqWS1ar0VvXhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3ptsKKvpg4PHeDDPz/FhwbQj5cHJLyyura/n1wsbm1vZOcXevpaNEMWiySESq41MNgktoGm4EdGIFNPQFtP3x9cxv34PSPJK3ZhKDF9Kh5AFn1FipUekXS6R8RtzLc4JJmWTISNU9dbG7UEpogXq/+N4bRCwJQRomqNZdl8TGS6kynAmYFnqJhpiyMR1C11JJQ9Bemh06xUdWGeAgUrakwZn6fSKlodaT0LedITUj/dubiX953cQEVS/lMk4MSDZfFCQCmwjPvsYDroAZMbGEMsXtrZiNqKLM2GwKNoSvT/H/pHVSdi1vVEq1q0UceXSADtExctEFqqEbVEdNxBCgB/SEnp0759F5cV7nrTlnMbOPfsB5+wSwpIza</latexit>

5
<latexit sha1_base64="oZjfYoouHTe+aODKo8+AyHKwmfY=">AAAB6HicdVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU8mq1XorevHYgv2AdinZNNvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3ptsKKvpg4PHeDDPz/FhwbTD+cHJLyyura/n1wsbm1vZOcXevpaNEUdakkYhUxyeaCS5Z03AjWCdWjIS+YG1/fD3z2/dMaR7JWzOJmReSoeQBp8RYqVHpF0u4XMHu5TlGuIwzZKTqnrrIXSglWKDeL773BhFNQiYNFUTrrotj46VEGU4FmxZ6iWYxoWMyZF1LJQmZ9tLs0Ck6ssoABZGyJQ3K1O8TKQm1noS+7QyJGenf3kz8y+smJqh6KZdxYpik80VBIpCJ0OxrNOCKUSMmlhCquL0V0RFRhBqbTcGG8PUp+p+0Tsqu5Y2zUu1qEUceDuAQjsGFC6jBDdShCRQYPMATPDt3zqPz4rzOW3POYmYffsB5+wSyKIzb</latexit><latexit sha1_base64="oZjfYoouHTe+aODKo8+AyHKwmfY=">AAAB6HicdVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU8mq1XorevHYgv2AdinZNNvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3ptsKKvpg4PHeDDPz/FhwbTD+cHJLyyura/n1wsbm1vZOcXevpaNEUdakkYhUxyeaCS5Z03AjWCdWjIS+YG1/fD3z2/dMaR7JWzOJmReSoeQBp8RYqVHpF0u4XMHu5TlGuIwzZKTqnrrIXSglWKDeL773BhFNQiYNFUTrrotj46VEGU4FmxZ6iWYxoWMyZF1LJQmZ9tLs0Ck6ssoABZGyJQ3K1O8TKQm1noS+7QyJGenf3kz8y+smJqh6KZdxYpik80VBIpCJ0OxrNOCKUSMmlhCquL0V0RFRhBqbTcGG8PUp+p+0Tsqu5Y2zUu1qEUceDuAQjsGFC6jBDdShCRQYPMATPDt3zqPz4rzOW3POYmYffsB5+wSyKIzb</latexit><latexit sha1_base64="oZjfYoouHTe+aODKo8+AyHKwmfY=">AAAB6HicdVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU8mq1XorevHYgv2AdinZNNvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3ptsKKvpg4PHeDDPz/FhwbTD+cHJLyyura/n1wsbm1vZOcXevpaNEUdakkYhUxyeaCS5Z03AjWCdWjIS+YG1/fD3z2/dMaR7JWzOJmReSoeQBp8RYqVHpF0u4XMHu5TlGuIwzZKTqnrrIXSglWKDeL773BhFNQiYNFUTrrotj46VEGU4FmxZ6iWYxoWMyZF1LJQmZ9tLs0Ck6ssoABZGyJQ3K1O8TKQm1noS+7QyJGenf3kz8y+smJqh6KZdxYpik80VBIpCJ0OxrNOCKUSMmlhCquL0V0RFRhBqbTcGG8PUp+p+0Tsqu5Y2zUu1qEUceDuAQjsGFC6jBDdShCRQYPMATPDt3zqPz4rzOW3POYmYffsB5+wSyKIzb</latexit><latexit sha1_base64="oZjfYoouHTe+aODKo8+AyHKwmfY=">AAAB6HicdVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU8mq1XorevHYgv2AdinZNNvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3ptsKKvpg4PHeDDPz/FhwbTD+cHJLyyura/n1wsbm1vZOcXevpaNEUdakkYhUxyeaCS5Z03AjWCdWjIS+YG1/fD3z2/dMaR7JWzOJmReSoeQBp8RYqVHpF0u4XMHu5TlGuIwzZKTqnrrIXSglWKDeL773BhFNQiYNFUTrrotj46VEGU4FmxZ6iWYxoWMyZF1LJQmZ9tLs0Ck6ssoABZGyJQ3K1O8TKQm1noS+7QyJGenf3kz8y+smJqh6KZdxYpik80VBIpCJ0OxrNOCKUSMmlhCquL0V0RFRhBqbTcGG8PUp+p+0Tsqu5Y2zUu1qEUceDuAQjsGFC6jBDdShCRQYPMATPDt3zqPz4rzOW3POYmYffsB5+wSyKIzb</latexit>

5
<latexit sha1_base64="UfkuI/GagNkIcjEQm0dz0v+hjN0=">AAAB6HicdVDJSgNBEO2JW4xb1KOXxiB4GrpDRnMMevGYgFkgGUJPpyZp07PQ3SOEkC/w4kERr36SN//GziKo6IOCx3tVVNULUim0IeTDya2tb2xu5bcLO7t7+wfFw6OWTjLFockTmahOwDRIEUPTCCOhkypgUSChHYyv5377HpQWSXxrJin4ERvGIhScGSs1vH6xRFxy4VVoFRPXI7RKPUvKHiWkjKlLFiihFer94ntvkPAsgthwybTuUpIaf8qUEVzCrNDLNKSMj9kQupbGLALtTxeHzvCZVQY4TJSt2OCF+n1iyiKtJ1FgOyNmRvq3Nxf/8rqZCav+VMRpZiDmy0VhJrFJ8PxrPBAKuJETSxhXwt6K+Ygpxo3NpmBD+PoU/09aZZda3qiUalerOPLoBJ2ic0TRJaqhG1RHTcQRoAf0hJ6dO+fReXFel605ZzVzjH7AefsEz0uM7w==</latexit><latexit sha1_base64="UfkuI/GagNkIcjEQm0dz0v+hjN0=">AAAB6HicdVDJSgNBEO2JW4xb1KOXxiB4GrpDRnMMevGYgFkgGUJPpyZp07PQ3SOEkC/w4kERr36SN//GziKo6IOCx3tVVNULUim0IeTDya2tb2xu5bcLO7t7+wfFw6OWTjLFockTmahOwDRIEUPTCCOhkypgUSChHYyv5377HpQWSXxrJin4ERvGIhScGSs1vH6xRFxy4VVoFRPXI7RKPUvKHiWkjKlLFiihFer94ntvkPAsgthwybTuUpIaf8qUEVzCrNDLNKSMj9kQupbGLALtTxeHzvCZVQY4TJSt2OCF+n1iyiKtJ1FgOyNmRvq3Nxf/8rqZCav+VMRpZiDmy0VhJrFJ8PxrPBAKuJETSxhXwt6K+Ygpxo3NpmBD+PoU/09aZZda3qiUalerOPLoBJ2ic0TRJaqhG1RHTcQRoAf0hJ6dO+fReXFel605ZzVzjH7AefsEz0uM7w==</latexit><latexit sha1_base64="UfkuI/GagNkIcjEQm0dz0v+hjN0=">AAAB6HicdVDJSgNBEO2JW4xb1KOXxiB4GrpDRnMMevGYgFkgGUJPpyZp07PQ3SOEkC/w4kERr36SN//GziKo6IOCx3tVVNULUim0IeTDya2tb2xu5bcLO7t7+wfFw6OWTjLFockTmahOwDRIEUPTCCOhkypgUSChHYyv5377HpQWSXxrJin4ERvGIhScGSs1vH6xRFxy4VVoFRPXI7RKPUvKHiWkjKlLFiihFer94ntvkPAsgthwybTuUpIaf8qUEVzCrNDLNKSMj9kQupbGLALtTxeHzvCZVQY4TJSt2OCF+n1iyiKtJ1FgOyNmRvq3Nxf/8rqZCav+VMRpZiDmy0VhJrFJ8PxrPBAKuJETSxhXwt6K+Ygpxo3NpmBD+PoU/09aZZda3qiUalerOPLoBJ2ic0TRJaqhG1RHTcQRoAf0hJ6dO+fReXFel605ZzVzjH7AefsEz0uM7w==</latexit><latexit sha1_base64="UfkuI/GagNkIcjEQm0dz0v+hjN0=">AAAB6HicdVDJSgNBEO2JW4xb1KOXxiB4GrpDRnMMevGYgFkgGUJPpyZp07PQ3SOEkC/w4kERr36SN//GziKo6IOCx3tVVNULUim0IeTDya2tb2xu5bcLO7t7+wfFw6OWTjLFockTmahOwDRIEUPTCCOhkypgUSChHYyv5377HpQWSXxrJin4ERvGIhScGSs1vH6xRFxy4VVoFRPXI7RKPUvKHiWkjKlLFiihFer94ntvkPAsgthwybTuUpIaf8qUEVzCrNDLNKSMj9kQupbGLALtTxeHzvCZVQY4TJSt2OCF+n1iyiKtJ1FgOyNmRvq3Nxf/8rqZCav+VMRpZiDmy0VhJrFJ8PxrPBAKuJETSxhXwt6K+Ygpxo3NpmBD+PoU/09aZZda3qiUalerOPLoBJ2ic0TRJaqhG1RHTcQRoAf0hJ6dO+fReXFel605ZzVzjH7AefsEz0uM7w==</latexit>

4
<latexit sha1_base64="AYg8AcZ37nYjcL36Xe+8FDh561c=">AAAB6HicdVDJSgNBEO2JW4xb1KOXxiB4GrpDRnMMevGYgFkgGUJPpyZp07PQ3SOEkC/w4kERr36SN//GziKo6IOCx3tVVNULUim0IeTDya2tb2xu5bcLO7t7+wfFw6OWTjLFockTmahOwDRIEUPTCCOhkypgUSChHYyv5377HpQWSXxrJin4ERvGIhScGSs1Kv1iibjkwqvQKiauR2iVepaUPUpIGVOXLFBCK9T7xffeIOFZBLHhkmndpSQ1/pQpI7iEWaGXaUgZH7MhdC2NWQTany4OneEzqwxwmChbscEL9fvElEVaT6LAdkbMjPRvby7+5XUzE1b9qYjTzEDMl4vCTGKT4PnXeCAUcCMnljCuhL0V8xFTjBubTcGG8PUp/p+0yi61vFEp1a5WceTRCTpF54iiS1RDN6iOmogjQA/oCT07d86j8+K8LltzzmrmGP2A8/YJzceM7g==</latexit><latexit sha1_base64="AYg8AcZ37nYjcL36Xe+8FDh561c=">AAAB6HicdVDJSgNBEO2JW4xb1KOXxiB4GrpDRnMMevGYgFkgGUJPpyZp07PQ3SOEkC/w4kERr36SN//GziKo6IOCx3tVVNULUim0IeTDya2tb2xu5bcLO7t7+wfFw6OWTjLFockTmahOwDRIEUPTCCOhkypgUSChHYyv5377HpQWSXxrJin4ERvGIhScGSs1Kv1iibjkwqvQKiauR2iVepaUPUpIGVOXLFBCK9T7xffeIOFZBLHhkmndpSQ1/pQpI7iEWaGXaUgZH7MhdC2NWQTany4OneEzqwxwmChbscEL9fvElEVaT6LAdkbMjPRvby7+5XUzE1b9qYjTzEDMl4vCTGKT4PnXeCAUcCMnljCuhL0V8xFTjBubTcGG8PUp/p+0yi61vFEp1a5WceTRCTpF54iiS1RDN6iOmogjQA/oCT07d86j8+K8LltzzmrmGP2A8/YJzceM7g==</latexit><latexit sha1_base64="AYg8AcZ37nYjcL36Xe+8FDh561c=">AAAB6HicdVDJSgNBEO2JW4xb1KOXxiB4GrpDRnMMevGYgFkgGUJPpyZp07PQ3SOEkC/w4kERr36SN//GziKo6IOCx3tVVNULUim0IeTDya2tb2xu5bcLO7t7+wfFw6OWTjLFockTmahOwDRIEUPTCCOhkypgUSChHYyv5377HpQWSXxrJin4ERvGIhScGSs1Kv1iibjkwqvQKiauR2iVepaUPUpIGVOXLFBCK9T7xffeIOFZBLHhkmndpSQ1/pQpI7iEWaGXaUgZH7MhdC2NWQTany4OneEzqwxwmChbscEL9fvElEVaT6LAdkbMjPRvby7+5XUzE1b9qYjTzEDMl4vCTGKT4PnXeCAUcCMnljCuhL0V8xFTjBubTcGG8PUp/p+0yi61vFEp1a5WceTRCTpF54iiS1RDN6iOmogjQA/oCT07d86j8+K8LltzzmrmGP2A8/YJzceM7g==</latexit><latexit sha1_base64="AYg8AcZ37nYjcL36Xe+8FDh561c=">AAAB6HicdVDJSgNBEO2JW4xb1KOXxiB4GrpDRnMMevGYgFkgGUJPpyZp07PQ3SOEkC/w4kERr36SN//GziKo6IOCx3tVVNULUim0IeTDya2tb2xu5bcLO7t7+wfFw6OWTjLFockTmahOwDRIEUPTCCOhkypgUSChHYyv5377HpQWSXxrJin4ERvGIhScGSs1Kv1iibjkwqvQKiauR2iVepaUPUpIGVOXLFBCK9T7xffeIOFZBLHhkmndpSQ1/pQpI7iEWaGXaUgZH7MhdC2NWQTany4OneEzqwxwmChbscEL9fvElEVaT6LAdkbMjPRvby7+5XUzE1b9qYjTzEDMl4vCTGKT4PnXeCAUcCMnljCuhL0V8xFTjBubTcGG8PUp/p+0yi61vFEp1a5WceTRCTpF54iiS1RDN6iOmogjQA/oCT07d86j8+K8LltzzmrmGP2A8/YJzceM7g==</latexit>

3
<latexit sha1_base64="nlHuEUHQjYVuNzcAweZ/JCe76Ic=">AAAB6HicdVDJSgNBEO1xjXGLevTSGARPQ3fMaI5BLx4TMAskQ+jpVJI2PQvdPUIY8gVePCji1U/y5t/YWQQVfVDweK+KqnpBIoU2hHw4K6tr6xubua389s7u3n7h4LCp41RxaPBYxqodMA1SRNAwwkhoJwpYGEhoBePrmd+6B6VFHN2aSQJ+yIaRGAjOjJXq571CkbjkwivTCiauR2iFepaUPEpICVOXzFFES9R6hfduP+ZpCJHhkmndoSQxfsaUEVzCNN9NNSSMj9kQOpZGLATtZ/NDp/jUKn08iJWtyOC5+n0iY6HWkzCwnSEzI/3bm4l/eZ3UDCp+JqIkNRDxxaJBKrGJ8exr3BcKuJETSxhXwt6K+Ygpxo3NJm9D+PoU/0+aJZdaXi8Xq1fLOHLoGJ2gM0TRJaqiG1RDDcQRoAf0hJ6dO+fReXFeF60rznLmCP2A8/YJzEOM7Q==</latexit><latexit sha1_base64="nlHuEUHQjYVuNzcAweZ/JCe76Ic=">AAAB6HicdVDJSgNBEO1xjXGLevTSGARPQ3fMaI5BLx4TMAskQ+jpVJI2PQvdPUIY8gVePCji1U/y5t/YWQQVfVDweK+KqnpBIoU2hHw4K6tr6xubua389s7u3n7h4LCp41RxaPBYxqodMA1SRNAwwkhoJwpYGEhoBePrmd+6B6VFHN2aSQJ+yIaRGAjOjJXq571CkbjkwivTCiauR2iFepaUPEpICVOXzFFES9R6hfduP+ZpCJHhkmndoSQxfsaUEVzCNN9NNSSMj9kQOpZGLATtZ/NDp/jUKn08iJWtyOC5+n0iY6HWkzCwnSEzI/3bm4l/eZ3UDCp+JqIkNRDxxaJBKrGJ8exr3BcKuJETSxhXwt6K+Ygpxo3NJm9D+PoU/0+aJZdaXi8Xq1fLOHLoGJ2gM0TRJaqiG1RDDcQRoAf0hJ6dO+fReXFeF60rznLmCP2A8/YJzEOM7Q==</latexit><latexit sha1_base64="nlHuEUHQjYVuNzcAweZ/JCe76Ic=">AAAB6HicdVDJSgNBEO1xjXGLevTSGARPQ3fMaI5BLx4TMAskQ+jpVJI2PQvdPUIY8gVePCji1U/y5t/YWQQVfVDweK+KqnpBIoU2hHw4K6tr6xubua389s7u3n7h4LCp41RxaPBYxqodMA1SRNAwwkhoJwpYGEhoBePrmd+6B6VFHN2aSQJ+yIaRGAjOjJXq571CkbjkwivTCiauR2iFepaUPEpICVOXzFFES9R6hfduP+ZpCJHhkmndoSQxfsaUEVzCNN9NNSSMj9kQOpZGLATtZ/NDp/jUKn08iJWtyOC5+n0iY6HWkzCwnSEzI/3bm4l/eZ3UDCp+JqIkNRDxxaJBKrGJ8exr3BcKuJETSxhXwt6K+Ygpxo3NJm9D+PoU/0+aJZdaXi8Xq1fLOHLoGJ2gM0TRJaqiG1RDDcQRoAf0hJ6dO+fReXFeF60rznLmCP2A8/YJzEOM7Q==</latexit><latexit sha1_base64="nlHuEUHQjYVuNzcAweZ/JCe76Ic=">AAAB6HicdVDJSgNBEO1xjXGLevTSGARPQ3fMaI5BLx4TMAskQ+jpVJI2PQvdPUIY8gVePCji1U/y5t/YWQQVfVDweK+KqnpBIoU2hHw4K6tr6xubua389s7u3n7h4LCp41RxaPBYxqodMA1SRNAwwkhoJwpYGEhoBePrmd+6B6VFHN2aSQJ+yIaRGAjOjJXq571CkbjkwivTCiauR2iFepaUPEpICVOXzFFES9R6hfduP+ZpCJHhkmndoSQxfsaUEVzCNN9NNSSMj9kQOpZGLATtZ/NDp/jUKn08iJWtyOC5+n0iY6HWkzCwnSEzI/3bm4l/eZ3UDCp+JqIkNRDxxaJBKrGJ8exr3BcKuJETSxhXwt6K+Ygpxo3NJm9D+PoU/0+aJZdaXi8Xq1fLOHLoGJ2gM0TRJaqiG1RDDcQRoAf0hJ6dO+fReXFeF60rznLmCP2A8/YJzEOM7Q==</latexit>

2
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Abbildung 1.15: Beispiel für eine zulässige (grün) und eine nicht-zulässige (rot) Knoten-
nummerierung in Lemma 11.

Man sagt, ein nicht zusammenhängender Graph zerfällt in viele sogenannte
Zusammenhangskomponenten, wobei jeder dieser Zusammenhangskomponenten ein
maximaler zusammenhängender Untergraph von G ist. Maximalität meint hier, dass
jede dieser Komponenten nach einer Erweiterung um zusätzliche Knoten oder weitere
Kanten aus G nicht mehr zusammenhängend wäre.6 Die Anzahl der Zusammenhangs-
komponenten eines Graphen (G, V ) wird mit k(G) bezeichnet.

Eine Menge von Knoten Ṽ ⊂ V heißt trennende Knotenmenge (‘vertex cutset ’), wenn
die Herausnahme aller dieser Knoten aus G (sowie aller adjazenten Kanten) die Anzahl
der Zusammenhangskomponenten erhöht. Analog wird trennende Kantenmenge (‘edge
cutset ’) eingeführt. Ein trennender Knoten, d.h. eine einelementige trennende Knoten-
menge, wird auch Artikulation (oder Schnittknoten) genannt. Eine trennende Kante
heißt auch Brücke.

Abbildung 1.16: Links: Beispiel für eine trennende Knoten Menge (grün) und eine trennende
Kantenmenge (blau). Rechts: 5 Beispiele für Artikulationen (orange) sowie 3 Beispiele für
Brücken (rot).

Lemma 12 (Charakterisierung von Artikulationen). Die folgenden Aussagen sind für
einen Knoten v ∈ V eines zusammenhängenden Graphen G = (V, E) äquivalent:

1. Der Knoten v ist eine Artikulation.

2. Es existieren zwei Knoten v1, v2 ∈ V mit v1 ̸= v ̸= v2 ̸= v1, sodass v auf jedem
Weg liegt, der v1 und v2 in G miteinander verbindet.

Beweis. Übungsaufgabe.

Lemma 13 (Charakterisierung von Brücken). Die folgenden Aussagen sind für eine
Kante e ∈ E eines zusammenhängenden Graphen G = (V, E) äquivalent:

6Ein zusammenhängender Teilgraph G̃ = (Ṽ , Ẽ) ist also genau dann eine Zusammenhangs-
komponente von G = (V, E), wenn für jeden anderen zusammenhängenden Teilgraphen Ĝ = (V̂ , Ê)
mit G̃ ⊆ Ĝ ⊆ G schon G̃ = Ĝ gilt.
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1. e ist eine Brücke in G.

2. e ist nicht Kante eines Kreises in G.

3. Es gibt zwei Knoten v1, v2, sodass e zu jedem Weg gehört, der v1 und v2 in G
miteinander verbindet.

Beweis. Im folgenden sei G̃ := (V, E \ {e}).
3 =⇒ 1 : Die Knoten v1 und v2 können in G̃ nicht verbunden werden, d.h. G̃ ist

nicht mehr zusammenhängend.
1 =⇒ 3 : Da G̃ nicht mehr zusammenhängend ist, gibt es zwei Knoten v1 und v2,

die nicht in G̃ durch einen Weg verbunden werden können. Da G zusammenhängend
ist, gibt es (zwischen v1 und v2) aber mindestens einen Verbindungsweg in G und jeder
dieser Wege muss e enthalten.
¬1 =⇒ ¬2 : Ist e keine Brücke, so können die Randpunkte v1 und v2 von e durch

einen Weg P in G̃ verbunden werden. Es gilt also

P : v1 = u0 → ...→ uk = v2 , {um−1, um} ≠ e für alle m = 1...k .

Dann ist aber u0 → ...→ uk → u0 ein Kreis in G mit Kante e.
¬2 =⇒ ¬1 : Ist e = {v1, v2} Kreiskante, so existiert ein Weg

P : v1 = u0 → ...→ uk = v2

in G̃, sodass u0 → ... → uk → u0 ein Kreis in G ist. Für zwei beliebige Knoten
ṽ1 oder ṽ2 in G̃ existiert immer ein Verbindungsweg in G. Ist e keine Kante dieses
Weges, so liegt der Weg auch im Graphen G̃. Andernfalls kann die Kante e durch
den Weg u0 → u1 → ... → uk ersetzt werden. Insgesamt haben wir damit gezeigt,
dass es für je zwei Knoten aus G̃ einen Verbindungsweg in G̃ gibt. Insbesondere ist G̃
zusammenhängend und e kann daher keine Brücke sein.

1.4 Grundbegriffe, Teil 3

Bäume

Ein kreisfreier7 Graph wird, wenn er zusammenhängend ist, Baum (oder ‘tree’) ge-
nannt, andernfalls Wald (bzw. ‘forest ’). Insbesondere besteht ein Wald aus lauter Bäu-
men. Jeder Knoten eines Baumes, der den Grad 1 besitzt, heißt Blatt (oder ‘leaf ’) und
jeder Baum mit mehr als einem Knoten besitzt mindestens zwei Blätter (zum Beispiel
die Ecknoten eines längsten Weges).

Abbildung 1.17: Ein Wald mit drei Bäumen und grünen Blättern.

7Ein Graph wird kreisfrei genannt, wenn er keinen Kreis als Teilgraphen enthält.
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Theorem 14 (äquivalente Charakterisierung von Bäumen). Die folgenden Aussagen
sind für jeden Graphen G = (V, E) äquivalent:

1. G ist Baum.

2. Zu je zwei verschiedenen Knoten v1, v2 ∈ V gibt es genau einen Verbindungsweg
in G.

3. G ist zusammenhängend mit |V | = |E|+ 1.

4. G ist kreislos mit |V | = |E|+ 1.

5. G ist maximal kreisfrei, d.h. G ist kreisfrei und jede Erweiterung von G durch
eine zusätzliche Kante zwischen den Knoten aus V ist nicht mehr kreisfrei.

Beweis. ¬2⇒ ¬1 (und damit 1⇒ 2) : Sind v1, v2 zwei Knoten, für die es zwei
verschiedene Verbindungswege gibt, so kann aus diesen zwei Wegen leicht ein Kreis
konstruiert werden. Gibt es zu zwei Knoten v1, v2 überhaupt keinen Verbindungsweg,
so ist G nicht zusammenhängend.

2⇒ 1 : G ist hier zusammenhängend, denn nach Voraussetzung gilt diam (G) <∞.
Es kann aber keinen Kreis in G geben, da andernfalls für zwei beliebige Knoten dieses
Kreises mindestens zwei Verbindungswege existieren (entlang des Kreises).

1⇒ 3 : Wir wollen die n = |V | Knoten des Baumes wie in Lemma 11 nummerieren.
Dann kann leicht durch Induktion gezeigt werden, dass jeder Knoten vm mit genau
einem der Knoten {v1, ... , vm−1} verbunden ist (m = 2, ..., n), da andernfalls der von
{v1, ..., vm} erzeugte Untergraph von G entweder nicht zusammenhängend wäre (im
Falle von 0 Kanten) oder einen Kreis enthalten würde (im Falle von zwei oder mehr
Verbindungskanten). Ein einfaches Abzählargument offenbart, dass es genau n − 1
Kanten in G gibt.

3⇒ 1 : Angenommen, der zusammenhängende Graph G =: G0 mit |V0| = |E0|+ 1
würde einen Kreis enthalten. Dann ist jede Kante in diesem Kreis nach Lemma 13
keine Brücke und wir können durch Entfernen einer der Kreiskanten einen Graph G1

auf den Knoten V erzeugen, der immer noch zusammenhängend ist, aber nun eine
Kante weniger enthält. Besitzt G1 wieder einen Kreis, so können wir eine weitere Kante
entfernen usw. Nach endlich vielen (nach m-vielen) Schritten erhalten wir schließlich
einen kreisfreien und immer noch zusammenhängenden Graphen Gm, der nun nach
Konstruktion zum einen ein Baum ist und andererseits |V | Knoten und |E| − m =
|V | − 1−m Kanten enthält. Das ist aber nicht möglich, da wir ja schon gezeigt haben,
dass in jedem Baum die Differenz von Knotenzahl und Kantenzahl den Wert 1 annimmt.

1⇒ 4 : Diese Implikation ist eine Konsequenz von 1⇒ 3.
4⇒ 1 : Angenommen, der kreisfreie Graph G wäre nicht zusammenhängend. Dann

ist G die Vereinigung von k = k(G) Zusammenhangskomponenten, wobei jede dieser
Komponenten ein Baum ist. Die Knoten-Kanten-Formel (angewendet auf jede der k
Komponenten) nun |V | = |E|+ k und damit einen Widerspruch zur Voraussetzung.

1⇒ 5 : Seien v1, v2 ∈ V zwei Knoten in G mit {v1, v2} /∈ E. Dann muss der Graph
G̃ = (V, E ∪ {v1, v2}) mindestens einen Kreis enthalten, denn andernfalls wäre er selbst
ein Baum und es würde |V | = |E|+ 2 gelten, was aber |V | = |E|+ 1 widerspricht.

5⇒ 1 : Sei G maximal kreisfrei mit k Zusammenhangskomponenten. Angenommen,
es gilt k > 1. Dann ist G ein Wald mit mindestens zwei Bäumen und es gibt zwei
Knoten v1 und v2, die zu unterschiedlichen Bäumen gehören. Der erweiterte Graph
G̃ = (V, E ∪ {v1, v2}) ist nun nach Voraussetzung nicht mehr kreisfrei und enthält
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daher mindestens einen Kreis. Da dieser Kreis aber nicht in G enthalten ist, muss
dieser Kreis die Kante {v1, v2} enthalten. Damit gibt es aber (entlang dieses Kreises)
einen zweiten Verbindungsweg von v1 und v2 in G̃, der die Kante {v1, v2} nicht enthält
und also schon in G enthalten sein muss. Dies widerspricht aber distG (v1, v2) = ∞.
Also gilt k = 1 und G ist Baum.

Folgerung 15. Es gelten die folgenden Aussagen:

1. Jede Kante eines Baumes ist Brücke.

2. Jeder um eine zusätzliche Kante zwischen den Knoten erweiterter Baum enthält
genau einen Kreis.

Beweis. Die Behauptungen folgen aus Lemma 13 und Theorem 14.

Abbildung 1.18: Zwei Beispiele für Gerüste (rot) eines Graphen (grau).

Abbildung 1.19: Die Isomorphieklassen der Gerüste des vollständigen Graphen der Ordnung
3, 4 und 5.

Folgerung 16 (Existenz eines Gerüstes). Jeder zusammenhängende Graph G = (V, E)
besitzt ein Gerüst (oder Spannbaum oder ‘spanning tree’), d.h. einen kreisfreien und
zusammenhängenden Teilgraphen, der alle Knoten aus V sowie genau |V | − 1 viele
Kanten aus E enthält.

Beweis. Wir können ein Gerüst durch sukzessives Löschen einzelner Kreiskanten
konstruieren, analog zum Schritt 3⇒ 1 im Beweis von Theorem 14.

Ein Gerüst G̃ eines zusammenhängenden Graphen G kann alternativ auch wie folgt
charakterisiert werden: G̃ ist ein minimaler zusammenhängender Teilgraph, der alle
Knoten enthält. Gerüste können analog auch bei nicht-zusammenhängenden Graphen
definiert werden, indem die Konstruktion in jeder Zusammenhangskomponente separat
durchgeführt wird.
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Bemerkung.

1. Der Satz von Kirchhoff besagt, dass ein Graph genau dann zusammenhängend
ist, wenn es einen Spannbaum gibt. Die eine Richtung ist gerade Folgerung 16,
die andere trivial.

2. Der Satz von Cayley besagt, dass der vollständige Graph der Ordnung n genau
nn−2 viele Gerüste besitzt, wobei aber viele isomorph zueinander sind. Mehrere
Beweise dieser Formel werden zum Beispiel in [Fel, Kapitel 6.2] diskutiert.

3. Ist An die Anzahl der Isomorphieklassen aller Bäume der Ordnung n, so gilt:

n 1 2 3 4 5 6
An 1 1 1 2 3 6

Ein Wurzelbaum ist ein Baum mit einem ausgezeichneten Knoten v∗, der die
Wurzel genannt wird. In einem Wurzelbaum gibt es eine natürliche Halbordnung8 der
Knoten, nach der v1 ≤ v2 genau dann gilt, wenn der eindeutige Verbindungsweg von v∗
nach v2 über v1 läuft. In diesem Fall sagt man auch, v1 ist der Vorgänger von v2 bzw.
v2 ist der Nachfahre von v1. Sind v1 und v2 auch noch in T benachbart, so heißt v2 ein
Kind von v1 und v1 ein Elternknoten von v2.9

Wurzelbäume spielen in der theoretischen Informatik eine große Rolle, insbesondere die
binären Bäume, in der jeder Knoten entweder gar keine oder genau zwei Kinder besitzt.
Ein weiteres wichtiges Konzept sind sogenannte Tiefensuchbäume. Aus mathematischer
Sicht handelt es sich um normale Spannbäume von Graphen, wobei ein Spannbaum T
von G genau dann normal ist, wenn es einen Wurzelknoten gibt, sodass je zwei Knoten,
die in G benachbart sind, bzgl. der Halbordnung in T vergleichbar sind (d.h. wenn
v1 ≤ v2 oder v2 ≤ v1 gilt).
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01
<latexit sha1_base64="Kb0ncv9W8JcR0YfQdq7coZCtUHU="></latexit><latexit sha1_base64="bCH3xbPsfPCzlD7VTFa7/Q4hdQw="></latexit><latexit sha1_base64="bCH3xbPsfPCzlD7VTFa7/Q4hdQw="></latexit><latexit sha1_base64="lTtx2/D2yhEPtCM3CGoQRtIv6SE="></latexit>

001
<latexit sha1_base64="ip/n+vsdvhAqgnpCG7J/FAvbUPQ="></latexit><latexit sha1_base64="7UxZYWFRLDKPy3OcXQ9Nu9Hq6cI="></latexit><latexit sha1_base64="7UxZYWFRLDKPy3OcXQ9Nu9Hq6cI="></latexit><latexit sha1_base64="ajNI2YLouDc6MSz/AjBVg5iY4J4="></latexit>

101
<latexit sha1_base64="4kHCwydzHizj6MzpI3LWPc/H2Ns="></latexit><latexit sha1_base64="d1mAtZ3eGOxKtcNS5BzDnKfyo2Y="></latexit><latexit sha1_base64="d1mAtZ3eGOxKtcNS5BzDnKfyo2Y="></latexit><latexit sha1_base64="o1Tim8/V+L7M6utYt2MoXpi9b1o="></latexit>

01111
<latexit sha1_base64="RdR4pCqe0gicuPnI26MDY6kuxGY="></latexit><latexit sha1_base64="WjQA3n/5oLaOTc3kXLNG8e9Pkzg="></latexit><latexit sha1_base64="WjQA3n/5oLaOTc3kXLNG8e9Pkzg="></latexit><latexit sha1_base64="XwFgrttHV1T1+47kAsyizOx/wxM="></latexit>

01
<latexit sha1_base64="Kb0ncv9W8JcR0YfQdq7coZCtUHU="></latexit><latexit sha1_base64="bCH3xbPsfPCzlD7VTFa7/Q4hdQw="></latexit><latexit sha1_base64="bCH3xbPsfPCzlD7VTFa7/Q4hdQw="></latexit><latexit sha1_base64="lTtx2/D2yhEPtCM3CGoQRtIv6SE="></latexit>

1
<latexit sha1_base64="QjbXIxsIoHlZ7giccezVZdOmlT8="></latexit><latexit sha1_base64="vy4ajjeUh9YrjX5Hkec2qlyywtM="></latexit><latexit sha1_base64="vy4ajjeUh9YrjX5Hkec2qlyywtM="></latexit><latexit sha1_base64="N8voaO8JiFHUD0nDSzJe0I61gsU="></latexit>

001
<latexit sha1_base64="ip/n+vsdvhAqgnpCG7J/FAvbUPQ="></latexit><latexit sha1_base64="7UxZYWFRLDKPy3OcXQ9Nu9Hq6cI="></latexit><latexit sha1_base64="7UxZYWFRLDKPy3OcXQ9Nu9Hq6cI="></latexit><latexit sha1_base64="ajNI2YLouDc6MSz/AjBVg5iY4J4="></latexit>

0001
<latexit sha1_base64="TLzXTouep0aRKiF+ptvber90LAQ="></latexit><latexit sha1_base64="JGIAoImWUqKfxh7IST7qBl0psvI="></latexit><latexit sha1_base64="JGIAoImWUqKfxh7IST7qBl0psvI="></latexit><latexit sha1_base64="tRIL/NCmfnLv2+MuA/XvyrxVzic="></latexit>

00001
<latexit sha1_base64="QSpFn5a+y1tDqJ/18sYGrsmx9PI="></latexit><latexit sha1_base64="gn4P1SDUt7P2lKBZYIkkV33XR2w="></latexit><latexit sha1_base64="gn4P1SDUt7P2lKBZYIkkV33XR2w="></latexit><latexit sha1_base64="5oPrMrRmTL8gJhmQfooJiGU5jF8="></latexit>

Abbildung 1.20: Zwei Beispiele für binäre Bäume, die in der Kodierungs- und Kompressions-
theorie eine wichtige Rolle spielen. Der rechte Graph ist ein Huffmann-Graph.

Theorem 17 (Existenz normaler Spannbäume). Sei G zusammmenhängend und v∗
ein beliebiger Knoten in G. Dann besitzt G einen normalen Spannbaum mit Wurzel v∗.

8Es handelt sich nur um eine Halbordnung (und nicht um eine Ordnung), weil es Knoten v1 und
v2 geben kann, für die weder v1 ≤ v2 noch v2 ≤ v1 gilt. In diesem Fall sagt man auch, v1 und v2 seien
nicht vergleichbar.

9Kinder haben aber nur einen Elternknoten.
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Abbildung 1.21: Beispiel (blau) und Gegenbeispiel (rot) für einen normalen Spannbaum in
einem gegeben Graphen.

Beweis. Vorbemerkungen : Wir wollen den Spannbaum sukzessive konstruieren und
nennen in diesem Zusammenhang einen (i.A. nicht aufspannenden) Baum T ⊆ G
normal , wenn die Eckknoten eines T -Henkels bzgl. der Halbordnung in T vergleichbar
sind. Dabei nennen wir einen Weg P in G einen T -Henkel, wenn die Eckknoten von
P zu T gehören, die inneren Wegknoten sowie die Verbindungskanten zwischen den
inneren Knoten hingegen zum Differenzgraphen G \ T . Außerdem fixieren wir einen
beliebigen Wurzelknoten v∗ in G und bemerken, dass für jeden Nachbarknoten von v∗
der entsprechende Zweipunktbaum in G im obigen Sinne normal ist. Wir wollen nun
schrittweise einen solchen normalen Startbaum solange vergrößern, bis er alle Knoten
von V umfasst.

T
<latexit sha1_base64="bNS1qNBOZ/mpF2bSHaXzuEFg4pk="></latexit><latexit sha1_base64="bNS1qNBOZ/mpF2bSHaXzuEFg4pk="></latexit><latexit sha1_base64="bNS1qNBOZ/mpF2bSHaXzuEFg4pk="></latexit><latexit sha1_base64="bNS1qNBOZ/mpF2bSHaXzuEFg4pk="></latexit>

v̄
<latexit sha1_base64="j4PIV/KvgMnP90xzERQtail/cZQ="></latexit><latexit sha1_base64="j4PIV/KvgMnP90xzERQtail/cZQ="></latexit><latexit sha1_base64="j4PIV/KvgMnP90xzERQtail/cZQ="></latexit><latexit sha1_base64="j4PIV/KvgMnP90xzERQtail/cZQ="></latexit>

ṽ
<latexit sha1_base64="9lhFgSnprMWz/3JWN8dHR7aKaIQ="></latexit><latexit sha1_base64="9lhFgSnprMWz/3JWN8dHR7aKaIQ="></latexit><latexit sha1_base64="9lhFgSnprMWz/3JWN8dHR7aKaIQ="></latexit><latexit sha1_base64="9lhFgSnprMWz/3JWN8dHR7aKaIQ="></latexit>

Erweiterung eines normalen Baumes : Sei T ein im obigen Sinne normaler Baum
in G und sei C eine beliebige, aber feste Zusammenhangskomponente von G \ T . Wir
betrachten nun alle Nachbarn von C in T , d.h. die Knotenmenge

M := {Knoten u von T : es existiert in G eine Kante zu einem Knoten aus C} .

Da C zusammenhängend ist, existiert zwischen je zwei Punkten aus M immer ein
Verbindungsweg in C und dieser wird durch die Hinzunahme zweier Kanten zu einem
T -Henkel wie in der obigen Definition. Die Voraussetzung an T impliziert nun, dass
die Eckknoten eines solchen Henkels bzgl. der Halbordnung des Baumes T miteinander
vergleichbar sind. Damit können wir auch je zwei Knoten der endlichen Menge M in
natürlicher Weise miteinander vergleichen und es kann leicht gezeigt werden, dass es
in M genau ein größtes Element v̄ ∈ M geben muss. Wir erweitern nun T zu einem
Baum T̃ , indem wir dieses größte Element v̄ durch eine zusätzliche Kante mit einem
Nachbarknoten ṽ in C verbinden. Dann ist T̃ wieder ein Baum in G.

Normalität des erweiterten Baumes : Ist P̃ ein beliebiger T̃ -Henkel in G, so müssen
wir zwei Fälle unterscheiden. Fall 1: Gehören die Ecknoten von P̃ schon zu T , so
ist P̃ schon T -Henkel und die Ecknoten sind wegen der Normalität von T bzgl. der
Halbordnung in T vergleichbar. Dann sind sie aber auch bzgl. T̃ vergleichbar. Fall 2:
Ist ṽ einer der Eckpunkte von P̃ , so gehört der andere Eckpunkt v̂ zu T und damit
auch zur Menge M . Der Weg P̃ kann nun zu einem Weg P̄ verlängert werden, der v̂
mit v̄ verbindet und T -Henkel ist. Dann gilt v̂ ≤ v̄ nach Wahl von v̄ sowohl bzgl. T als
auch bzgl. T̃ . Andererseits gilt v̄ ≤ ṽ bzgl. der Halbordnung in T̃ .
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Partite Graphen

Ein Graph G = (V, E) heißt r-partit, wenn es eine Partition (d.h. eine paarweise
disjunkte Zerlegung in nichtleere Teilmengen) V = V1 ∪ ... ∪ Vr gibt, sodass die
Eckknoten einer jeden Kante in G zu unterschiedlichen Partitionsklassen gehören.10

Insbesondere sind die Knoten innerhalb einer Partitionsklasse Vi niemals benachbart.
Im Fall von r = 2 spricht man auch von bipartit und multipartit meint r-partit für
ein r ∈ {3, 4, 5, . . .}. Außerdem wird ein r-partiter Graph vollständig r-partit genannt,
wenn je zwei Knoten aus unterschiedlichen Klassen durch eine Kante verbunden sind.

Abbildung 1.22: Beispiele für einen 2-partiten und einen 3-partiten Graphen, wobei der
erste auch vollständig bipartit ist und in der Literatur K3, 3 genannt wird.

Die Frage, ob ein gegebener Graph r-partit ist, kann auch als Färbungsproblem
verstanden werden: Die Frage ist, ob man die Knoten mit r Farben so kolorieren kann,
dass benachbarte Knoten verschiedene Farben besitzen. Diesen Aspekt werden wir
weiter unten genauer untersuchen, aber wollen für r = 2 schon ein Resultat angeben.

Theorem 18 (Charakterisierung bipartiter Graphen). Ein Graph ist genau dann
bipartit, wenn er keinen Kreis ungerader Länge enthält.

Beweis. Hinrichtung : Sei G bipartit und C ein Kreis in G. Dann sind benachbarte
Knoten in C durch eine Kante verbunden und müssen daher zu unterschiedlichen
Partitionsklassen gehören. Der Partitionsindex der Knoten ändert sich also entlang
jeder Kreiskante und daher muss der Kreis C eine gerade Anzahl von Kanten besitzen.

Rückrichtung : O.B.d.A. ist G = (V, E) zusammenhängend, denn andernfalls folgt
aus den nachfolgenden Betrachtungen, dass schon jede Zusammenhangskomponente
bipartit ist (und dies impliziert dann unmittelbar, dass auch G bipartit ist). Nach
Folgerung 16 existiert ein Spannbaum T in G und wir wählen einen beliebigen Wurzel-
knoten v∗ (wir könnten nach Theorem 17 sogar einen normalen Spannbaum wählen,
aber Normalität ist hier nicht wichtig). Wir können mit Hilfe von T die folgende binäre
Knotenpartition

V1 = {v ∈ V : distT (v, v∗) ist ungerade} ,
V2 = {v ∈ V : distT (v, v∗) ist gerade}

einführen, wobei es für jeden Knoten v nach Theorem 14 im Spannbaum T immer
genau einen Verbindungsweg

Pv = v → ...→ v∗

zwischen v und v∗ gibt.
Wir wollen nun zeigen, dass jede Kante in G der Bauart {v1, v2} mit vi ∈ Vi

sein muss. Dazu nehmen wir an, es gäbe eine Kante {v1,1, v1,2} ∈ E mit v1,i ∈ V1

10Ist ein Graph r-partit, so ist er für jedes s mit r < s ≤ |G| automatisch auch s-partit. Man ist
daher immer am minimalen Partitionsgrad interessiert.
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(rot gepunktete Kante im Bild), und betrachten die jeweiligen Verbindungswege zum
Wurzelknoten in T . Diese können als

Pv1,i = v1,i → ...→ v# → ...→ v∗,

geschrieben werden, wobei v# der Knoten ist, ab dem beide Wege zusammenkommen
(die Wege können sich nicht wieder trennen, da T sonst einen Kreis enthielte).

v⇤<latexit sha1_base64="CdfcB6WISQEAjzrjeZN4ipPMmjA="></latexit><latexit sha1_base64="CdfcB6WISQEAjzrjeZN4ipPMmjA="></latexit><latexit sha1_base64="CdfcB6WISQEAjzrjeZN4ipPMmjA="></latexit><latexit sha1_base64="CdfcB6WISQEAjzrjeZN4ipPMmjA="></latexit>

v1,2
<latexit sha1_base64="UDvIybs0eeHSgVDpTiuHpT1q88U="></latexit><latexit sha1_base64="UDvIybs0eeHSgVDpTiuHpT1q88U="></latexit><latexit sha1_base64="UDvIybs0eeHSgVDpTiuHpT1q88U="></latexit><latexit sha1_base64="UDvIybs0eeHSgVDpTiuHpT1q88U="></latexit>

v1,1
<latexit sha1_base64="S80fNLc6kB6Xrfeo3zOait0cBfI="></latexit><latexit sha1_base64="S80fNLc6kB6Xrfeo3zOait0cBfI="></latexit><latexit sha1_base64="S80fNLc6kB6Xrfeo3zOait0cBfI="></latexit><latexit sha1_base64="S80fNLc6kB6Xrfeo3zOait0cBfI="></latexit>

v#
<latexit sha1_base64="V3IB5ka1oT4xfR+D3p0MB3vMwrc="></latexit><latexit sha1_base64="V3IB5ka1oT4xfR+D3p0MB3vMwrc="></latexit><latexit sha1_base64="V3IB5ka1oT4xfR+D3p0MB3vMwrc="></latexit><latexit sha1_base64="V3IB5ka1oT4xfR+D3p0MB3vMwrc="></latexit>

Wir können nun die Kante {v1,1, v1,2} sowie die Teile der Wege Pv1,i wie folgt zu einem
einen Kreis kombinieren

v# → ...→ v1,1 → v1,2 → ...→ v# ,

dessen Länge nach Konstruktion ungerade sein muss. Dies ist aber ein Widerspruch
und deshalb kann keine solche Kante {v1,1, v1,2} in G existieren. Analog zeigt man, dass
zwei Knoten aus V2 nicht durch eine Kante in G verbunden sein können.

Ein sehr schöne Anwendung bipartiter Graphen ist die Stabilität von Fachwerken,
siehe [Nit, Kapitel 6].

1.5 BridgeIt-Spiel
Ein sehr wichtige Anwendung der Graphentheorie ist die mathematische Spieltheorie.
Wir wollen hier ein konkretes Beispiel diskutieren und eine Gewinnstrategie mit Hilfe
graphentheoretischer Bäume ableiten.

In diesem Spiel wollen ein roter und ein blauer Spieler die Felder ihrer jeweiligen
Farbe durch waagerechte oder senkrechte Geradenstücke so verbinden, dass es einen
durchgehenden blauen Weg von oben nach unten bzw. einen durchgehenden roten Weg
von links nach rechts gibt, wobei derjenige Spieler gewonnen hat, der als erster seinen
Weg vollendet hat. Die einzigen Regeln sind, dass sich verschieden-farbige Geraden-
stücke nicht kreuzen dürfen, und dass jeder Spieler pro Halbzug genau ein zulässiges
Geradenstück mit seiner Farbe einzeichnet.

Das Spielfeld mit jeweils (n+ 1)× n roten und blauen Feldern für n = 3.
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Wir wollen nun mit graphentheoretischen Überlegungen zeigen, dass es für den Spieler,
der anfängt, eine Gewinnstrategie gibt, wobei dies o.B.d.A. der rote Spieler sein soll.
Dazu transformieren wir das Spielfeld aus Sicht dieses roten Spielers wie folgt in einen
Graph mit 8 Knoten und 13 Kanten:

(G1) Die Dreierblöcke der bereits verbundenen roten Felder links und rechts werden
zu jeweils einem Knoten verschmolzen (Label A und B).

(G2) Die anfänglich isolierten roten Felder bilden jeweils einen Knoten (Label a, ..., f).

(G3) Die anfänglich freien waagerechten und senkrechten Verbindungslinien bilden die
Kanten, die im Anfangszustand grau gefärbt werden.

A

b

c

a

d

e f

B A

b

c

a

d

e f

B

Graph des roten Spielers und mögliche Wahl von zwei Spannbäumen.

Mit Hilfe dieses Graphen können die Spielregeln wie folgt umformuliert werden:

(R1) Zu Beginn eines jeden Zuges färbt Rot eine graue Kante rot.

(R2) Anschließend wählt Blau eine graue Kante, die im Folgenden für Rot blockiert
ist, und daher aus dem Graphen entfernt wird. Rote Züge ändern also nicht die
Zahl der Kanten, blaue Züge reduzieren sie um 1.

(R3) Rot hat gewonnen, wenn die Knoten A und B durch einen Weg mit ausschließlich
roten Kanten verbunden sind.

(R4) Blau hat gewonnen, wenn der Graph bestehend aus den noch grauen sowie den
bereits rot gefärbten Kanten nicht mehr zusammenhängend ist, d.h. wenn es
keinen denkbaren Weg von A nach B mehr gibt.

Die wesentliche Beobachtung ist nun die folgende: Der rote Spieler kann vor dem ersten
Schritt die im Spiel vorhandenen grauen Kanten so mit zwei anderen Farben (gelb und
grün) markieren, dass die folgenden Regeln mit k = 0 erfüllt sind. Die Markierung
erfolgt dabei nicht auf dem Spielfeld, sondern in Gedanken bzw. auf einem Schmier-
zettel.

(M1) Es wurden bereits k Kanten aus dem Graphen entfernt (und diese tragen auch
keine gelbe oder grüne Markierung).

(M2) Es gibt genau k rot gefärbte Kanten, die sowohl als grün als auch als gelb markiert
sind.

(M3) Es gibt genau eine graue Kante, die sowohl eine grüne als auch gelbe Markierung
trägt.

(M4) Alle anderen grauen Kanten sind entweder als grün oder als gelb markiert.
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(M5) Die Knoten sowie alle grün markierten Kanten bilden einen Baum.

(M6) Die Knoten sowie alle gelb markierten Kanten bilden einen Baum.

Wir wollen nicht beweisen, dass es solche Markierungen gibt, sondern verweisen auf
das im Bild angegebene Beispiel, das aber nicht eindeutig ist. Insbesondere wird unsere
Gewinnstrategie nicht nur von den blauen Zügen, sondern auch von der Anfangswahl
des gelben und des grünen Baumes abhängen.

Der erste Zug unsere Strategie besteht darin, die doppelt-markierte Kante auf dem
Spielfeld rot zu färben und damit für Blau zu blockieren. Insbesondere kann Blau in
seinem ersten Spielzug nur eine einfach markierte, also entweder eine rein-gelbe oder
eine rein-grüne Kante entfernen.

A

b

c

a

d

e f

B A

b

c

a

d

e f

B

1. Zug von Rot nach unserer Strategie und mögliche Erwiderung von Blau.

Entfernt Blau eine grün markierte Kante,11 so ist der grüne Baum nicht mehr
zusammenhängend (der gelbe Baum bleibt aber unverändert). Im Beispiel entfernt
Blau die grüne Kante {A, c}, sodass der grüne Baum in zwei Teile mit den Knoten-
mengen {A, e, f, B} und {a, b, c, d} zerfällt. Diese beiden Knotenmengen sind aber auch
Teile des gelben Baumes und dort zum Beispiel durch die gelb markierte Kante {A, a}
verbunden. Rot markiert nun eine dieser rein-gelben Verbindungskanten zusätzlich
grün. Inbesondere gelten jetzt die Aussagen (M1)–(M6) mit k = 1 und der zweite
Spielzug von Rot besteht nun darin, die soeben doppelt markierte, aber immer noch
graue Kante auf dem Spielfeld rot zu färben.

A

b

c

a

d

e f

B A

b

c

a

d

e f

B

2. Zug.

A

b

c

a

d

e f

B A

b

c

a

d

e f

B

3. Zug.
11Der Fall, dass Blau eine gelb markierte Kante entfernt, kann analog behandelt werden.
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A

b

c

a

d

e f

B A

b

c

a

d

e f

B

4. Zug

A

b

c

a

d

e f

B A

b

c

a

d

e f

B

5. Zug.

A

b

c

a

d

e f

B

6. Zug von Rot, der den Sieg im 7. Zug sicherstellt.

Auch in seinem 2. Spielzug muss Blau zwingend eine einfach markierte Kante wählen,
denn die doppelt markierten sind bereits auf dem Spielfeld rot gefärbt und die gar
nicht mehr markierten sind schon durch blaue Kanten auf dem Spielfeld blockiert.
Insbesondere entfernt Blau wieder eine rein-gelbe bzw. eine rein-grüne Kante, sodass
entweder der gelbe bzw. der grüne Baum nicht mehr zusammenhängend ist. Rot kann
aber durch die Doppelmarkierung einer rein-grünen bzw. rein-gelben Kante wieder alle
Bedingungen in (M1)–(M6) erfüllen, diesmal nur mit k = 2. In dritten Zug stellt Rot
wieder sicher, dass alle doppeltmarkierten Kanten auf dem Spielfeld rot gefärbt sind.

Das Spielfeld nach dem 3. und nach dem 6. Halbzug von Rot.
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Mögliche Spannbäume für n = 5.

Diese Strategie kann aus den folgenden Gründen solange fortgesetzt werden, bis
jede Kante entweder keine Markierung mehr trägt (weil von Blau auf dem Spielfeld
blockiert) oder doppelt markiert ist (und auf dem Spielfeld rot gefärbt wurde):

1. Nach jedem Zug von Blau gibt es vor der Ummarkierung entweder einen gelben
oder einen grünen Weg von A nach B, der auf dem Spielfeld aus bereits rot
gefärbten und immer noch freien, also nicht blockierten Kanten besteht. Damit
ist der Graph bestehend aus den Knoten sowie den einfach-markierten (d.h. noch
grauen) und den zweifach-markierten (bereits rot gefärbten) Kanten immer noch
zusammenhängend, sodass Blau nicht gewonnen haben kann.

2. Die oben beschriebene Ummarkierung ist immer möglich: Nachdem Blau eine
nur-gelb markierte Kante entfernt hat, ist der gelbe Baum in zwei Teile zerfallen,
die aber noch im grünen Baum miteinander verbunden sind. Es können aber
nicht alle Verbindungskanten zwischen diesen Teilen doppelt markiert sein, da
ja dann andernfalls der gelbe Baum noch zusammenhängend wäre. Also gibt
es immer mindestens eine rein-grüne Kante, durch deren Doppelmarkierung die
Strategie bzw. die Bedingungen M1–M6 sichergestellt werden können. Analog
wird argumentiert, wenn Blau eine nur-grün markierte Kante gewählt hat.

Nach Konstruktion ist sichergestellt, dass Rot spätestens im letzten Zug gewinnt.
Beachte, dass es nach jedem Halbzug von Rot immer genau n(n− 1)+1 grün markierte
und genau n(n− 1) + 1 gelb markierte Kanten gibt.
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Kapitel 2

Eulersche und Hamiltonsche Graphen

Eine Kantenfolge (‘walk ’) W in einem Graphen G = (V, E) ist eine alternierenden
Folge von jeweils inzidenten Knoten und Kanten, die als

W : v0 → e1 → v1 → e2 → ...→ vk−1 → ek → vk mit ej = {vj−1, vj} ∈ E

geschrieben werden kann, wobei k (die Anzahl der Kanten) wieder die Länge der
Kantenfolge ist. Beachte, dass entlang einer Kantenfolge Knoten und Kanten des
Graphen mehrmals auftreten können. Enthält die Kantenfolge keine Doppelkante (aber
vielleicht Doppelknoten), so wird sie auch Kantenzug (‘trail’) genannt.1

Gilt v0 = vk, so heißt die Kantenfolge geschlossen, andernfalls nicht geschlossen
(oder offen). Die Knoten v0 und vk heißen wieder Eckknoten (zumindest für v0 ̸= vk),
alle anderen Knoten vj werden die inneren Knoten genannt.

Die obige Notation ist eigentlich redundant und eine Kantenfolge bzw. ein
Kantenzug können alternativ durch die verkürzenden Schreibweisen

W : v0 → v1 → ...→ vk−1 → vk bzw. W : e1 → ...→ ek ,

angegeben werden, wobei dann immer stillschweigend {vj−1, vj} ∈ E bzw. ej−1∩ej ̸= ∅
vorausgesetzt wird.

2.1 Euler-Graphen
Ein Kantenzug, der alle Kanten eines gegebenen Graphen genau einmal durchläuft,
heißt semieulersch. Ist er sogar geschlossen, wird er eulersch genannt.2 Existiert ein
solcher Kantenzug in einem Graphen, so wird dieser Graph semieulersch bzw. eulersch
genannt.3

Die Theorie der semieulerschen Graphen beruht auf den folgenden drei wichtigen
Beobachtungen:

1. Jeder Knoten in einem eulerschen Kantenzug bzw. Graphen besitzt einen geraden
Grad, da zu jeder ‘hinführenden’ Kante auch eine ‘wegführende’ existieren muss.

1Die Definition von Kantenzug ist nicht einheitlich in der deutschsprachigen Literatur. Manche
Autoren – siehe z. Bsp. [Die] – nennen auch alle Kantenfolgen schon Kantenzüge. Enthält ein
Kantenzug keinen Doppelknoten, so handelt es sich notwendigerweise um einen Weg.

2Eulersch impliziert also semieulersch.
3Ein semieulerscher Graph muss nicht unbedingt zusammenhängend sein, da er isolierte Knoten

(also Knoten ohne Nachbarn bzw. mit Grad 0) enthalten kann. Ist der Minimalgrad jedoch positiv, so
ist jeder semieulerscher Graph automatisch zusammenhängend
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32 2. Eulersche und Hamiltonsche Graphen

In einem semieulerschen Graphen gilt dies nur für die inneren Knoten des
entsprechenden Kantenzuges; die beiden Ecknoten haben nur dann einen geraden
Grad, wenn der Kantenzug geschlossen (und damit eulersch) ist, andernfalls
jeweils einen ungeraden Grad.

2. Jeder eulersche Kantenzug enthält mindestens einen Kreis (siehe dazu auch
Theorem 22) und damit mindestens 3 Knoten.

3. Jeder semieulersche Graph kann als Teil eines eulerschen Graphen betrachtet
werden. Denn besitzt G = (V, E) einen semieulerschen, aber nicht geschlossenen
Kantenzug T : v0 → ... → vk, so besitzt der um einen ‘virtuellen’ Knoten und
zwei ‘virtuelle’ Kanten erweiterte Graph

G̃ =
(
V ∪ {v∗}, E ∪

{
{v0, v∗}, {vk, v∗}

})
einen eulerschen Kantenzug, nämlich T̃ = v0 → ...→ vk → v∗ → v0.

Theorem 19 (1. Charakterisierung eulerscher Graphen). Ein zusammenhängender
Graph ist genau dann eulersch, wenn jeder seiner Knoten einen geraden Grad besitzt.

Beweis. Wir zeigen nur die Rückrichtung (die Hinrichtung ist trivial) für einen
gegebenen Graphen mit ausschließlich geraden Knotengraden.

Wahl von W : Wir wählen unter allen (nicht notwendigerweise geschlossenen)
Kantenzügen in G (es gibt immer solche, zum Beispiel eine einzelne Kante mit ihren
Eckknoten) einen mit maximaler Länge, den wir im Folgenden mit

W : v0 → v1 → ...→ vk

bezeichnen. Wir wollen nun zeigen, dass dieser maximale Kantenzug schon eulersch
sein muss.

W ist geschlossen : vk besitzt neben vk−1 noch mindestens einen Nachbarn, da vk
sonst den ungeraden Grad 1 hätte (siehe dass erste rote Gegenbeispiel mit k = 9). Jede
Verbindungskante mit einem dieser weiteren Nachbarn muss aber schon zum Kantenzug
gehören, weil sonst W durch die Hinzunahme einer weiteren Kante zu einem längeren
Kantenzug erweitert werden könnte (zweites Gegenbeispiel). Insbesondere gilt damit
vk = vj für ein j = 0, ..., k − 2 und im letzten Schritt schließen wir, dass j = 0 gelten
muss. In der Tat, unter der Annahme j ̸= 0 besitzt vj eine ungerade Anzahl von Kanten
in W und damit existiert nach Voraussetzung mindestens eine weitere Kante in G, mit
der W wieder erweitert werden kann.

W ist eulersch : Wir nehmen als Antithese an, es gäbe eine Kante e∗ in G, die nicht
zu W gehört, und betrachten zur Konstruktion des Widerspruchs die folgenden drei
Fälle. Fall 1 : Gehört genau ein Eckknoten der Kante e∗ zu W , d.h. gilt e∗ = {vj, v∗}
für ein j = 1, ..., k (gelbe Beispielkante), so ist die Kantenfolge (gelbe Kante + alle
braunen Kanten)

W∗ : v∗ → vj → vj+1 → ...→ vk = v0 → v1 → ...→ vj

immer noch Kantenzug, aber länger als W . Dies ist dann der gesuchte Widerspruch.
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Fall 2 : Gehört keiner der Ecknoten von e∗ zu W (grüne Beispielkante), so gibt es (weil
G zusammenhängend ist) einen Weg in G der einen (beliebig gewählten) Eckknoten von
e∗ mit einen Knoten vj verbindet (wir können sogar j beliebig vorgeben) und entlang
dieses Weges gibt es eine Kante, die zwar nicht zu W gehört, aber einen Eckknoten
aus W besitzt (also eine gelbe Kante). Wir können dann mit dieser Kante denselben
Widerspruch wie im ersten Fall konstruieren. Fall 3 : Auch wenn beide Ecknoten von
e∗ zu W gehören (blaue Beispielkante), gibt es einen Kantenzug (blaue + alle braune
Kanten), der länger als W ist. Insgesamt haben wir gezeigt, dass die hypothetische
Kante e∗ nicht existiert und schließen, dass W wirklich ein Euler-Zug ist.

Das Königsberger Brückenproblem kann zum Beispiel in diesem Graphen4

kodiert werden und weil es 4 ungerade Knoten gibt, kann es keinen Eulerzug geben.
Eine positive Anwendung von Theorem 19 ist der Domino-Graph, in dem jede Kante

einen Dominostein repräsentiert, wobei die Standardvariante des Spiels mit den sieben
Augenzahlen 0–6 zugrunde liegt. Es handelt sich eigentlich um einen Pseudographen,
der aber durch Hinzunahme virtueller Knoten zu einem Graphen gemacht werden
kann. In diesem existiert ein Eulerzug (jeder nicht-virtuelle Knoten besitzt genau
6+2=8 Kanten) und wir schließen, dass alle 28 = 7 + 7 · (7− 1)/2 Steine eines
Standard-Dominospiels sich regelkonform in einem Kreis anordnen lassen, sodass auf
beiden Seiten jeder Berührungskante dieselbe Augenzahl steht. In einem Spiel mit den
Augenzahl 0–5 und 21 = 6 + 6 · 5/2 Steinen ist dies jedoch nicht möglich.

4Wir haben zwei virtuelle Knoten eingeführt haben, da das Ursprungsproblem eigentlich zu einen
Multigraphen führt.
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Das Haus vom Nikolaus

ist semieulersch, denn der Graph kann zu einem Euler-Graphen erweitert werden. Eine
übliche Interpretation dieses Resultates ist, dass man das Haus des Nikolaus (sowie
jeden anderen semieulerschen Graphen) in einem Zug, d.h. ohne den Stift abzusetzen,
zeichnen kann.

Folgerung 20. Jeder zusammenhängende Graph mit genau zwei ungeraden Knoten ist
semieulersch.

Beweis. Durch Hinzunahme von zwei Kanten und einem Knoten kann der Graph zu
einem eulerschen Graphen erweitert werden (siehe das Haus vom Nikolaus), für den es
nach Theorem 19 einen Eulerzug gibt. Werden aus diesem die künstlich eingefügten
Kanten wieder entfernt, erhält man den gesuchten semieulerschen Kantenzug.

Folgerung 21. In jedem zusammenhängenden Graphen gibt es eine Kantenfolge, die
jede Kante genau zweimal durchläuft.

Beweis. Wir führen ‘parallel’ zu jeder Kante eine virtuelle Zusatzkante ein und statten
diese jeweils mit einem virtuellen Knoten aus.

Durch diesen Trick erhalten wir einen Euler-Graphen, in dem es einen Eulerzug gibt,
der jede Ursprungskante und jede Zusatzkante genau einmal durchläuft. Anschließend
ändern wir diesen Kantenzug so ab, dass an Stelle der Zusatzkanten die jeweilige
Ursprungskante zweimal durchlaufen wird.

2.2 Mehr über Euler-Graphen

Eine praktisch wichtige Frage ist, wie man Eulerzüge für einen gegebenen Graphen mit
nur geraden Knoten finden bzw. konstruieren kann. Dabei ist das folgende Resultat
sehr hilfreich.

Theorem 22 (2. Charakterisierung eulerscher Graphen). Ein zusammenhängender
Graph ist genau dann eulersch, wenn er als Vereinigung kantendisjunkter Kreise
dargestellt werden kann.
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Beweis. Hinrichtung : Sei

W : v0 → v1 → ...→ vk−1 → vk = v0

ein eulerscher Kantenzug. Sind alle Knoten verschieden, so ist W ein Kreis und die
Behauptung ist trivialer Weise richtig, weil dieser eine Kreis alle Kanten und Knoten
des Graphen enthält (in einem zusammenhängenden Graphen besitzt jeder Knoten
mindestens eine inzidente Kante). Sind nicht alle Knoten verschieden, so können wir
o.B.d.A – bzw. nach geeigneter Umnummerierung der Knoten – annehmen, dass

v1, ..., vm sind paarweise verschieden und es gilt v0 = vm

für ein m = 1, ..., k gilt. Entfernen wir die Kanten {v0, v1}, ..., {vm−1, vm} sowohl aus W
als auch aus G — und anschließend alle dann isolierten Knoten — erhalten wir einen
reduzierten Graphen mit einem reduzierten Eulerzug, wobei der reduzierte Eulergraph
die Eigenschaft besitzt, dass seine Vereinigung mit dem Kreis v0 → v1... → vm den
Ursprungssgraphen liefert. Die Behauptung kann nun leicht rekursiv abgeleitet werden.
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Rückrichtung : Wir zeigen, dass der eulersche Kantenzug sukzessive aus den Kreisen
aufgebaut werden kann. Ist der Graph selbst Kreis, so sind wir trivialerweise fertig.
Andernfalls wählen wir zunächst einen ersten Kreis

C1 : v
(1)
1 → v

(1)
2 → ...→ v

(1)

m(1)−1 → v
(1)

m(1) → v
(1)
1

im Graphen, wobei es mindestens einen Knoten in diesem Kreis gibt, der auch
Eckknoten einer nicht im Kreis enthaltenen Kante ist (sonst wäre der Graph entweder
nicht zusammenhängend oder schon Kreis) und diese Kante gehört nach Voraussetzung
zu einem zweiten Kreis

C2 : v
(2)
1 → v

(2)
2 → ...→ v

(2)

m(2) → v
(2)
1 .

v(1)1 = v(2)1
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36 2. Eulersche und Hamiltonsche Graphen

Nach geeigneter Umnummerierung der Knoten in diesen Kreisen können wir o.B.d.A

v
(1)
1 = v

(2)
1

annehmen und die Kreise via

v
(1)
1 → v

(1)
2 → ...→ v

(1)

m(1)−1 → v
(1)

m(1) → v
(2)
1 → v

(2)
2 → ...→ v

(2)

m(2)

zu einem geschlossenen Kantenzug mit paarweise disjunkten Kanten verkleben, wobei
wir den entstehenden Kantenzug verkürzt als T : C1 → C2 schreiben können. Dieser
Kantenzug kann nun sukzessive mit weiteren Kreisen verklebt werden, wobei jeweils
eine Umnummerierung der Punkte nötig sein kann. Nach endlich vielen Schritten
erhalten wir den gesuchten eulerschen Kantenzug.

Im Beweis von Theorem 22 haben wir zwei nützliche Prinzipien verwendet:

1. Kleben : Zwei geschlossene kantendisjunkte Kantenzüge, die sich in mindestens
einem Knoten berühren, können nach geeigneter Umnummerierung der Knoten
zu einem neuen geschlossenen Kantenzug vereinigt werden.

2. Schneiden : Wird ein Knoten von einem Kantenzug mehrmals durchlaufen, so
kann der Kantenzug nach geeigneter Umnummerierung der Knoten an diesem
Doppelknoten in zwei kantendisjunkte Kantenzüge aufgespalten werden.

Diese zwei Prinzipien sind auch aus algorithmischer Sicht wichtig. Kreiszerlegungen und
dazugehörige Eulerzüge können zum Beispiel rekursiv durch das folgende Programm
berechnet werden.

Algorithmus 23 (Hierholzer-Algorithmus5).

1. Initialisierung : Wähle eine beliebige Kante und einen beliebigen Ecknoten. Setze
den Kantenzug zunächst als leer an.

2. Ankleben eines Kreises : Konstruiere einen Kreis im aktuellen Graphen, der die
gewählte Kante enthält, und füge diesen Kreis zum aktuellen Kantenzug hinzu.

3. Abbruchkriterium : Enthält der Kantenzug alle Kanten des aktuellen Graphen, so
halte an.

4. Rekursion : Lösche die Kanten des Kreises aus dem Graphen und wähle eine
Kante in dem reduzierten Graphen, die mit dem bereits konstruierten Kantenzug
einen gemeinsamen Knoten besitzt. Springe zurück zum zweiten Schritt.

Unter der Voraussetzung, dass alle Knoten geraden Grad haben, kann leicht gezeigt
werden, dass der Algorithmus 23 immer nach endlich vielen Schritten ein sinnvolles
Ergebnis liefert. Im zweiten Schritt wird dabei das folgende Unterprogramm aufgerufen,
das auch unter derselben Voraussetzung immer fehlerfrei läuft.

Algorithmus 24 (Kreissuche zu gegebener Kante).

1. Suchrichtung festlegen : Markiere einen Ecknoten der Kante als Startknoten; der
andere sei das freie Ende.

5Carl Hierholzer (1840-1871), deutscher Mathematiker.
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<latexit sha1_base64="YTjsZEQPLsqTmWRumOjEO+JzTLk="></latexit><latexit sha1_base64="YTjsZEQPLsqTmWRumOjEO+JzTLk="></latexit><latexit sha1_base64="YTjsZEQPLsqTmWRumOjEO+JzTLk="></latexit><latexit sha1_base64="YTjsZEQPLsqTmWRumOjEO+JzTLk="></latexit>

16
<latexit sha1_base64="W4j8A1HLOdBfwyvX0tj7VLnFrJA="></latexit><latexit sha1_base64="W4j8A1HLOdBfwyvX0tj7VLnFrJA="></latexit><latexit sha1_base64="W4j8A1HLOdBfwyvX0tj7VLnFrJA="></latexit><latexit sha1_base64="W4j8A1HLOdBfwyvX0tj7VLnFrJA="></latexit>

17
<latexit sha1_base64="lsKZDM7vFlcXodtukPLGA7o7QdU="></latexit><latexit sha1_base64="lsKZDM7vFlcXodtukPLGA7o7QdU="></latexit><latexit sha1_base64="lsKZDM7vFlcXodtukPLGA7o7QdU="></latexit><latexit sha1_base64="lsKZDM7vFlcXodtukPLGA7o7QdU="></latexit>

18
<latexit sha1_base64="Xzi4rdeyM/P2QEMw0McQPkLK2Jw="></latexit><latexit sha1_base64="Xzi4rdeyM/P2QEMw0McQPkLK2Jw="></latexit><latexit sha1_base64="Xzi4rdeyM/P2QEMw0McQPkLK2Jw="></latexit><latexit sha1_base64="Xzi4rdeyM/P2QEMw0McQPkLK2Jw="></latexit>

19
<latexit sha1_base64="cqMdkYCRh6FkPM297/1yoQY8oYA="></latexit><latexit sha1_base64="cqMdkYCRh6FkPM297/1yoQY8oYA="></latexit><latexit sha1_base64="cqMdkYCRh6FkPM297/1yoQY8oYA="></latexit><latexit sha1_base64="cqMdkYCRh6FkPM297/1yoQY8oYA="></latexit>

20
<latexit sha1_base64="LMODNWgxCSnLQhDdnFTrkVC2zCU="></latexit><latexit sha1_base64="LMODNWgxCSnLQhDdnFTrkVC2zCU="></latexit><latexit sha1_base64="LMODNWgxCSnLQhDdnFTrkVC2zCU="></latexit><latexit sha1_base64="LMODNWgxCSnLQhDdnFTrkVC2zCU="></latexit>

21
<latexit sha1_base64="Ncxs1LGXdBVB/jMGzywhh1vc2Bg="></latexit><latexit sha1_base64="Ncxs1LGXdBVB/jMGzywhh1vc2Bg="></latexit><latexit sha1_base64="Ncxs1LGXdBVB/jMGzywhh1vc2Bg="></latexit><latexit sha1_base64="Ncxs1LGXdBVB/jMGzywhh1vc2Bg="></latexit>

22
<latexit sha1_base64="8NhOMD/ilMMx/3qDuR7aU6mJBsc="></latexit><latexit sha1_base64="8NhOMD/ilMMx/3qDuR7aU6mJBsc="></latexit><latexit sha1_base64="8NhOMD/ilMMx/3qDuR7aU6mJBsc="></latexit><latexit sha1_base64="8NhOMD/ilMMx/3qDuR7aU6mJBsc="></latexit>

23
<latexit sha1_base64="1sSb1ePUs4wX7pP28a2DBBx9Q80="></latexit><latexit sha1_base64="1sSb1ePUs4wX7pP28a2DBBx9Q80="></latexit><latexit sha1_base64="1sSb1ePUs4wX7pP28a2DBBx9Q80="></latexit><latexit sha1_base64="1sSb1ePUs4wX7pP28a2DBBx9Q80="></latexit>

24
<latexit sha1_base64="6ojlKt5JLt384LwErJk9iDKmhvA="></latexit><latexit sha1_base64="6ojlKt5JLt384LwErJk9iDKmhvA="></latexit><latexit sha1_base64="6ojlKt5JLt384LwErJk9iDKmhvA="></latexit><latexit sha1_base64="6ojlKt5JLt384LwErJk9iDKmhvA="></latexit>

25
<latexit sha1_base64="wPfIWSHcfDYAVKy6lErMtGxjo0A="></latexit><latexit sha1_base64="wPfIWSHcfDYAVKy6lErMtGxjo0A="></latexit><latexit sha1_base64="wPfIWSHcfDYAVKy6lErMtGxjo0A="></latexit><latexit sha1_base64="wPfIWSHcfDYAVKy6lErMtGxjo0A="></latexit>

26
<latexit sha1_base64="Owj2QmzBnYx+OmIPyQTqkTXINz4="></latexit><latexit sha1_base64="Owj2QmzBnYx+OmIPyQTqkTXINz4="></latexit><latexit sha1_base64="Owj2QmzBnYx+OmIPyQTqkTXINz4="></latexit><latexit sha1_base64="Owj2QmzBnYx+OmIPyQTqkTXINz4="></latexit>

27
<latexit sha1_base64="6VDkLyGxdXk84vHPHwmmB8FejzI="></latexit><latexit sha1_base64="6VDkLyGxdXk84vHPHwmmB8FejzI="></latexit><latexit sha1_base64="6VDkLyGxdXk84vHPHwmmB8FejzI="></latexit><latexit sha1_base64="6VDkLyGxdXk84vHPHwmmB8FejzI="></latexit>

28
<latexit sha1_base64="oItOrwAJezufdPQWEvE1cRoMTtE="></latexit><latexit sha1_base64="oItOrwAJezufdPQWEvE1cRoMTtE="></latexit><latexit sha1_base64="oItOrwAJezufdPQWEvE1cRoMTtE="></latexit><latexit sha1_base64="oItOrwAJezufdPQWEvE1cRoMTtE="></latexit>

29
<latexit sha1_base64="gcn2RGlNZBrPH7+QSszFGaZMU5g="></latexit><latexit sha1_base64="gcn2RGlNZBrPH7+QSszFGaZMU5g="></latexit><latexit sha1_base64="gcn2RGlNZBrPH7+QSszFGaZMU5g="></latexit><latexit sha1_base64="gcn2RGlNZBrPH7+QSszFGaZMU5g="></latexit>

30
<latexit sha1_base64="yaWJqgtTXFY3ehV18xM/QOU8a3U="></latexit><latexit sha1_base64="yaWJqgtTXFY3ehV18xM/QOU8a3U="></latexit><latexit sha1_base64="yaWJqgtTXFY3ehV18xM/QOU8a3U="></latexit><latexit sha1_base64="yaWJqgtTXFY3ehV18xM/QOU8a3U="></latexit>

01
<latexit sha1_base64="kOcXDm7ezxh6fQ29TWm1+n8FtAA="></latexit><latexit sha1_base64="kOcXDm7ezxh6fQ29TWm1+n8FtAA="></latexit><latexit sha1_base64="kOcXDm7ezxh6fQ29TWm1+n8FtAA="></latexit><latexit sha1_base64="kOcXDm7ezxh6fQ29TWm1+n8FtAA="></latexit>

02
<latexit sha1_base64="JlQqeq1SLI9H8gMXE8W+JLuzoZk="></latexit><latexit sha1_base64="JlQqeq1SLI9H8gMXE8W+JLuzoZk="></latexit><latexit sha1_base64="JlQqeq1SLI9H8gMXE8W+JLuzoZk="></latexit><latexit sha1_base64="JlQqeq1SLI9H8gMXE8W+JLuzoZk="></latexit>

03
<latexit sha1_base64="cnyx5bCkim1PEyv3q6LrKdF49mE="></latexit><latexit sha1_base64="cnyx5bCkim1PEyv3q6LrKdF49mE="></latexit><latexit sha1_base64="cnyx5bCkim1PEyv3q6LrKdF49mE="></latexit><latexit sha1_base64="cnyx5bCkim1PEyv3q6LrKdF49mE="></latexit>

04
<latexit sha1_base64="pDRrWjBfnRksyG6vZUNQO4xZIIQ="></latexit><latexit sha1_base64="pDRrWjBfnRksyG6vZUNQO4xZIIQ="></latexit><latexit sha1_base64="pDRrWjBfnRksyG6vZUNQO4xZIIQ="></latexit><latexit sha1_base64="lxTwVE0UhMHJy94Cis3oRn7DH8g="></latexit><latexit sha1_base64="z2fNvxSiCHR7FvlN0A+Wbic2ias="></latexit><latexit sha1_base64="z2fNvxSiCHR7FvlN0A+Wbic2ias="></latexit><latexit sha1_base64="0MwBc5nG7Wf4XvlT5C4nJw4ovnY="></latexit><latexit sha1_base64="pDRrWjBfnRksyG6vZUNQO4xZIIQ="></latexit><latexit sha1_base64="pDRrWjBfnRksyG6vZUNQO4xZIIQ="></latexit><latexit sha1_base64="pDRrWjBfnRksyG6vZUNQO4xZIIQ="></latexit><latexit sha1_base64="pDRrWjBfnRksyG6vZUNQO4xZIIQ="></latexit><latexit sha1_base64="pDRrWjBfnRksyG6vZUNQO4xZIIQ="></latexit><latexit sha1_base64="pDRrWjBfnRksyG6vZUNQO4xZIIQ="></latexit>

05
<latexit sha1_base64="OjN+MqNdtVdy+iod5hIq5wahHiY="></latexit><latexit sha1_base64="OjN+MqNdtVdy+iod5hIq5wahHiY="></latexit><latexit sha1_base64="OjN+MqNdtVdy+iod5hIq5wahHiY="></latexit><latexit sha1_base64="OjN+MqNdtVdy+iod5hIq5wahHiY="></latexit>

06
<latexit sha1_base64="dBnJf3z9UwdUazyZ+RX4kEVtx/c="></latexit><latexit sha1_base64="dBnJf3z9UwdUazyZ+RX4kEVtx/c="></latexit><latexit sha1_base64="dBnJf3z9UwdUazyZ+RX4kEVtx/c="></latexit><latexit sha1_base64="dBnJf3z9UwdUazyZ+RX4kEVtx/c="></latexit>

07
<latexit sha1_base64="P94NLEDDQ1oZEt57WwnwHDIZTpk="></latexit><latexit sha1_base64="P94NLEDDQ1oZEt57WwnwHDIZTpk="></latexit><latexit sha1_base64="P94NLEDDQ1oZEt57WwnwHDIZTpk="></latexit><latexit sha1_base64="P94NLEDDQ1oZEt57WwnwHDIZTpk="></latexit>

08
<latexit sha1_base64="zpiGX67QEKi9rBSukooIkQCd2X4="></latexit><latexit sha1_base64="zpiGX67QEKi9rBSukooIkQCd2X4="></latexit><latexit sha1_base64="zpiGX67QEKi9rBSukooIkQCd2X4="></latexit><latexit sha1_base64="zpiGX67QEKi9rBSukooIkQCd2X4="></latexit>

09
<latexit sha1_base64="jpm9ng9L3rTh0zSpbsZM6kz7JOQ="></latexit><latexit sha1_base64="jpm9ng9L3rTh0zSpbsZM6kz7JOQ="></latexit><latexit sha1_base64="jpm9ng9L3rTh0zSpbsZM6kz7JOQ="></latexit><latexit sha1_base64="jpm9ng9L3rTh0zSpbsZM6kz7JOQ="></latexit>

10
<latexit sha1_base64="IuX12CGm9se2x2C9fVapYHgz1UE="></latexit><latexit sha1_base64="IuX12CGm9se2x2C9fVapYHgz1UE="></latexit><latexit sha1_base64="IuX12CGm9se2x2C9fVapYHgz1UE="></latexit><latexit sha1_base64="IuX12CGm9se2x2C9fVapYHgz1UE="></latexit> 11

<latexit sha1_base64="74WlW0hF3+Eg29iwFi1+L4DDfBs="></latexit><latexit sha1_base64="74WlW0hF3+Eg29iwFi1+L4DDfBs="></latexit><latexit sha1_base64="74WlW0hF3+Eg29iwFi1+L4DDfBs="></latexit><latexit sha1_base64="74WlW0hF3+Eg29iwFi1+L4DDfBs="></latexit>

12
<latexit sha1_base64="moWaxxylNb3eCerHMswm04GXdl8="></latexit><latexit sha1_base64="moWaxxylNb3eCerHMswm04GXdl8="></latexit><latexit sha1_base64="moWaxxylNb3eCerHMswm04GXdl8="></latexit><latexit sha1_base64="moWaxxylNb3eCerHMswm04GXdl8="></latexit>

13
<latexit sha1_base64="UjzU38cbSLKAw/arS1rMJ8fYSDc="></latexit><latexit sha1_base64="UjzU38cbSLKAw/arS1rMJ8fYSDc="></latexit><latexit sha1_base64="UjzU38cbSLKAw/arS1rMJ8fYSDc="></latexit><latexit sha1_base64="UjzU38cbSLKAw/arS1rMJ8fYSDc="></latexit>

14
<latexit sha1_base64="QgqMrmgyGTH+OJMMEc2l9Omkz2w="></latexit><latexit sha1_base64="QgqMrmgyGTH+OJMMEc2l9Omkz2w="></latexit><latexit sha1_base64="QgqMrmgyGTH+OJMMEc2l9Omkz2w="></latexit><latexit sha1_base64="QgqMrmgyGTH+OJMMEc2l9Omkz2w="></latexit>

15
<latexit sha1_base64="YTjsZEQPLsqTmWRumOjEO+JzTLk="></latexit><latexit sha1_base64="YTjsZEQPLsqTmWRumOjEO+JzTLk="></latexit><latexit sha1_base64="YTjsZEQPLsqTmWRumOjEO+JzTLk="></latexit><latexit sha1_base64="YTjsZEQPLsqTmWRumOjEO+JzTLk="></latexit>

16
<latexit sha1_base64="W4j8A1HLOdBfwyvX0tj7VLnFrJA="></latexit><latexit sha1_base64="W4j8A1HLOdBfwyvX0tj7VLnFrJA="></latexit><latexit sha1_base64="W4j8A1HLOdBfwyvX0tj7VLnFrJA="></latexit><latexit sha1_base64="W4j8A1HLOdBfwyvX0tj7VLnFrJA="></latexit>

17
<latexit sha1_base64="lsKZDM7vFlcXodtukPLGA7o7QdU="></latexit><latexit sha1_base64="lsKZDM7vFlcXodtukPLGA7o7QdU="></latexit><latexit sha1_base64="lsKZDM7vFlcXodtukPLGA7o7QdU="></latexit><latexit sha1_base64="lsKZDM7vFlcXodtukPLGA7o7QdU="></latexit>

18
<latexit sha1_base64="Xzi4rdeyM/P2QEMw0McQPkLK2Jw="></latexit><latexit sha1_base64="Xzi4rdeyM/P2QEMw0McQPkLK2Jw="></latexit><latexit sha1_base64="Xzi4rdeyM/P2QEMw0McQPkLK2Jw="></latexit><latexit sha1_base64="Xzi4rdeyM/P2QEMw0McQPkLK2Jw="></latexit>

19
<latexit sha1_base64="cqMdkYCRh6FkPM297/1yoQY8oYA="></latexit><latexit sha1_base64="cqMdkYCRh6FkPM297/1yoQY8oYA="></latexit><latexit sha1_base64="cqMdkYCRh6FkPM297/1yoQY8oYA="></latexit><latexit sha1_base64="cqMdkYCRh6FkPM297/1yoQY8oYA="></latexit>

20
<latexit sha1_base64="LMODNWgxCSnLQhDdnFTrkVC2zCU="></latexit><latexit sha1_base64="LMODNWgxCSnLQhDdnFTrkVC2zCU="></latexit><latexit sha1_base64="LMODNWgxCSnLQhDdnFTrkVC2zCU="></latexit><latexit sha1_base64="LMODNWgxCSnLQhDdnFTrkVC2zCU="></latexit>

21
<latexit sha1_base64="Ncxs1LGXdBVB/jMGzywhh1vc2Bg="></latexit><latexit sha1_base64="Ncxs1LGXdBVB/jMGzywhh1vc2Bg="></latexit><latexit sha1_base64="Ncxs1LGXdBVB/jMGzywhh1vc2Bg="></latexit><latexit sha1_base64="Ncxs1LGXdBVB/jMGzywhh1vc2Bg="></latexit>

22
<latexit sha1_base64="8NhOMD/ilMMx/3qDuR7aU6mJBsc="></latexit><latexit sha1_base64="8NhOMD/ilMMx/3qDuR7aU6mJBsc="></latexit><latexit sha1_base64="8NhOMD/ilMMx/3qDuR7aU6mJBsc="></latexit><latexit sha1_base64="8NhOMD/ilMMx/3qDuR7aU6mJBsc="></latexit>

23
<latexit sha1_base64="1sSb1ePUs4wX7pP28a2DBBx9Q80="></latexit><latexit sha1_base64="1sSb1ePUs4wX7pP28a2DBBx9Q80="></latexit><latexit sha1_base64="1sSb1ePUs4wX7pP28a2DBBx9Q80="></latexit><latexit sha1_base64="1sSb1ePUs4wX7pP28a2DBBx9Q80="></latexit>

24
<latexit sha1_base64="6ojlKt5JLt384LwErJk9iDKmhvA="></latexit><latexit sha1_base64="6ojlKt5JLt384LwErJk9iDKmhvA="></latexit><latexit sha1_base64="6ojlKt5JLt384LwErJk9iDKmhvA="></latexit><latexit sha1_base64="6ojlKt5JLt384LwErJk9iDKmhvA="></latexit>

25
<latexit sha1_base64="wPfIWSHcfDYAVKy6lErMtGxjo0A="></latexit><latexit sha1_base64="wPfIWSHcfDYAVKy6lErMtGxjo0A="></latexit><latexit sha1_base64="wPfIWSHcfDYAVKy6lErMtGxjo0A="></latexit><latexit sha1_base64="wPfIWSHcfDYAVKy6lErMtGxjo0A="></latexit>

26
<latexit sha1_base64="Owj2QmzBnYx+OmIPyQTqkTXINz4="></latexit><latexit sha1_base64="Owj2QmzBnYx+OmIPyQTqkTXINz4="></latexit><latexit sha1_base64="Owj2QmzBnYx+OmIPyQTqkTXINz4="></latexit><latexit sha1_base64="Owj2QmzBnYx+OmIPyQTqkTXINz4="></latexit>

27
<latexit sha1_base64="6VDkLyGxdXk84vHPHwmmB8FejzI="></latexit><latexit sha1_base64="6VDkLyGxdXk84vHPHwmmB8FejzI="></latexit><latexit sha1_base64="6VDkLyGxdXk84vHPHwmmB8FejzI="></latexit><latexit sha1_base64="6VDkLyGxdXk84vHPHwmmB8FejzI="></latexit>

28
<latexit sha1_base64="oItOrwAJezufdPQWEvE1cRoMTtE="></latexit><latexit sha1_base64="oItOrwAJezufdPQWEvE1cRoMTtE="></latexit><latexit sha1_base64="oItOrwAJezufdPQWEvE1cRoMTtE="></latexit><latexit sha1_base64="oItOrwAJezufdPQWEvE1cRoMTtE="></latexit>

29
<latexit sha1_base64="gcn2RGlNZBrPH7+QSszFGaZMU5g="></latexit><latexit sha1_base64="gcn2RGlNZBrPH7+QSszFGaZMU5g="></latexit><latexit sha1_base64="gcn2RGlNZBrPH7+QSszFGaZMU5g="></latexit><latexit sha1_base64="gcn2RGlNZBrPH7+QSszFGaZMU5g="></latexit>

30
<latexit sha1_base64="yaWJqgtTXFY3ehV18xM/QOU8a3U="></latexit><latexit sha1_base64="yaWJqgtTXFY3ehV18xM/QOU8a3U="></latexit><latexit sha1_base64="yaWJqgtTXFY3ehV18xM/QOU8a3U="></latexit><latexit sha1_base64="yaWJqgtTXFY3ehV18xM/QOU8a3U="></latexit>

Abbildung 2.1: Zwei Kreiszerlegungen und Eulerzüge für denselben Graphen, wie sie zum
Beispiel mit Algorithmus 23 konstruiert werden können.

2. Weiterlaufen : Erweitere den Kantenzug, in dem Du schrittweise am freien Ende
solange eine noch nicht besuchte Kante einfügst, bis der Kantenzug erstmalig zum
Startknoten zurückkehrt.

3. Wegschneiden : Verkleinere durch Wegschneiden diesen Kantenzug solange, bis er
keine Doppelknoten mehr enthält und damit Kreis ist.

Theorem 25 (Zerlegung allgemeiner Graphen). Jeder zusammenhängende Graph
mit 2n ungeraden Knoten6 kann als kantendisjunkte Vereinigung von n Kantenzügen
dargestellt werden. Eine Darstellung mit weniger als n Kantenzügen ist nicht möglich.

Beweis. 1. Teil (Existenz) : Die ungeraden Knoten seien mit v1, ..., v2n bezeichnet.
Wir erweitern den Graphen durch die Hinzunahme von n virtuellen Knoten sowie
n virtuellen Doppelkanten der Bauart({

uj},
{
{v2j−1, uj}, {uj, v2j}

})
, j = 1, ..., n

zu einem Graphen mit nur geraden Knotengraden, wobei je zwei dieser virtuellen
Doppelkanten keinen Knoten gemeinsam haben. In dem erweiterten Graphen existiert
nach Theorem 19 ein Eulerzug, aus dem wir nun schrittweise die Doppelkanten
wieder entfernen. Im ersten Eliminierungsschritt entsteht dabei aus dem geschlossenen
Kantenzug ein offener Kantenzug, in jedem weiteren Schritt erhöht sich die Anzahl der
Kantenzüge.

2. Teil (Nichtexistenz) : Wir wollen nun zeigen, dass jede kantendisjunkte Zerlegung
mindestens n Kantenzüge umfasst. Dazu zählen wir, wie viele inzidente Kanten ein
jeder Kantenzug einer solchen Zerlegung zu den Knoten des Graphen liefert. Ein
geschlossener Kantenzug liefert zu jedem seiner Knoten genau 2 Kanten und dasselbe
gilt für die inneren Knoten der offenen Kantenzüge. In seinen Eckknoten liefert ein
offener Kantenzug jedoch nur eine Kante. Insbesondere muss jeder ungerade Knoten
des Graphen der Eckknoten einer ungeraden Anzahl offenener Kantenzüge sein, d.h. es
muss mindestens n offene Kantenzüge geben.

6Nach Lemma 3 ist die Anzahl der ungeraden Knoten gerade.
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Eine praktische Anwendung von Theorem 25 ist die Aussage, dass die Kalkmaschine
auf einem Tennisplatz fünfmal angesetzt werden muss, weil der entsprechende Graph
10 ungerade Knoten besitzt. Es gibt viele Möglichkeiten, die Kanten zu kalken, aber
in einer optimalen Lösung wird jeder der fünf Kantenzug ein (jeweils anderes) Paar
ungerader Knoten miteinander verbinden.

2.3 Hamilton-Graphen
Ein Weg P in einen Graphen G = (V, E) heißt hamiltonscher Weg, wenn er jeden
Knoten aus V genau einmal durchläuft (und damit jede Kante aus E höchstens einmal).
Ist P zusätzlich geschlossen, so heißt P hamiltonscher Kreis. Existiert ein hamiltonscher
Weg bzw. Kreis in G so wird G semihamiltonsch bzw. hamiltonsch genannt.

Es gibt bisher – im Gegensatz zu Euler-Graphen – keine abgeschlossene Theorie
über Hamilton-Graphen, sondern nur eine Vielzahl hinreichender oder notwendiger
Bedingungen.
Bemerkung.

1. Ein hamiltonscher Graph kann keine Brücke oder Artikulation enthalten. Dies
kann leicht eingesehen werden, siehe auch Lemma 26.

2. Die Eigenschaften ‘hamiltonsch und ‘eulersch’ sind unabhängig voneinander, wie
die folgenden einfachen Beispiele zeigen:

Insbesondere sind der erste und der zweite Graph hamiltonsch, der erste und der
dritte sind eulersch.

3. Sind G = (V, E) und G̃ = (Ṽ , Ẽ) zwei Graphen mit V = Ṽ und E ⊂ Ẽ, so gilt:
Ist G hamiltonsch, so ist auch G̃ hamiltonsch.

Als erstes Beispiel betrachten wir den Dodekaeder-Graph
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der am Anfang der Theorie steht7 und für den es viele Hamilton-Kreise gibt.
Eine mögliche Anwendung von hamiltonschen Graphen sind Tischgesellschaften,

wobei die Aufgabe darin besteht, n Personen so um einen Tisch zu gruppieren, dass
am Tisch benachbarte Personen sich kennen. Für die Personen wird dabei zunächst der
Bekanntschaftsgraph erstellt und anschließend auf die Existenz eines Hamilton-Kreises
untersucht, wobei dieser Kreis dann die Platzierung am Tisch festlegt.

1 2

3

45

6

1 2

3 4

56

Ein aus theoretischer Sicht sehr wichtiges Beispiel ist Kn, der vollständige Graph der
Ordnung n, der offensichtlich hamiltonsch ist, da die Knoten relativ beliebig zu einem
Hamiltonkreis kombiniert werden können. Genauer gesagt, es gilt

Anzahl der Hamiltonkreise in Kn =
(n− 1)!

2
,

denn wenn ein beliebiger Knoten als Startknoten v0 markiert wurde, gibt es (n− 1)
Möglichkeiten, den Knoten v1 und damit auch die ersten Kante {v0, v1} zu wählen.
Ausgehend von v1 gibt es dann (n− 2) Möglichkeiten, den Knoten v2 und somit
auch die Kante {v1, v2} zu wählen. Durch Iteration dieses Arguments erhalten wir
die gewünschte Formel, wobei der Faktor 1/2 berücksichtigt, dass jeder Kreis auf diese
Weise zweimal (mit jeweils unterschiedlicher Durchlaufrichtung) gezählt wird.

Abbildung 2.2: Die drei Hamiltonkreise in K4.

Mit Hilfe von Kn kann ein beliebiger Graph G der Ordnung n algorithmisch auf
Hamiltonizität überprüft werden: Wir nummerieren die Knoten von G durch und prüfen
für jeden Hamiltonkreis von Kn, ob seine Kanten sämtlich zu G gehören oder nicht.
Insbesondere können wir nach endlich vielen Schritten definitiv entscheiden, ob G
hamiltonsch ist oder nicht. Allerdings ist dieses Verfahren sehr aufwändig und der
Rechenaufwand wächst wegen der Stirlingschen Formel

m! ∼
√
2πm

(m
e

)m
7William Rowan Hamilton (1805–1865), irischer Mathematiker und Physiker, der vor allem für

seine Beiträge zur Mechanik bekannt geworden ist, hat ein Spiel mit diesem Graphen entworfen.
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superpolynomiell mit n. Die Frage, ob es bessere Algorithmen mit nur polynomiell
wachsendem Aufwand gibt, ist nicht nur offen, sondern auch NP -vollständig, d.h. die
positive oder negative Beantwortung die Frage löst das 4. Milleniumsproblem P = NP .

Wir erwähnen schließlich das engverwandte Problem des Handelsreisenden, bei dem
in eine gewichteten Graphen nicht nur ein Hamilton-Kreis, sondern sogar ein Hamilton-
Kreis mit minimaler Summe aller Kantengewichte gefunden werden soll. Auch dieses
Problem ist NP -vollständig, d.h. die Frage, ob es effiziente Algorithmen gibt oder nicht,
ist zwar von fundamentaler Natur, aber immer noch unbeantwortet.
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Wir beginnen mit der Herleitung einer notwendigen Bedingung.

Lemma 26 (notwendige Bedingung). Sei G = (V, E) ein Hamilton-Graph und U ⊂ V
eine nichtleere Teilmenge von Knoten. Werden aus G die Knoten in U (sowie alle
inzidenten Kanten) entfernt, so entstehen höchstens |U | Zusammenhangskomponenten.

Beweis. Wir bezeichnen die m Zusammenhangskomponenten von G\U mit K1, ..., Km

und betrachten den Hamiltonkreis

C : v0 = vn → v1 → ...→ vn

in G, wobei n = |V |.
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Dann existiert für jedes i = 1, ...,m mindestens ein Knoten ji, sodass vji zu U gehört,
vji−1 aber zu Ki. Oder anders gesagt: Der Hamiltonsche Kreis verlässt entlang der
Kante {vji−1, vji} die Komponente Ki. Nach Konstruktion gilt dabei ji1 ̸= ji2 für i1 ̸= i2
— denn andernfalls würde der Knoten vji1−1 = vji2−1 sowohl zu Ki1 als auch zu Ki2

gehören — und wir schließen, dass U mindestens m Knoten besitzt.

Lemma 27 (Lemma von Ore8). Sei G = (V, E) ein Graph mit n ≥ 3 Knoten und
seien v1, v2 ∈ V zwei verschiedene Knoten mit

e := {v1, v2} /∈ E und d(v1) + d(v2) ≥ n.

Dann ist G genau dann hamiltonsch, wenn der um die Kante e erweiterte Graph G̃ :=
(V, E ∪ {e}) hamiltonsch ist.

8Øystein Ore (1899–1968), norwegischer Mathematiker.
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Abbildung 2.3: Beispiele für nicht-hamiltonsche Graphen. Der linke Graph besitzt eine
einzelne Artikulation und kann deshalb nach Lemma 26 nicht hamiltonsch sein (er ist aber
semihamiltonsch). Das rechte Beispiel zeigt, dass die notwendige Bedingung aus Lemma 26
nicht hinreichend ist. Der Graph ist nicht-hamiltonsch, weil jeder Kantenzug, der jeweils
einmal durch jeden der blauen Knoten führt, mindestens drei der mit dem roten Knoten
inzidenten Kanten enthalten muss, was aber bei einem Kreis nicht möglich ist. Der rechte
Graph ist auch semihamiltonsch.

Beweis. Die Hinrichtung ist trivial und wir müssen nur die Rückrichtung beweisen. Sei
also G̃ hamiltonsch mit Hamiltonkreis C. Enthält dieser Kreis die Kante e nicht, so ist
C auch Kreis in G und G ist hamiltonsch. Andernfalls können wir durch Löschen von
e in C einen Weg

P : v1 = u1 → u1 → ...→ un = v2

der Länge n− 1 erzeugen, der alle Knoten von G genau einmal durchläuft. Wir teilen
die n− 3 Knoten in U := {u3, . . . , un−1} wie folgt in zwei Gruppen U1 und U2 ein:

1. U1 besteht aus allen Knoten in U , die in G mit v1 benachbart sind.

2. U2 umfasst genau die Knoten aus U , die entlang des Weges P direkt hinter einem
Knoten liegen, der in G mit v2 benachbart ist.

Da u2, aber nicht un=v2 in G mit v1 benachbart ist, enthält U1 genau d(v1)−1 Elemente.
In der Menge U2 gibt es hingegen genau d(v2)− 1 Knoten, denn neben un−1 besitzt v2
in G soviele weitere Nachbarn, wobei der jeweilige Nachfolger entlang von P in U liegt
(beachte wieder, dass u1 und un in G nicht benachbart sind).

Wegen ∣∣U1

∣∣+ ∣∣U2

∣∣ = (d(v1)− 1
)
+
(
d(v2)− 1

)
≥ n− 2 > n− 3 =

∣∣U ∣∣
gibt es nach dem Schubfachprinzip mindestens ein uj ∈ U1 ∩ U2 und mithilfe eines
solchen Knotens können wir einen Hamiltonkreis in G konstruieren. Siehe dazu das
Bild.

Theorem 28 (Satz von Ore, hinreichende Bedingung). Sei G = (V, E) ein Graph mit
n ≥ 3 Knoten, sodass d(v1)+d(v2) ≥ n für je zwei verschiedene Knoten v1, v2 ∈ V mit
{v1, v2} /∈ E gilt. Dann ist G hamiltonsch.
Michael Herrmann: Graphentheorie Version vom 8. Juli 2024



42 2. Eulersche und Hamiltonsche Graphen

Beweis. Nach Voraussetzung erfüllt jede nicht zum Graphen gehörende Kante die
Ore-Bedingung bzgl. der Summe der Nachbarkanten und kann nach Lemma 27 zum
Graphen hinzugefügt werden, ohne die Hamiltonizität bzw. Nicht-Hamiltonizität des
Graphen zu ändern. Außerdem gilt auch für den erweiterten Graphen, dass jede
nicht zum Graphen gehörende Kante die Ore-Bedingung erfüllt, da das Erweitern
durch zusätzliche Kanten die Grade der Knoten nur erhöhen kann. Durch sukzessives
Erweitern der Kantenmenge erhält man schließlich den vollständigen Graphen der
Ordnung n, dessen Hamiltonizität nach Lemma 27 die Behauptung impliziert.

Bemerkung.

1. Ein hinreichende Bedingung für die Voraussetzung in Theorem 28 ist

δ(G) ≥ n/2 ,

wobei δ(G) der minimale Knotengrad in G ist. Der entsprechende Spezialfall von
Theorem 28 wird Satz von Dirac genannt.9

2. Der Satz von Dirac ist insofern optimal, dass es keine bessere untere Schranke
an den Minimalgrad geben kann, die Hamiltonizität impliziert. Das klassische
Gegenbeispiel sind zwei Kopien des K2m+1, die an einem Knoten verklebt wurden,
siehe das linke Bild in Abbildung 2.3. Denn dann gilt und |G| = n = 4m+1 und
δ(G) = 2m, d.h δ(G) ist minimal kleiner als n/2.

3. Salopp gesprochen garantieren die Sätze von Dirac und Ore, dass ‘dichte’ Graphen
mit hinreichend vielen Kanten hamiltonsch sind. Es gibt aber auch ‘dünne’
Hamilton-Graphen, zum Beispiel den Rösselsprung-Graph10 aus Abbildung 2.4.

Abbildung 2.4: Der Rösselsprung-Graph (links und mitte) besitzt Hamiltonkreise (rechts).

Das Lemma von Ore besagt, dass Kanten zwischen zwei Knoten mit insgesamt
vielen Nachbarn aus Sicht der Theorie Hamiltonscher Kreise unkritisch sind.

Lemma 29 (Hamiltonscher Abschluss eines Graphen). Wird ein Graph G durch das
sukzessive Hinzufügen von Kanten zwischen nicht-adjazenten Knoten v1, v2 ∈ V mit
dG(v1) + dG(v2) ≥ n solange erweitert, bis keine solche Knotenpaare mehr existieren,
so entsteht ein erweiterter Graph, der eindeutig durch G festgelegt ist und genau dann
hamiltonisch ist, wenn G hamiltonsch ist.

9Gabriel Andrew Dirac (1925–1984), ungarisch-britischer Mathematiker.
10Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Springerproblem
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Abbildung 2.5: Beispiel für die schrittweise Konstruktion des Hamiltonschen Abschlusses
eines Graphen wie in Lemma 29. In der oberen Zeile ist der Abschluss der vollständige Graph
und der Ursprungsgraph ist damit auch hamiltonsch. In der unteren Zeile sind alle Graphen
nicht hamiltonsch.

Beweis. Jede sukzessive Erweiterung des Gaphen G mit n = |G| Knoten bricht nach
endlich vielen Schritten ab (spätestens, wenn ein vollständiger Graph der Ordnung n
entstanden ist) und Lemma 27 garantiert die behauptete Invarianz der Hamiltonizität.

Wir müssen nur noch zeigen, dass das Ergebnis nicht von der konkreten Wahl der
einzelnen Erweiterungsschritte abhängt. Seien also

G =: G0
e1−−→ G1

e2−−→ G2
e3−−→ . . .

ek̄−1−−−−→ Gk̄−1
ek̄−−→ Gk̄ =: G

und

G =: G̃0
ẽ1−−→ G̃1

ẽ2−−→ G̃2
ẽ3−−→ . . .

ẽk̃−1−−−−→ G̃k̃−1
ẽk̃−−→ G̃k̃ =: G̃

zwei zulässige Erweiterungen von G, wobei

ej =
{
vj, 1, vj, 2

}
bzw. ẽj =

{
ṽj, 1, ṽj, 2

}
jeweils der Ore-Bedingung im Graphen Gj bzw. G̃j genügt und nach k̄ bzw. k̃ vielen
Schritten der nicht mehr erweiterbare Graph G bzw. G̃ entsteht. Für die Eckknoten
von ẽ1 gilt

dG

(
ṽ1, 1
)
+ dG

(
ṽ1, 2
)
≥ d G̃0

(
ṽ1, 1
)
+ d G̃0

(
ṽ1, 2
)
≥ n ,

wobei die zweite Abschätzung gerade die Ore-Bedingung für ẽ1 ist und die erste sich
aus der Tatsache ergibt, dass G̃0 = G ein Teilgraph von G ist. Insbesondere muss ẽ1
ein Kante in G sein (andernfalls könnten wir G durch Hinzunahme ẽ1 doch erweitern)
und dies impliziert, dass auch G̃1 ein Teilgraph von G ist. Mit

dG

(
ṽ2, 1
)
+ dG

(
ṽ2, 2
)
≥ d G̃1

(
ṽ2, 1
)
+ d G̃1

(
ṽ2, 2
)
≥ n ,

schließen wir, dass ẽ2 ebenfalls in G enthalten ist. Eine Iteration dieses Arguments
zeigt, dass jede Kante ẽj zu G gehört, d.h. der Graph G̃ ist ein Teilgraph von G. Aus
Symmetriegründen muss aber auch G ein Teilgraph von G̃ sein und wir erhalten G = G̃
(und damit insbesondere auch k̄ = k̃).
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2.4 Kürzeste Wege

Ein sowohl aus theoretischer als auch aus praktischer Sicht sehr wichtiges Problem
ist das Auffinden der kürzesten Verbindung zwischen zwei gegebenen Knoten in
einem Graphen. Diese Frage ist wohlverstanden und mit einem sehr weitverbreiteten
Algorithmus verbunden, der gleichzeitig auch das analoge Problem in gewichteten
und/oder gerichteten Graphen abdeckt. Dieser Algorithmus läuft sukzessiv durch alle
Knoten und involviert die folgenden Größen:

1. Ein gegebener Startknoten v∗ in G = (V, E).

2. Die Menge M der noch zu prüfenden Knoten.

3. Vorgeschriebene Kantengewichte w : E → (0, ∞], die wir als Kosten pro Kante
interpretieren können, wobei sich die Kosten eines Weges durch Summation der
Kosten aller seiner Kanten ergeben. Im einfachsten Fall gilt w(e) = 1 für alle
e ∈ E und für jeden Kosten meinen Kosten und Länge dasselbe.

4. Die Bewertungsfunktion ϕ : V → [0, ∞], die für jeden Knoten v ∈ V
den (vorläufigen) Abstand — bzw. die (vorläufigen) Kosten — des kürzesten
Verbindungsweges von v∗ zu v quantifiziert und schrittweise aktualisiert wird.

Algorithmus 30 (nach Dijkstra11).

1. Initialisierung : Setze M = V und ϕ(v∗) = 0 sowie ϕ(v) =∞ für alle v ̸= v∗.

2. Rekursion, Teil 1 : Wähle v# ∈ M mit ϕ(v#) = minv∈M ϕ(v). Gilt ϕ(v#) = ∞,
so beende den Algorithmus. Andernfalls aktualisiere ϕ via

ϕ(v) = min
{
ϕ(v), ϕ(v#) + w

(
{v#, v}

)}
für jeden Nachbarn v von v#, der zu M gehört.

3. Rekursion, Teil 2 : Aktualisiere M = M \ {v#}. Gilt M = ∅, so beende den
Algorithmus. Andernfalls springe zu Schritt 2.

a
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Abbildung 2.6: Beispiel für den Dijkstra-Algorithmus, siehe Tabelle 2.1. Auf der rechten
Seite sind verschiedene Knoten-Sphären mit Mittelpunkt v∗ = a farblich markiert.

11Edsger Wybe Dijkstra (1930–2002), niederländischer Informatiker.
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Schritt v# a b c d e f g h i j k
0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

(01) a 0 1 ∞ ∞ ∞ 1 1 ∞ ∞ ∞ ∞
(02) g 0 1 ∞ ∞ ∞ 1 1 2 2 ∞ ∞
(03) f 0 1 ∞ ∞ 2 1 1 2 2 ∞ ∞
(04) b 0 1 2 ∞ 2 1 1 2 2 ∞ ∞
(05) c 0 1 2 3 2 1 1 2 2 ∞ ∞
(06) h 0 1 2 3 2 1 1 2 2 ∞ ∞
(07) i 0 1 2 3 2 1 1 2 2 3 ∞
(08) e 0 1 2 3 2 1 1 2 2 3 ∞
(09) d 0 1 2 3 2 1 1 2 2 3 ∞
(10) j 0 1 2 3 2 1 1 2 2 3 4
(11) k 0 1 2 3 2 1 1 2 2 3 4

Tabelle 2.1: Beispieldaten zu Algorithmus 30 mit Standard-Kantenbewertung für den
Graphen aus Abbildung 2.6, wobei die aktuellen Änderungen in ϕ immer fett markiert
sind. Beachte, dass bei nicht-konstanten Kantengewichten sich die Bewertung eines Knotens
mehrmals ändern kann, da längere Wege eine kleinere Summe der Kantengewichte als kurze
Wege haben können.

Bemerkung.
1. Man kann leicht Varianten ableiten, die die kürzeste Verbindung zwischen zwei

gegebenen Knoten finden.

2. Der Algorithmus funktioniert auch mit gewichteten Kanten, sofern alle Gewichte
nichtnegativ sind. Bei negativen Kantenbewertungen arbeitet der Algorithmus
allerdings nicht mehr korrekt.

3. Der Algorithmus kann leicht auf gerichtete Graphen übertragen werden.

4. Ein kürzester Verbindungsweg von v∗ nach v kann rückwärts aus den Daten des
Algorithmus rekonstruiert werden. Zum Beispiel gilt in Tabelle 2.1: Der Wert
von ϕ(j) hat sich letztmalig in der 7. Zeile durch Betrachtung des Knotens i
geändert, der Wert von ϕ(i) hat sich letztmalig in der 2. Zeile durch Betrachtung
des Knotens g geändert, und der Wert von ϕ(g) hat sich durch a = v∗ geändert.
Der kürzeste Weg von a nach j ist also a→ g → i→ j.

5. Es ist sehr wichtig, dass in jedem Schritt der Knoten v# so gewählt wird, dass er
unter allen Knoten in M eine minimale Bewertung besitzt. Siehe dazu auch den
ersten Teil des Induktionsschrittes im Beweis von Theorem 31.

6. Nach Konstruktion wächst die Menge U := V \M in jedem Schritt um einen
Knoten an. Dabei werden zuerst die Punkte der 1-Sphäre, dann die der 2-Sphäre
geprüft (eine ähnliche Idee hatten wir im Beweis von Lemma 9 benutzt). Man
kann den Dijkstra-Algorithmus auch leicht abändern, um Spannbäume in einem
Graphen zu konstruieren.

7. Der Dijkstra-Algorithmus ist ein sogenannter gieriger Algorithmus ( ‘greedy
algorithm’).

8. Ist G zusammenhängend, so wird jeder Knoten genau einmal als v# gewählt und
am Ende werden alle Knotenbewertungen endlich sein. Andernfalls gilt dies nur
für die Knoten, die in der Zusammenhangskomponente von v∗ liegen.
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Theorem 31 (Eigenschaften des Dijkstra-Algorithmus). Der Dijkstra-Algorithmus 30
bricht nach endlich vielen Schritten ab und danach gilt ϕ(v) = distG (v, v∗) für jeden
Knoten v.

Beweis. Um die Ideen klar herauszuarbeiten, führen wir den Beweis nur für konstante
Kantenbewertungen. Andernfalls muss man ‘Weglänge’ durch ‘Wegkosten’ ersetzen,
wobei letztere durch Summation der Kantengewichte berechnet werden (siehe die
entsprechende Übungsaufgabe). Wir bemerken, dass der Algorithmus nach endlich
vielen Schritten abbricht, da die Mächtigkeit von M in jedem Schritt um 1 abnimmt.

Vorbemerkung : Wir setzen U := V \M und nutzen Induktion über k = |U |, d.h.
über die Anzahl der bereits besuchten Knoten, um die folgenden zwei Aussagen zu
beweisen:

(∗1) Es gilt ϕ(v) = distG (v, v∗) gilt für jeden Knoten v ∈ U .

(∗2) Für jeden Knoten v ∈ M = V \ U ist ϕ(v) die Länge m eines kürzesten Weges
P : v∗ = v0 → ...→ vm−1 → vm = v unter der Nebenbedingung vm−1 ∈ U , wobei
ϕ(v) =∞ genau dann gilt, wenn kein solcher Weg existiert.

Die erste Aussage impliziert offensichtlich schon die Behauptung, aber im Beweis
benutzen wir die zweite als Hilfsresultat, wobei die Nebenbedingung nur fordert, dass
der vorletzte Knoten des Weges P zur Menge U gehört.

Induktionsanfang k = 1 : Jede der beiden Aussagen ist per Konstruktion für k = 1
erfüllt, denn am Anfang gilt U = {v∗} sowie ϕ(v) = 1 für alle Nachbarn von v∗ und
ϕ(v) =∞ für alle anderen Knoten. Insbesondere ist jeder zugelassene Weg in (∗)2 eine
einzelne Kante, die v∗ mit einem seiner Nachbarn verbindet.

Induktionsschritt k → k+1, Teil 1 : Der Algorithmus wählt einen Knoten v# mit
minimalem Wert von ϕ in M , wobei dieser Knoten nach der Neubewertung seiner
Nachbarn der Menge U hinzugefügt werden wird. Wir wollen zunächst zeigen, dass
ϕ(v#) = distG (v∗, v#) gilt und betrachten dazu einen beliebigen Weg

P : v∗ = v0 → ...→ vm−1 → vm = v#

der Länge m, der v∗ mit v# verbindet. Wir können außerdem ϕ(v#) < ∞ annehmen,
denn andernfalls ist nichts zu zeigen. Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein
optimaler Weg mit Länge m = ϕ(v#), der v# unmittelbar aus U erreicht, und es
gilt m ≥ ϕ(v#) für jeden anderen Weg mit vm−1 ∈ U . Gehört vm−1 jedoch nicht zu U ,
so existiert (mindestens) ein j ∈ {1, ..., m−1} mit vj−1 ∈ U und vj /∈ U , da P zwar in
U startet, aber außerhalb von U endet. In diesem Fall erhalten wir

ϕ(v#) ≤ ϕ(vj) ≤ j ≤ m− 1 ,

wobei die erste Abschätzung sich aus der Wahl von v# ergibt und die zweite aus der
Induktionsvoraussetzung folgt, sofern wir die Eigenschaft (∗)2 mit v = vj und für den
Teilweg v0 → . . .→ vj−1 → vj auswerten. Insgesamt schließen wir, dass ϕ(v#) wirklich
die Länge eines kürzesten Verbindungsweges von v∗ nach v# ist.

Induktionsschritt k → k+1, Teil 2 : Wir wollen nun außerdem zeigen, dass bei der
Neubewertung aller Nachbarn von v# die Eigenschaft (∗)2 erhalten bleibt. Dazu fixieren
wir v ∈M mit v ̸= v#, betrachten einen beliebigen Verbindungsweg

P : v∗ = v0 → ...→ vm−1 → vm = v
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mit aktualisierter Nebenbedingung vm−1 ∈ U ∪ {v#} und unterscheiden die folgenden
drei Fälle. Fall 1 : Die Knoten v und v# sind nicht benachbart. In diesem Fall wird
ϕ(v) bei der Aktualisierung nicht verändert und es gilt vm−1 ̸= v#. Insbesondere
war jeder der betrachteten Wege P auch vor der Aktualisierung schon zulässig und
damit ergibt sich die Gültigkeit von (∗2) nach der Aktualisierung unmittelbar aus der
Induktionsvoraussetzung. Fall 2 : Die Knoten v und v# sind zwar benachbart, aber es
gilt ϕ(v) ≤ ϕ(v#) + 1 bereits vor der Aktualisierung. Auch in diesem Fall wird die
Bewertung von v nicht korrigiert. Für jeden betrachteten Weg P mit vm−1 = v# folgt

m− 1 ≥ ϕ(v#) und damit m ≥ ϕ(v#) + 1 ≥ ϕ(v)

aus dem ersten (und schon bewiesenen) Teil des Induktionsschrittes, sofern wir diesen
für den Teilweg v∗ = v0 → ... → vm−1 = v# ausgewerten. Gilt jedoch vm−1 ̸= v#, so
ergibt sich m ≥ ϕ(v) direkt aus der Induktionsvoraussetzung. Insgesamt haben wir auch
in diesem Fall gezeigt, dass nach der Aktualisierung die Länge jedes zugelassenen Weges
P nicht kleiner als ϕ(v) sein kann. Außerdem gibt es nach Induktionsvoraussetzung
mindestens einen optimalen Weg der Länge ϕ(v), für den vm−1 ̸= v# gilt. Fall 3 : Die
Knoten v und v# sind benachbart, wobei ϕ(v) > ϕ(v#) + 1 vor und ϕ(v) = ϕ(v#) + 1
nach der Aktualisierung gilt. Analog zum zweiten Fall zeigen wir

m ≥ ϕ(v#) + 1 ,

wobei diese Abschätzung für vm−1 ̸= v# aus der Induktionsvoraussetzung sowie
der Aktualisierungsregel folgt (diesmal sogar als strikte Ungleichung) und sich für
vm−1 = v# aus dem ersten Teil des Induktionsschrittes ergibt. Letzterer garantiert auch
die Existenz eines optimalen Weges

P̃ : v∗ = ṽ0 → ...→ ṽm̃−1 → ṽm̃ = v# mit m̃ = ϕ(v#) ,

und wenn wir diesen um die Kante {v#, v} erweitern, erhalten wir einen Weg, der v∗
mit v verbindet und die Länge m = m̃+ 1 = ϕ(v#) + 1 besitzt.

Für Graphen ohne Kantengewichte (besser gesagt: mit den uniformen Standardgewicht
1) kann der Dijkstra-Algorithmus auch wie folgt formuliert werden.

1. ϕ : V → N ∪ {∞} ist Abstand von v∗,

2. Warteschlange R der bereits gefundenen, aber noch nicht untersuchten Knoten.

3. Liste S der bereits untersuchten Knoten.

Algorithmus 32 (Breadth-First-Search (BFS)).

1. Initialisierung: Setze R = {v∗}, S = ∅, ϕ(v∗) = 0 und ϕ(v) =∞ für v ̸= v∗.

2. Iteration, Schritt 1 : Suche alle Nachbarn des ersten Knotens v# in R. Die
Nachbarn v, die nicht in R∪S enthalten sind, werden an das Ende von R gesetzt
und via ϕ(v) = ϕ(v#) + 1 aktualisiert.

3. Iteration, Schritt 2 : Lösche v# aus R und setze ihn in die Liste S. Springe zu
Schritt 2, solange noch ein Knoten in R enthalten ist.
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Ein Anwendung ist das Chinesische Briefträgerproblem12 in Graphen mit gewichteten
Kanten. Ein Briefträger muss die Post in seinem Bezirk zustellen und dabei jede Straße
(Kante) mindestens einmal durchlaufen, wobei die Straßen unterschiedlich lang sein
können und nur an den Kreuzungen (Knoten) betreten oder verlassen werden dürfen.
Außerdem soll die Tour in einem festen Knoten (Postamt) starten und enden. Die Frage
ist, welche Tour die minimale, d.h. die mit der geringsten Summe aller Kantengewichte,
ist.

Im Fall eines Euler-Graphen ist die minimale Lösung offensichtlich ein Eulerzug,
wobei alle Eulerzüge gleich optimal sind. Ist G nicht eulersch, so muss der Briefträger
mindestens eine Kante mehrmals aufsuchen. Man kann sich leicht überlegen, dass er
dabei keine Straße mehr als zweimal entlang laufen muss.

Gibt es nur zwei ungerade Knoten, so besteht die minimale Lösung darin, zuerst die
kürzeste Verbindung zwischen diesen Knoten zu suchen und dann jede dieser Kanten
im Ursprungsgraphen zu duplizieren. Dadurch entsteht dann ein Euler-Graph und jeder
der entsprechenden Eulerzüge löst das Briefträgerproblem, siehe Abbildung 2.7.

Gibt es 2 k ungerade Knoten mit k > 1, so berechnet man zunächst mit dem
Dijkstra-Algorithmus die kürzeste Verbindung zwischen je zwei ungeraden Knoten
und interpretiert das Ergebnis als Kantengewicht im vollständigen Graphen K2k.
Anschließend sucht man dort eine möglichst minimale Paarung von je zwei Knoten
(Paarungen werden in nächsten Kapitel studiert). Das Ergebnis gibt dann an, welche
Kanten man im Ursprungsgraphen duplizieren muss, um eine optimale Erweiterung zu
einem eulerschen Graphen zu erhalten.
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4
<latexit sha1_base64="SP/5+vvLOgqzYmioAx6a+GW9cn4="></latexit><latexit sha1_base64="QJrZAXWzYtpV6Ub71w8MEyvbkX0="></latexit><latexit sha1_base64="QJrZAXWzYtpV6Ub71w8MEyvbkX0="></latexit><latexit sha1_base64="QJrZAXWzYtpV6Ub71w8MEyvbkX0="></latexit>

5
<latexit sha1_base64="D7F+nRZlljJ21gKaYfFSWvWR3uU="></latexit><latexit sha1_base64="D7F+nRZlljJ21gKaYfFSWvWR3uU="></latexit><latexit sha1_base64="D7F+nRZlljJ21gKaYfFSWvWR3uU="></latexit><latexit sha1_base64="D7F+nRZlljJ21gKaYfFSWvWR3uU="></latexit>

6
<latexit sha1_base64="YWh7PEKpkE6oPqqStoPMHYlC6Fo="></latexit><latexit sha1_base64="YWh7PEKpkE6oPqqStoPMHYlC6Fo="></latexit><latexit sha1_base64="YWh7PEKpkE6oPqqStoPMHYlC6Fo="></latexit><latexit sha1_base64="YWh7PEKpkE6oPqqStoPMHYlC6Fo="></latexit>

7
<latexit sha1_base64="J6FDvZc/8XewxFNeCZFFixPlIEk="></latexit><latexit sha1_base64="J6FDvZc/8XewxFNeCZFFixPlIEk="></latexit><latexit sha1_base64="J6FDvZc/8XewxFNeCZFFixPlIEk="></latexit><latexit sha1_base64="J6FDvZc/8XewxFNeCZFFixPlIEk="></latexit>

8
<latexit sha1_base64="9YB070XN6GL2Y7ZDTPgOhADCsRU="></latexit><latexit sha1_base64="9YB070XN6GL2Y7ZDTPgOhADCsRU="></latexit><latexit sha1_base64="9YB070XN6GL2Y7ZDTPgOhADCsRU="></latexit><latexit sha1_base64="9YB070XN6GL2Y7ZDTPgOhADCsRU="></latexit>

9
<latexit sha1_base64="HgunnyartLipXxxQ4iliZnpYBVs="></latexit><latexit sha1_base64="HgunnyartLipXxxQ4iliZnpYBVs="></latexit><latexit sha1_base64="HgunnyartLipXxxQ4iliZnpYBVs="></latexit><latexit sha1_base64="HgunnyartLipXxxQ4iliZnpYBVs="></latexit>

10
<latexit sha1_base64="zTzCIynTy7J3EvJs+wG2EXcwI8s="></latexit><latexit sha1_base64="zTzCIynTy7J3EvJs+wG2EXcwI8s="></latexit><latexit sha1_base64="zTzCIynTy7J3EvJs+wG2EXcwI8s="></latexit><latexit sha1_base64="zTzCIynTy7J3EvJs+wG2EXcwI8s="></latexit>

11
<latexit sha1_base64="WP9tj7Q6uwkngrENHAly2ID0ioc="></latexit><latexit sha1_base64="WP9tj7Q6uwkngrENHAly2ID0ioc="></latexit><latexit sha1_base64="WP9tj7Q6uwkngrENHAly2ID0ioc="></latexit><latexit sha1_base64="WP9tj7Q6uwkngrENHAly2ID0ioc="></latexit>

Abbildung 2.7: Beispiel für das Briefträgerproblem in einem gewichteten Graphen mit zwei
ungeraden Knoten (rot) und zwei duplizierten Kanten (rot). Die minimale Route für den
Briefträger ist ein Eulerzug (grün) im erweiterten Graphen.

Es gibt auch Varianten des Dijkstra-Algorithmus, die maximale Wege in gerichteten
Graphen suchen. Eine praktische wichtige Anwendung sind zum Beispiel gerichte-
te (und i. A. gewichtete) Graphen in Form von Flussdiagrammen, die zum Beispiel
bei Bauprojekten angeben, welche Teilschritte in welcher Reihenfolge durchzuführen
sind. Um diese Teilschritte zu kontrollieren, kann man den Dijkstra-Algorithmus durch
folgende Modifikationen abändern:

1. Die Bewertungsfunktion ϕ wird in jedem Schritt via

ϕ(v) = max
{
ϕ(v), ϕ(v#) + w

(
{v#, v}

)}
erhöht, wobei anfänglich alle Knoten mit ϕ(v) = 0 initialisiert werden.

12Dieses Problem ist nach dem chinesischen Mathematiker Guan Meigu (geb. 1934) benannt, dessen
Name manchmal auch als Kwan Mei-Ko angegeben wird.
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0
<latexit sha1_base64="54eKMANfHND58FsZ/mV9TcFY+k4="></latexit><latexit sha1_base64="54eKMANfHND58FsZ/mV9TcFY+k4="></latexit><latexit sha1_base64="54eKMANfHND58FsZ/mV9TcFY+k4="></latexit><latexit sha1_base64="54eKMANfHND58FsZ/mV9TcFY+k4="></latexit> 1

<latexit sha1_base64="Lurcqeb33uLg7OetpybLCl8xsJM="></latexit><latexit sha1_base64="Lurcqeb33uLg7OetpybLCl8xsJM="></latexit><latexit sha1_base64="Lurcqeb33uLg7OetpybLCl8xsJM="></latexit><latexit sha1_base64="Lurcqeb33uLg7OetpybLCl8xsJM="></latexit>

1
<latexit sha1_base64="Lurcqeb33uLg7OetpybLCl8xsJM="></latexit><latexit sha1_base64="Lurcqeb33uLg7OetpybLCl8xsJM="></latexit><latexit sha1_base64="Lurcqeb33uLg7OetpybLCl8xsJM="></latexit><latexit sha1_base64="Lurcqeb33uLg7OetpybLCl8xsJM="></latexit>

2
<latexit sha1_base64="rJsx4fIbGYEnyY1o87KuqFMOtws="></latexit><latexit sha1_base64="rJsx4fIbGYEnyY1o87KuqFMOtws="></latexit><latexit sha1_base64="rJsx4fIbGYEnyY1o87KuqFMOtws="></latexit><latexit sha1_base64="rJsx4fIbGYEnyY1o87KuqFMOtws="></latexit>

2
<latexit sha1_base64="rJsx4fIbGYEnyY1o87KuqFMOtws="></latexit><latexit sha1_base64="rJsx4fIbGYEnyY1o87KuqFMOtws="></latexit><latexit sha1_base64="rJsx4fIbGYEnyY1o87KuqFMOtws="></latexit><latexit sha1_base64="rJsx4fIbGYEnyY1o87KuqFMOtws="></latexit>

3
<latexit sha1_base64="OeoTmKqZTNJf1Fn9uiuJOhLvrXA="></latexit><latexit sha1_base64="OeoTmKqZTNJf1Fn9uiuJOhLvrXA="></latexit><latexit sha1_base64="OeoTmKqZTNJf1Fn9uiuJOhLvrXA="></latexit><latexit sha1_base64="OeoTmKqZTNJf1Fn9uiuJOhLvrXA="></latexit>

3
<latexit sha1_base64="OeoTmKqZTNJf1Fn9uiuJOhLvrXA="></latexit><latexit sha1_base64="OeoTmKqZTNJf1Fn9uiuJOhLvrXA="></latexit><latexit sha1_base64="OeoTmKqZTNJf1Fn9uiuJOhLvrXA="></latexit><latexit sha1_base64="OeoTmKqZTNJf1Fn9uiuJOhLvrXA="></latexit>

4
<latexit sha1_base64="elbU0QxBpAaDQxhprNAAPRx8hkI="></latexit><latexit sha1_base64="B5FIQnEXSMCaCfKumweAIOyWGCo="></latexit><latexit sha1_base64="B5FIQnEXSMCaCfKumweAIOyWGCo="></latexit><latexit sha1_base64="B5FIQnEXSMCaCfKumweAIOyWGCo="></latexit>

4
<latexit sha1_base64="elbU0QxBpAaDQxhprNAAPRx8hkI="></latexit><latexit sha1_base64="B5FIQnEXSMCaCfKumweAIOyWGCo="></latexit><latexit sha1_base64="B5FIQnEXSMCaCfKumweAIOyWGCo="></latexit><latexit sha1_base64="B5FIQnEXSMCaCfKumweAIOyWGCo="></latexit>

5
<latexit sha1_base64="0nesimCJ0yMTHzI1k/SygWNxEfw="></latexit><latexit sha1_base64="0nesimCJ0yMTHzI1k/SygWNxEfw="></latexit><latexit sha1_base64="0nesimCJ0yMTHzI1k/SygWNxEfw="></latexit><latexit sha1_base64="0nesimCJ0yMTHzI1k/SygWNxEfw="></latexit>

Abbildung 2.8: Beispieldaten für eine Dijkstra-Variante, die maximale Wege in gerichteten
Graphen sucht.

2. Bei der Auswahl des zu prüfenden Knoten in jedem Schritt wird nicht mehr
gefordert, dass der Knoten v# mit einem schon geprüften Knoten benachbart
ist, sondern dass alle zu v# führenden Wege nur bisher schon besuchte Knoten
enthalten.

Siehe [Ove] und Abbildung 2.8 für mehr Details und ein Beispiel.
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Kapitel 3

Paarungen

3.1 Einführung
Eine Kantenmenge M ⊆ E in einem gegebenen Graphen G = (V, E) heißt Paarung
oder Matching, falls je zwei verschiedene Kanten aus M keinen Knoten gemeinsam
haben. Dabei haben sich die folgenden Sprechweisen herausgebildet:

1. Jeder Knoten, der zu einer Kante aus M gehört, heißt gesättigt bzw. gepaart.
Andernfalls wird der Knoten ungesättigt oder ungepaart genannt.

2. Ist jeder Knoten aus U ⊆ V in M gepaart, so wird M auch Paarung von U
genannt.

3. Ist kein bzw. nur ein Knoten von V nicht gepaart, so heißt M perfekt bzw.
fast-perfekt.

4. Die Paarung M wird gesättigt genannt, wenn M nicht zu einer größeren Paarung
erweitert werden kann und maximal, wenn es keine Paarung größerer Mächtigkeit
gibt.1

Abbildung 3.1: Beispiel für eine gesättigte, aber nicht maximale Paarung (Links), eine
maximale und gleichzeitig perfekte Paarung (Mitte) sowie eine maximale, aber nicht perfekte
Paarung (Rechts).

Die Theorie der Paarungen besitzt sehr viele Anwendungen in der Mathematik, der
Informatik und den Wirtschaftswissenschaften, wie zum Beispiel:

1. Im klassischen Heiratsproblem, siehe Abbildung 3.2, gilt es eine maximale
Paarung in einem bipartiten Graphen zu finden.

2. Beim Stundenplanproblem, siehe Abbildung 3.3, versucht man einen Graphen in
eine minimale Zahl disjunkter Paarungen zu zerlegen.

1Achtung: In der englischsprachigen Literatur werden eine gesättigte bzw. eine maximale Paarung
als ‘maximal matching’ bzw. ‘maximum matching’ bezeichnet.
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52 3. Paarungen

3. Beim Chinesisches Briefträgerproblem mit 2k ungeraden Knoten (siehe die
Diskussion am Ende von §2.4) besteht ein Teilproblem darin, eine optimale und
perfekte Paarung im vollständigen Graphen K2k zu finden.

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung des Heiratsproblems mit blauen Männern, grünen
Frauen und roten Ehen.

Abbildung 3.3: Schematische Darstellung des Stundenplanproblems mit runden Lehrern
und rechteckigen Klassen. Die Aufgabe besteht darin, den gegebenen Multigraphen des zu
leistenden Unterrichts in eine minimale Anzahl disjunkter Paarungen zu zerlegen, wobei jede
dieser Paarungen genau einer Schulstunde entspricht. Statt Klassen und Lehrer kann man
natürlich auch Maschinen und Arbeiter oder Flugzeuge und Pilotinnen betrachten.

Abbildung 3.4: Beispiel für eine Paarung (rot) in einem Graphen (grau) und einen
erweiternden Weg (blau). Beachte, dass die Randknoten des Weges ungepaart sind und dass
daher die kantenweise Inversion der Paarung entlang des Weges eine Paarung mit um 1
erhöhter Mächtigkeit liefert.

Ein erstes allgemeines Resultat ist die Charakterisierung von maximalen Paarungen im
Rahmen von speziellen Wegen.

1. Ein Weg heißt alternierend bzgl. M , falls die Kanten entlang des Weges
abwechselnd zu M und zu E \M gehören.

2. Ein alternierender Weg heißt erweiternd, wenn seine beide Randknoten jeweils
ungepaart bzgl. M sind.

Die wesentliche Eigenschaft erweiternder Wege ist, dass man mit ihrer Hilfe eine
Paarung erweitern kann, siehe auch Abbildung 3.4.
Michael Herrmann: Graphentheorie Version vom 8. Juli 2024
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Theorem 33 (Satz von Berge2). Eine Paarung M in G ist genau dann maximal, wenn
es keinen M erweiternden Weg in G gibt.

Beweis. ¬(2) =⇒ ¬(1) : Wir hatten schon oben gesehen, dass die Existenz eines
erweiternden Weges impliziert, dass M keine maximale Mächtigkeit besitzen kann.
¬(1) =⇒ ¬(2) : Wir wollen nun für jede Paarung nicht-maximaler Mächtigkeit

einen erweiternden Weg konstruieren. Dazu betrachten wir neben M (gelb) eine
Paarung N (rot) mit |M | < |N | sowie den von der Kantenmenge

F := F1 ∪ F2 , F1 := M \N , F2 := N \M

erzeugten Teilgraphen H = (W, F ) (grün) von G. Jeder Knoten aus W kann maximal
zwei Kanten in F besitzen, wobei höchstens eine zu F1 ⊆ M und höchstens eine zu
F2 ⊆ N gehört.

Jede Zusammenhangskomponente von H ist damit ein Weg oder ein Kreis,3 wobei die
Kanten entlang eines jeden Weges oder Kreises aus H zwischen den Kantenmengen
F1 und F2 alternieren müssen. Insbesondere enthält jeder Kreis gleichviele Kanten aus
F1 und F2. Andererseits gilt |F2| > |F1| und deshalb muss es mindestens einen Weg
geben, der mehr Kanten aus F2 als Kanten aus F1 enthält, und solch Weg ist nach
Konstruktion ein erweiternder Weg für die Paarung M .

Eine Knotenmenge U ⊆ V heißt Knotenüberdeckung von G, falls für jede Kante
aus E mindestens einer der Eckknoten zu U gehört. Wir bemerken, dass

|U | ≥ |M | (3.1)

für jede Knotenüberdeckung und jede Paarung M gelten muss, da zum einen U für
jede Kante aus M mindestens einen ihrer Eckknoten enthalten muss (Definition von
Knotenüberdeckung), aber andererseits kein Knoten aus U Eckknoten in mehr als einer
Kante von M sein kann (Definition von Paarung).

Bemerkung. Die Ungleichung (3.1) impliziert ein Min-Max-Prinzip: Sind U∗ bzw. M∗
eine Knotenüberdeckung bzw. eine Paarung von G und gilt |M∗| = |U∗|, so ist U∗ eine
minimale Knotenüberdeckung und M∗ maximale Paarung. In der Tat, die Annahme
|U | < |U∗| (bzw. |M | > |M∗|) liefert einen Widerspruch zu (3.1) mit M = M∗ (bzw.
U = U∗).

3.2 Paarungen in bipartiten Graphen, Teil 1
In diesem Abschnitt untersuchen wir bipartite Graphen G = (V, E), wobei wir die
Partitionsklassen von V mit A und B bezeichnen wollen, d.h. es gilt V = A ∪ B mit
A∩B = ∅ und jede Kante e ∈ E kann als e = {a, b} mit a ∈ A und b ∈ B geschrieben
werden.

2Claude Berge (1926–2002), französischer Mathematiker.
3Wir zeigen leicht mittels Induktion über die Knotenzahl, dass jeder Graph mit Maximalgrad

kleiner 3 die knoten- und kantendisjunkte Vereinigung von Wegen und Kreisen ist.
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Der erste Satz in diesem Abschnitt garantiert für bipartite Graphen, dass Gleichheit
in (3.1) möglich ist.

Theorem 34 (Satz von König4 und Egerváry5). In einem bipartiten Graphen gilt: Die
größte Mächtigkeit einer Paarung ist die kleinste Mächtigkeit einer Knotenüberdeckung.

Beweis. Teil 1 : Sei M eine Paarung mit maximaler Mächtigkeit. Wir definieren eine
Knotenmenge U ⊆ V , indem wir für jede gepaarte Kante {a, b} ∈ M nach folgender
Regel genau einen ihrer Knoten auswählen:

1. Wir wählen b, wenn es einen alternierenden Weg P gibt, der in b endet und in
einem ungepaarten Knoten aus A startet.

2. Andernfalls wählen wir a.

Nach Konstruktion gilt |M | = |U | und wir werden im Folgenden zeigen, dass die Menge
U eine Knotenüberdeckung ist. Dies impliziert dann mit (3.1) — bzw. aufgrund des
entsprechenden Min-Max-Prinzips — schon die Behauptung. Wir halten außerdem fest,
dass jeder alternierende Weg in der Konstruktion von U eine gerade Zahl von Knoten
und eine ungerade Zahl von Kanten besitzt (Bipartitheit des Graphen), wobei sowohl
die erste als auch die letzte Kante des Weges nicht zur Paarung M gehören.

Teil 2 : Wir wollen nun für jede beliebig fixierte Kante {a, b} ∈ E des Graphen
zeigen, dass U den Knoten a oder den Knoten b enthält, wobei diese Behauptung
für {a, b} ∈ M trivial ist. Für {a, b} /∈ M unterscheiden wir zwei Fälle und ggf.
mehrere Unterfälle: Fall 1 : a ist ungepaart. Der Knoten b muss aber gepaart sein,
denn andernfalls könnte M durch die Hinzunahme von {a, b} erweitert werden und
wäre nicht maximal. Insbesondere existiert in diesem Fall eine Kante {ã, b} ∈ M
und a → b ist aus Sicht dieser Kante ein zulässiger alternierender Weg wie oben. Die
Konstruktion von U impliziert daher b ∈ U und wir sind fertig. Fall 2 : a ist gepaart
und deshalb gibt es eine Kante {a, b̃} ∈M mit b̃ ̸= b, wobei nach Konstruktion von U
genau einer ihrer Randknoten in U liegt. Fall 2.1 : Es gilt a ∈ U und wir sind fertig.
Fall 2.2 : Es gilt b̃ ∈ U und nach Definition von U existiert ein alternierender Weg P
(braun im Bild), der in einem ungepaarten Knoten ã ∈ A startet und in b̃ endet.

Fall 2.2.1 : Der Weg P enthält den Knoten b (linke Variante), wobei b dann sogar
innerer Knoten von P ist. Die von b ausgehende Wegkante muss aber zu M gehören,
denn entlang von P werden die Kanten aus M immer von B nach A durchlaufen.

4Dénes König (1884–1944), ungarischer Mathematiker.
5Jenö Egerváry (1891–1958), ungarischer Mathematiker.
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Insbesondere gilt {ǎ, b} ∈ M für ein ǎ ∈ A, d.h. b ist gepaart. Außerdem existiert
ein zulässiger alternierender Weg (nämlich ã → . . . → b als Teilweg von P ) der ã
mit b verbindet. Die Definition von U garantiert daher, dass b als Randknoten der
Paarungskante {ǎ, b} zu U gehört und wir sind fertig. Fall 2.2.2 : b ist kein Knoten
von P (rechte Variante). Der Weg P kann durch die Hinzunahme von b̃ → a → b zu
einem Weg P̃ verlängert werden, der ebenfalls alterniert und ã mit b verbindet. Dies
impliziert insbesondere, dass b gepaart ist, denn andernfalls wäre P̃ ein erweiternder
Weg für M und M könnte nach Theorem 33 nicht maximale Mächtigkeit besitzen. Es
gilt also {ǎ, b} ∈M für ein ǎ ∈ A. Der Knoten b gehört nun als Randknoten der Kante
{ă, b} per Kontruktion zur Menge U , weil P̃ ein zulässiger Weg für b ist.

Schluss : Insgesamt haben wir gezeigt, dass U für jede Kante aus E mindestens
einen ihrer Knoten enthält und damit wirklich eine Knotenüberdeckung ist.

Ein erste Konsequenz aus Theorem 34 und Ungleichung (3.1) ist das folgende,
sehr nützliche Prinzip (siehe dazu auch die Übungen): Um nachzuweisen, dass eine
gegebene Paarung in einem bipartiten Graphen maximal ist, brauchen wir nur eine
Knotenüberdeckung derselben Mächtigkeit anzugeben. Eine weitere wichtige Folgerung
betrifft das klassische Heiratsproblem.

Theorem 35 (Heiratssatz von Hall6). Es gibt genau dann eine Paarung der Knoten
aus A, wenn ∣∣N(Ã)

∣∣ ≥ ∣∣Ã∣∣ (3.2)

für jede Teilmenge Ã ⊆ A gilt, wobei N(Ã) die Menge der Nachbarn von Ã bezeichnet.

Beweis. (1)⇒ (2) : Sei M eine gegebene Paarung von A und sei Ã ⊆ A beliebig fixiert.
Für jeden Knoten a ∈ Ã gibt es nach Voraussetzung und wegen der Paarungseigenschaft
von M genau eine Kante in M , die a als Eckknoten enthält, wobei jede dieser Kanten zu
einem anderen Knoten in B führen muss, da andernfalls M kein Paarung sein könnte.
Insbesondere gibt es in B mindestens |Ã| viele Nachbarn von Ã, und dies impliziert
(3.2).
¬(1)⇒ ¬(2) : Angenommen, es gibt keine Paarung von A. Dann kann auch eine

maximale Paarung in G nicht alle Knoten von A enthalten und nach Theorem 34 gibt
es eine Knotenüberdeckung U (gelb im Bild) mit Mächtigkeit kleiner als |A|.

Mit

Â := U ∩ A , B̂ := U ∩B

gilt also ∣∣Â∣∣+ ∣∣B̂∣∣ = |U | < ∣∣A∣∣ .
6Philip Hall (1904–1982), britischer Mathematiker.
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Da G keine Kante zwischen einem Knoten Ã := A \ Â und B̃ := B \ B̂ enthalten kann
(andernfalls könnte U keine Knotenüberdeckung sein), muss jeder Nachbar von Ã in B̂
enthalten sein (siehe die berandeten Boxen im Bild). Insbesondere gilt∣∣N(Ã)

∣∣ ≤ ∣∣B̂∣∣ < ∣∣A∣∣− ∣∣Â∣∣ = ∣∣Ã∣∣ ,
d.h. die Bedingung (3.2) ist für mindestens eine Teilmenge von A verletzt.

Bemerkung.

1. Ein analoges Resultat gilt mit B statt A. Sind außerdem A und B gleichmächtig,
so ist jede Paarung von A nach einem einfachen Abzählargument schon perfekte
Paarung.

2. Ist die Heiratsbedingung (3.2) sowohl für A als auch für B erfüllt, so müssen A
und B gleichmächtig sein und Theorem 35 impliziert wieder die Existenz einer
perfekten Paarung.

3. Der Heiratssatz kann auch konstruktiv bewiesen werden, siehe die Bemerkung zu
Lemma 37.

4. Der Heiratssatz gilt analog in bipartiten Multi-Graphen (Übungsaufgabe).

Folgerung 36 (Heiratssatz für reguläre Graphen). Ist G bipartit und k-regulär mit
k ≥ 1, so existiert eine perfekte Paarung aller Knoten von G.

Beweis. Von jeder Menge Ã ⊆ A gehen k|Ã| Kanten zu den Knoten N(Ã) ⊆ B und
diese gehören zu den insgesamt k|N(Ã)| Kanten, die mit einem Knoten aus N(Ã)
inzidieren. Mit anderen Worte: Es gilt

k
∣∣Ã∣∣ ≤ k

∣∣N(Ã)
∣∣ ,

und Theorem 35 garantiert die Existenz einer Paarung, die alle Knoten aus A abdeckt.
Andererseits offenbart ein einfaches Abzählargument

k |A| = |E| = k |B|

und damit |A| = |B|, d.h die o.g. Paarung deckt auch alle Knoten aus B ab.

3.3 Paarungen in bipartiten Graphen, Teil 2
Eine praktisch relevante Frage ist, wie wir in einem bipartiten Graphen eine maximale
Paarung finden bzw. konstruieren können.

Bemerkung. Die Heiratsbedingung (3.2) impliziert (mit der Wahl Ã = A), dass die
Mächtigkeit von B mindestens so groß ist wie die Mächtigkeit von A. Ist außerdem
eine nicht-maximale Paarung M gegeben, so gibt es nicht nur in A, sondern auch in B
einen ungepaarten Knoten, denn wir können (3.2) für die Menge Ã auswerten, die alle
Paarungsnachbarn von Knoten in B sowie einen ungepaarten Knoten aus A enthält.

Lemma 37 (Konstruktion eines erweiternden Weges). Sei G ein bipartiter Graph, der
der Heiratsbedingung (3.2) genügt und sei M eine Paarung. Für jeden ungepaarten
Knoten a0 ∈ A existieren k > 0 sowie paarweise verschiedene Knoten a1, ..., ak−1 ∈ A
und b1, ..., bk ∈ B, sodass die folgenden Bedingungen erfüllt sind:
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Abbildung 3.5: Ein bipartiter Graph sowie vier Beispiele für die Konstruktion erweiternder
Wege mithilfe des Algorithmus aus dem Beweis von Lemma von 37, wobei sukzessive die
Knoten a0, b1, a1, b2, a2, b3, . . . , bk−1, ak−1, bk gewählt werden. In der linken Spalte gilt
jeweils m = k sowie f(j) = j−1 für alle j = 1, . . . , k, sodass der erweiternde Weg immer
von bj über aj−1 nach bj−1 läuft. In den beiden Beispielen der rechten Spalte gilt jedoch
m = k−1 und es gibt zwei Indizes j1 < j2 mit f(j1) = f(j2) =: l. Im Algorithmus wurden
also die beiden ungepaarten Kanten {al, bj1} und {al, bj2} gefunden, die im selben Knoten
aus A starten, aber der erweiternde Weg benutzt nur die zweite dieser Kanten. Beachte, dass
die erste dieser Kanten in beiden Beispielen in eine Sackgasse geführt hatte, nämlich in den
blauen Knoten ohne ungepaarte Kante (zweiter von rechts), aber dass der Fall m < k auch
ohne Sackgasse eintreten kann.

1. Für jedes j = 1, ..., k existiert ein Index f(j) ∈ {0, ..., j−1}, sodass {af(j), bj}
eine ungepaarte Kante in G ist.

2. Die Kante {aj, bj} ist für j = 1, ..., k−1 gepaart.

3. Der Knoten bk ist ungepaart.

Insbesondere existiert ein m ≤ k mit fm(k) = 0 und

bk → af(k) → bf(k) → af2(k) → bf2(k) → ...→ afm(k)

ein erweiternder Weg der Länge 2m− 1 ist.7

Beweis. Teil 1 : Wir zeigen zunächst rekursiv die erste Behauptung bzgl. der Existenz
von k sowie der aj’s und bj’s. Die Heiratsbedingung garantiert, dass a0 mindestens
einen Nachbarn b1 ∈ B besitzt und wir setzen f(1) = 0. Ist b1 ungepaart, so folgt die

7fn meint hier die n-te Iterierte von f , d.h. zum Beispiel f2(k) = f(f(k)) und f3(k) = f(f(f(k))).
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Behauptung mit k = 1. Andernfalls können wir a1 ∈ A mit {a1, b1} ∈M wählen, wobei
a0 ̸= a1 gilt, weil der eine Knoten gepaart, der andere ungepaart ist.

Die Heiratsbedingung angewendet auf Ã = {a0, a1} garantiert, dass es neben b1
noch mindestens einen weiteren Nachbarn von Ã in B gibt, d.h. wir können b2 ̸= b1
wählen. Ist b2 mit a1 durch ein Kante verbunden, so setzen wir f(2) = 1; andernfalls
ist b2 mit a0 verbunden und wir setzen f(2) = 0. Ist b2 ungepaart, so gilt k = 2 und
wir sind fertig. Andernfalls wählen wir a2 mit {a2, b2} ∈ M . Dann muss aber auch
a2 /∈ {a0, a1} gelten, weil a0 ungepaart ist und da aus a1 = a2 ein Widerspruch zur
Paarungseigenschaft von M folgen würde, nämlich dass a2 sowohl mit b2 als auch mit
b1 gepaart sein würde.

Wir wenden die Heiratsbedingung nun auf Ã = {a0, a1, a2} an und erhalten einen
Knoten b3 ∈ B, der zu einem Knoten al ∈ Ã benachbart ist, aber nicht zu {b1, b2}
gehört. Wir setzen f(3) = l. Wenn b3 ungepaart ist, hören wir mit k = 3 auf.
Andernfalls existiert ein Knoten a3 ∈ A mit {a3, b3} ∈M und a3 /∈ {a0, a1, a2}.

Wir können die schrittweise Auswahl der Knoten bj und aj solange iterieren, bis
wir einen ungepaarten Knoten bk erreichen. Dies muss nach endlich vielen Schritten
eintreten, da wir aufgrund der Heiratsbedingung in jedem Schritt einen neuen, bisher
noch nicht betrachteten Knoten aus B wählen können.

Teil 2 : Wir können nun von bk rückwärts laufen, wobei sich immer ungepaarte
Kanten der Bauart {af(j), bj} mit gepaarten Kanten der Bauart {aj, bj} abwechseln.
Nach endlich vielen Schritten — bzw. nach m ungepaarten Kanten — erreichen wir a0
und erhalten einen alternierenden Weg zwischen den ungepaarten Knoten bk und a0,
d.h. einen erweiternden Weg für die gegebene Paarung M .

Bemerkung.

1. Lemma 37 erlaubt es, aus einer Paarung, die noch nicht alle Knoten aus a enthält,
einen erweiterenden Weg zu konstruieren und damit auch eine Paarung größerer
Mächtigkeit. Die Heiratsbedingung kann dabei auch schrittweise geprüft werden:
wird zu gegebenem j kein geeignetes bj gefunden, so kann die Heiratsbedingung
nicht gelten und der Algorithmus terminiert fehlerhaft.

2. Durch Iteration von Lemma 37 kann man leicht einen Algorithmus konstruieren,
der maximale Paarungen in bipartiten Graphen mit Heiratsbedingung konstruiert.

3. Mit Lemma 37 kann man einen alternativen Beweis von Theorem 35 geben, der
ohne expliziten Bezug auf Theorem 34 auskommt.

Viele Anwendungen des Heiratssatzes bestehen darin, zunächst auf geschickte Weise
bipartite Graphen zu konstruieren, für die man dann Theorem 35 anwendet.

Satz 38 (Kreiszerlegung nach Petersen8). Jeder reguläre (und nicht notwendigerweise
bipartite) Graph mit geradem Knotengrad besitzt einen 2-regulären, aufspannenden
Teilgraphen.9 10

Beweis. Sei 2k der Grad aller Knoten in G und sei o.B.d.A. G zusammenhängend
(andernfalls diskutieren wir jede Zusammenhangskomponente separat). Nach Theorem

8Julius Petersen (1839–1910), dänischer Mathematiker und Erfinder des Petersen-Graphen.
9Wir hatten schon gesehen (siehe zum Beispiel Übungsaufgabe 3/3), dass jeder 2-reguläre Graph

als kanten- und knotendisjunkte Vereinigung von Kreisen dargestellt werden kann.
10Einen m-regulären aufspannenden Teilgraphen von G nennt man auch m-Faktor von G und die

1-Faktoren sind gerade die perfekten Paarungen.
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19 gibt es einen Eulerzug

v0 → v1 → ...→ vn−1 → vn = v0 ,

der jede Kante von G genau einmal und jeden Knoten aus G genau k mal durchläuft
(die Handschlagsformel aus Lemma 3 liefert n = |E| = k |V |) und mit dessen Hilfe für
jeden Knoten die 2k mit ihm inzidenten Kanten in k einlaufende und k auslaufende
Kanten unterteilt werden können.

vj
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Wir konstruieren nun einen neuen Graphen, indem wir jeden Knoten vj durch
zwei Knoten v−j und v+j ersetzen und jede Kante {vj, vj+1} durch {v+j , v−j+1}. Der
entstehende Graph ist nach Konstruktion k-regulär und bipartit, d.h. nach Folgerung
36 existiert für ihn ein perfekte Paarung. Werden nun anschließend die Knoten v−j
und v+j wieder miteinander identifiziert, so erhalten wir einen Teilgraphen mit den
gewünschten Eigenschaften.

Abbildung 3.6: Beispiele für Satz 38: Kreiszerlegungen (rot bzw. blau) für zwei verschiedene
4-reguläre Graphen. Beachte, dass hier im Gegensatz zur Hierholzschen Kreiszerlegung aus
Theorem 22 jeder Knoten in nur einem Kreis auftreten kann.

Eine weitere wichtige Anwendung des Heiratssatzes Theorem 35 betrifft die Wahl
paarweise verschiedener Repräsentanten : Für gegebene Mengen X1, ..., Xn besteht die
Aufgabe darin, n Elemente x1, ..., xn zu finden, sodass xj ∈ Xj für alle j und xi ̸= xj

für i ̸= j.

X1= {1, 2}
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Abbildung 3.7: Anwendung und Beweisidee von Satz 39.

Satz 39 (Existenz von Repräsentanten). Für gegebene (endliche) Mengen X1, ..., Xn

existiert genau dann eine Wahl verschiedener Repräsentanten, wenn∣∣I∣∣ ≤ ∣∣∣⋃
i∈I

Xi

∣∣∣
für jede Teilmenge I ⊆ {1, . . . , n} gilt.
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Beweis. Wir definieren einen bipartiten Graph wie folgt: Die Knotenmenge ist die
disjunkte Vereinigung11 von

A = {1, ..., n} , B :=
⋃

i∈{1, ..., n}

Xi

und {i, x} ist genau dann Kante in G, wenn x ∈ Xi. Die Behauptung folgt nun aus
Theorem 35, da nach Voraussetzung die Heiratsbedingung (3.2) erfüllt ist.

3.4 Paarungen in allgemeinen Graphen
In einem allgemeinen Graphen (der insbesondere nicht bipartit sein muss) können die
folgenden Größen eingeführt werden:

α(G) = maximale Mächtigkeit einer unabhängigen Knotenmenge
α′(G) = maximale Mächtigkeit einer Paarung
β(G) = minimale Mächtigkeit einer Knotenüberdeckung
β′(G) = minimale Mächtigkeit einer Kantenüberdeckung

Hierbei heißt eine Menge U ⊆ V unabhängig, falls je zwei Knoten aus U nicht-adjazent
sind, und F ⊆ E wird Kantenüberdeckung genannt, falls jeder Knoten in G mit einer
Kante aus F inzidiert. Beachte, dass nur dann eine Kantenüberdeckung von G existieren
kann, sofern G keine isolierten Knoten besitzt.

Lemma 40 (erstes Min-Max-Theorem). U ⊆ V ist genau dann eine unabhängige
Knotenmenge, wenn V \ U eine Knotenüberdeckung ist. Insbesondere gilt die Formel
α(G) + β(G) = |G|.

Beweis. Einfache Übungsaufgabe.

Theorem 41 (Satz von Gallai12, zweites Min-Max-Theorem). Die Formel

α′(G) + β′(G) = |G|

gilt in jedem Graphen G, der keinen isolierten Knoten besitzt.

Beweis. Teil 1 : Zu einer gegebenen maximalen Paarung M von G konstruieren wir
eine Kantenmenge F1 ⊆ E, indem wir zu jedem ungepaarten Knoten eine Kante in
G wählen. Dabei entsprechen zwei verschiedene ungepaarte Knoten unterschiedlichen
Kanten aus F1, denn andernfalls gäbe es in G eine Kante zwischen zwei ungepaarten
Knoten und M könnte nicht maximal sein. Desweiteren sei F2 := M . Dann inzidiert
jeder Knoten in G mit einer Kante aus F := F1 ∪ F2, d.h. F ist in der Tat eine
Kantenüberdeckung, wobei

|F | = |F1|+ |F2| , |G| = |V | = |F1|+ 2 |F2|

nach Konstruktion erfüllt ist. Insbesondere gilt |F | = |G| − |M | und wir erhalten
β′(G) ≤ |G| − α′(G) wegen β′(G) ≤ |F | und |M | = α′(G).

11Wir setzen hier eigentlich stillschweigend voraus, dass die Zahlen 1, ..., n nicht selbst Elemente
der Mengen Xi sind. Alternativ können wir wie in Abbildung 3.7 mit verschiedenfarbigen Varianten
dieser Zahlen argumentieren, um Indizes klar von Elementen der Mengen Xj zu unterscheiden.

12Tibor Gallai (1912–1992), ungarischer Mathematiker.
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Teil 2 : Sei F ⊆ E eine minimale Kantenüberdeckung und H der von den Kanten
in F sowie allen Knoten aus V gebildete Teilgraph von G. Da für jede Kante e ∈ F
höchstens einer ihrer Randknoten mit einer anderen Kante aus F inzidieren kann
(andernfalls wäre F \ {e} auch Kantenüberdeckung und F nicht minimal), muss
mindestens einer der Randknoten von e ein Blatt in H sein. Hieraus schließen wir
insbesondere, dass der Graph H keinen Kreis enthält und dass es in jeder seiner
Zusammenhangskomponenten höchstens einen Knoten gibt, der kein Blatt in H ist.

Oder anderes gesagt: Jede Zusammenhangskomponente des Waldes H ist ein Stern, d.h.
ein Baum, in dem ein einzelner Zentralknoten nur von Blättern umgeben ist. Hieraus
folgt

|V | = |F |+ k ,

wobei k die Zahl der Zentralknoten bzw. die Anzahl der Zusammenhangskomponenten
von H ist. Wir können nun eine Paarung M der Mächtigkeit k definieren, indem wir
aus jedem Stern genau eine Kante als gepaart auswählen, und haben damit

α′(G) ≥ |M | = k = |V | − |F | = |G| − β′(G)

gezeigt. Die Behauptung folgt durch Kombination der Teilresultate.

Der Beweis zeigt: Eine minimale Kantenüberdeckung besteht nur aus Sternen und
eine maximale Paarung kann dadurch konstruiert werden, dass in jedem Stern genau
eine Kante als gepaart markiert wird. Allerdings kann nicht so einfach entschieden
werden, ob eine gegebene Kantenüberdeckung, die nur aus Sternen besteht, wirklich
minimal ist. Siehe dazu Abbildung 3.8.

Folgerung 42. In einem bipartiten Graphen ohne isolierte Knoten gilt α′(G) = β(G)
und α(G) = β′(G) .

Beweis. Die erste Behauptung ist gerade Theorem 34 und die zweite ergibt sich in
Kombination mit Lemma 40 und Theorem 41.

Theorem 43 (Satz von Tutte13). Ein Graph G = (V, E) besitzt genau dann eine
perfekte Paarung, wenn

q
(
G− Ṽ

)
≤
∣∣Ṽ ∣∣ (3.3)

für jede Knotenmenge Ṽ ⊆ V gilt,14 wobei q(G̃) für jeden Graphen G̃ die Zahl der
Zusammenhangskomponenten mit ungerader Knotenzahl bezeichnet.

Beweis. Es sei auf die Literatur verwiesen, zum Beispiel [Die, Satz 1.2.1].

Bemerkung.
13William Thomas Tutte (1917–2002), britisch-kanadischer Kryptologe und Mathematiker.
14G− Ṽ bezeichnet wie üblich den Graphen der entsteht, wenn aus G alls Knoten aus Ṽ sowie alle

mit ihnen inzidenten Kanten entfernt werden.
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Abbildung 3.8: Zum Beweis von Theorem 41 und der anschließenden Bemerkung. Links:
Beispiel für einen Graphen, der 3-Kreise enthält und damit nicht bipartit sein kann. Mitte:
Minimale Kantenüberdeckung (hell- und dunkelblau) und maximale Paarung (dunkelblau).
Rechts: Eine nicht-minimale Kantenüberdeckung (hell- und dunkelrot) und sowie eine
gesättigte, aber nicht-maximale Paarung (dunkelrot).

Ṽ
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Abbildung 3.9: Jeder Graph mit perfekter Paarung (rot) muss der Tutte-Bedingung aus
Satz 43 genügen und umgekehrt.

1. Die Notwendigkeit der Tutte-Bedingung (3.3) ist relativ leicht einzusehen. Die
Schwierigkeit besteht darin, die Rückrichtung zu zeigen.

2. Die Ungleichung in (3.3) muss auch für Ṽ = ∅ gelten. Theorem 43 impliziert also,
dass es in einem Graphen mit ungerader Knotenzahl keine perfekte Paarung geben
kann. Diese fast triviale Aussage kann natürlich auch anders abgeleitet werden.

3. Der Satz von Hall ist eigentlich ein Spezialfall, denn werden zu gegebenem Ã ⊂ A
Knoten aus Ṽ := N(Ã) entfernt, so ist jeder Knoten a ∈ Ã isoliert und bildet eine
Zusammenhangskomponente in G− Ṽ der Ordnung 1. Insbesondere impliziert die
Tutte-Bedingung die Heiratsbedingung.

Folgerung 44 (Petersen-Bedingung in kubischen Graphen). Jeder brückenlose und
3-reguläre Graph besitzt eine perfekte Paarung.

Beweis. Sei Ṽ ⊆ V eine beliebige Knotenmenge von G und seien C1, ... , Ck die
Zusammenhangskomponenten von G − Ṽ mit ungerader Knotenzahl, wobei mi die
Anzahl der Kanten sei, die einen Knoten aus Ci mit einem Knoten aus Ṽ verbindet.
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Ein einfaches Abzählargument nach dem Handschlag-Prinzip offenbart

3 |Ci| = 2∥Ci∥+mi

und wir schließen, dass jede Zahl mi ungerade sein muss. Die Brückenfreiheit von G
impliziert aber mi ̸= 1, d.h. es gilt mi ≥ 3 für jedes i = 1, ..., k. Zwischen Ṽ und
G− Ṽ gibt es daher mindestens 3 q(G− Ṽ ) Verbindungskanten (es gilt nicht unbedingt
die Gleichheit, da es auch Zusammenhangskomponenten mit einer geraden Knotenzahl
geben kann). Andererseits kann es nach Voraussetzung höchstens 3|Ṽ | solcher Kanten
geben, d.h. es gilt 3 q(G− Ṽ ) ≤ 3|Ṽ | und damit auch die Tutte-Bedingung (3.3).

Abbildung 3.10: Zwei perfekte Paarungen in einem kubischen Graph, wobei nur der linke
Graph brückenfrei ist. Folgerung 44 formuliert also eine hinreichende Bedingung, die nicht
notwendig ist.
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Kapitel 4

Ebene und planare Graphen

Abbildung 4.1: Vier verschiedene ebene Zeichnungen des vollständigen Graphen K4, wobei
die zweite und die dritte jeweils kreuzungsfrei sind und K4 als planar klassifizieren.

Abbildung 4.2: Die Graphen K3,3 und K5 sind nicht planar, weil sie sich nicht kreuzungsfrei
in der Ebene zeichnen lassen. Heuristisch kann dies wie folgt verstanden werden: Beide
Graphen besitzen einen aufspannenden Kreis (rot), der als geschlossene Jordan-Kurve
dargestellt werden kann. Jede andere Kante im Graphen ist graphentheoretische Sehne des
roten Kreises und müsste bei einer kreuzungsfreien Darstellung entweder im Innen- oder im
Außengebiet des roten Kreises gezeichnet werden. Bei K3,3 gibt es aber drei sich paarweise
kreuzende Sehnen, von denen eine im Innen- und eine im Außengebiet, die dritte aber eben
nirgends kreuzungsfrei gezeichnet werden kann. Bei K5 ist die Argumentation analog.

4.1 Grundbegriffe
Eine Kurve im Rd ist das Bild einer stetigen Abbildung γ : [a, b] → Rd. Im Falle
von γ(a) = γ(b) nennt man die Kurve geschlossen, andernfalls nicht-geschlossen. Ein
Kurve ohne Selbstdurchdringung (d.h. γ(s1) ̸= γ(s2) für alle a ≤ s1 < s2 < b) wird
einfache Kurve bzw. Jordan-Kurve genannt.

Bemerkung.

1. Die Abbildung γ wird Parametrisierung der Kurve genannt und ist wichtig, wenn
es um Differenzierbarkeit, Längenmessung und Ähnliches geht. Wir werden in
dieser Vorlesung die Parametrisierung in der Regel nicht explizit angegeben.

65



66 4. Ebene und planare Graphen

2. Wichtige Spezialfälle sind Polygonzüge,1 also die Bilder von stückweise affinen
Abbildungen, und ‘glatte’ Kurven mit differenzierbaren Parametrisierungen. Es
gibt aber auch ‘seltsame’ oder ‘fraktale’ Kurven wie zum Beispiel die Koch-Kurve
in Abbildung 4.5

3. Bei nicht-geschlossenen Kurven heißen die Punkte γ(a) und γ(b) die Randpunkte,
wohingegen alle anderen Punkte γ(s) mit a < s < b die inneren Punkte
genannt werden. Gilt p = γ(s) für ein s ∈ [a, b], so sagen wir, die Kurve
läuft durch den Punkt p.

4. Zwei Kurven schneiden sich in p ∈ Rd, wenn sie beide durch p laufen. Ist
der gemeinsame Schnittpunkt kein Randpunkt, so sagt man, auch die Kurven
kreuzen sich in p.

Abbildung 4.3: Beispiele für geschlossene und nicht-geschlossene Kurven mit oder ohne
Selbstdurchdringung. Zur besseren Sichtbarkeit haben wir die Randpunkte markiert und die
Durchlaufrichtung durch Pfeile angegeben.

Theorem 45 (Jordanscher Kurvensatz). Für jede geschlossene Jordan-Kurve im
R2 besteht R2 \ γ aus genau zwei Zusammenhangskomponenten, wobei genau eine
beschränkt ist und das Innengebiet genannt wird, und die andere unbeschränkt ist und
das Außengebiet genannt wird.

Beweis. Dieser allgemeine Satz spiegelt ein tiefes Resultat der zweidimensionalen
Topologie wider und kann mit den Mitteln dieser Vorlesung nicht geführt werden.
Der Spezialfall für polynomiale Kurven wird zum Beispiel in [Wes] diskutiert.

1<latexit sha1_base64="9I5Hqz3ykWST8J1MxfzftZooLmU="></latexit><latexit sha1_base64="9I5Hqz3ykWST8J1MxfzftZooLmU="></latexit><latexit sha1_base64="9I5Hqz3ykWST8J1MxfzftZooLmU="></latexit><latexit sha1_base64="9I5Hqz3ykWST8J1MxfzftZooLmU="></latexit> 2<latexit sha1_base64="vORpRP6tjgr6MacR1YVcbVGJes8="></latexit><latexit sha1_base64="vORpRP6tjgr6MacR1YVcbVGJes8="></latexit><latexit sha1_base64="vORpRP6tjgr6MacR1YVcbVGJes8="></latexit><latexit sha1_base64="vORpRP6tjgr6MacR1YVcbVGJes8="></latexit> 3

4<latexit sha1_base64="HwmXvP0n3SBbnVq4QAy4vmAKbSs="></latexit><latexit sha1_base64="V8Vfqs5uQHlUeXP44ytlfFZE+x4="></latexit><latexit sha1_base64="V8Vfqs5uQHlUeXP44ytlfFZE+x4="></latexit><latexit sha1_base64="V8Vfqs5uQHlUeXP44ytlfFZE+x4="></latexit>

5
<latexit sha1_base64="iYGFde/gwLIY/Vhx8/83NizKcvs="></latexit><latexit sha1_base64="iYGFde/gwLIY/Vhx8/83NizKcvs="></latexit><latexit sha1_base64="iYGFde/gwLIY/Vhx8/83NizKcvs="></latexit><latexit sha1_base64="iYGFde/gwLIY/Vhx8/83NizKcvs="></latexit>

6
<latexit sha1_base64="jvWlTvGNRTpHmOaW1Jo3zlx7eYw="></latexit><latexit sha1_base64="jvWlTvGNRTpHmOaW1Jo3zlx7eYw="></latexit><latexit sha1_base64="jvWlTvGNRTpHmOaW1Jo3zlx7eYw="></latexit><latexit sha1_base64="jvWlTvGNRTpHmOaW1Jo3zlx7eYw="></latexit>

7
<latexit sha1_base64="Y8P72uYv4THoSdlrdkqzC9SC0OY="></latexit><latexit sha1_base64="Y8P72uYv4THoSdlrdkqzC9SC0OY="></latexit><latexit sha1_base64="Y8P72uYv4THoSdlrdkqzC9SC0OY="></latexit><latexit sha1_base64="Y8P72uYv4THoSdlrdkqzC9SC0OY="></latexit>

1<latexit sha1_base64="9I5Hqz3ykWST8J1MxfzftZooLmU="></latexit><latexit sha1_base64="9I5Hqz3ykWST8J1MxfzftZooLmU="></latexit><latexit sha1_base64="9I5Hqz3ykWST8J1MxfzftZooLmU="></latexit><latexit sha1_base64="9I5Hqz3ykWST8J1MxfzftZooLmU="></latexit>

2<latexit sha1_base64="vORpRP6tjgr6MacR1YVcbVGJes8="></latexit><latexit sha1_base64="vORpRP6tjgr6MacR1YVcbVGJes8="></latexit><latexit sha1_base64="vORpRP6tjgr6MacR1YVcbVGJes8="></latexit><latexit sha1_base64="vORpRP6tjgr6MacR1YVcbVGJes8="></latexit>

3
<latexit sha1_base64="k5BK9kH5WsJnOPdbR0yu0UpCTG4="></latexit><latexit sha1_base64="k5BK9kH5WsJnOPdbR0yu0UpCTG4="></latexit><latexit sha1_base64="k5BK9kH5WsJnOPdbR0yu0UpCTG4="></latexit><latexit sha1_base64="k5BK9kH5WsJnOPdbR0yu0UpCTG4="></latexit>

4<latexit sha1_base64="HwmXvP0n3SBbnVq4QAy4vmAKbSs="></latexit><latexit sha1_base64="V8Vfqs5uQHlUeXP44ytlfFZE+x4="></latexit><latexit sha1_base64="V8Vfqs5uQHlUeXP44ytlfFZE+x4="></latexit><latexit sha1_base64="V8Vfqs5uQHlUeXP44ytlfFZE+x4="></latexit>

5
<latexit sha1_base64="iYGFde/gwLIY/Vhx8/83NizKcvs="></latexit><latexit sha1_base64="iYGFde/gwLIY/Vhx8/83NizKcvs="></latexit><latexit sha1_base64="iYGFde/gwLIY/Vhx8/83NizKcvs="></latexit><latexit sha1_base64="iYGFde/gwLIY/Vhx8/83NizKcvs="></latexit>

6
<latexit sha1_base64="jvWlTvGNRTpHmOaW1Jo3zlx7eYw="></latexit><latexit sha1_base64="jvWlTvGNRTpHmOaW1Jo3zlx7eYw="></latexit><latexit sha1_base64="jvWlTvGNRTpHmOaW1Jo3zlx7eYw="></latexit><latexit sha1_base64="jvWlTvGNRTpHmOaW1Jo3zlx7eYw="></latexit>

7
<latexit sha1_base64="Y8P72uYv4THoSdlrdkqzC9SC0OY="></latexit><latexit sha1_base64="Y8P72uYv4THoSdlrdkqzC9SC0OY="></latexit><latexit sha1_base64="Y8P72uYv4THoSdlrdkqzC9SC0OY="></latexit><latexit sha1_base64="Y8P72uYv4THoSdlrdkqzC9SC0OY="></latexit>

Abbildung 4.4: Ein Graph kann im Allgemeinen auf viele und zum Teil sehr unterschiedliche
Art und Weisen gezeichnet werden. Siehe auch die Abbildungen 4.1 und 4.9.

Definition 46 (Zeichnung eines Graphen). Eine (zweidimensionale) Zeichnung (oder
Landkarte) eines Graphen G = (V, E) ist eine Abbildungsvorschrift der folgenden Art:

1Viele Autoren in der Graphentheorie arbeiten ausschließlich mit Polygonzügen.
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m=1 m=2 m=3 m=4 m=5

Abbildung 4.5: Approximation der Kochschen Kurve bzw. Kochsche Schneeflocke durch
Polygonzüge. Im Limes m → ∞ erhält man eine stetige Kurve, die aber fraktal und damit
weder differenzierbar noch rektifizierbar ist. Der Jordansche Kurvensatz aus Theorem 45 gilt
trotzdem.

1. Die Knoten werden bijektiv auf eine Punktmenge des R2 abgebildet.

2. Jede Kante entspricht einer Jordan-Kurve in der Ebene R2, die die Punkte ihrer
Randknoten miteinander verbindet und die durch keine weiteren Knotenpunkte
läuft.

Ein Zeichnung wird darüber hinaus Einbettung in den R2 von G genannt, wenn sie
kreuzungsfrei ist, d.h. wenn sich die Jordankurven zu verschiedenen Kanten sich nur
in gemeinsamen Knotenpunkten schneiden. Jeder Graph, der eine Einbettung in den
R2 besitzt, heißt planar oder plättbar.

Definition 47 (euklidische Graphen). Ein Graph G = (V, E) heißt d-dimensionaler
euklidischer Graph, falls die folgenden Bedingungen gelten:

1. Die Knoten sind Punkte aus Rd.

2. Jede Kante ist eine Jordan-Kurven im Rd, die die beiden Randknoten miteinander
verbindet.

3. Die einzigen Schnittpunkte der Kanten sind die Knoten. Insbesondere kann kein
Knoten ein innerer Punkt einer Kantenkurve sein.

Im Fall von d = 2 wird ein euklidischer Graph auch ebener Graph genannt.

Bemerkung.

1. Ein Graph besitzt genau dann eine kreuzungsfreie Zeichnung bzw. eine Einbettung
in den R2, wenn er isomorph zu einem ebenen Graphen ist.

2. Wie können die Konzepte ‘Einbettung’ und ‘Zeichnung’ auch mit anderen
Bildmengen wie zum Beispiel R3 oder S2 definieren. Jeder Graph kann dabei
in den R3 eingebettet werden, denn man überlegt sich leicht, dass es für jedes n
eine kreuzungsfreie und dreidimensionale Zeichnungen des vollständigen Graphen
Kn gibt. Darüber hinaus ist ein Graph genau dann planar, wenn er in die
Sphäre S2 eingebettet werden kann, da die stereographische Projektion einen
Homöomorphismus zwischen der Ebene und der punktierten Sphäre liefert, siehe
Abbildung 4.7.
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Abbildung 4.6: Spalten 1 und 2: Durch kleine Änderungen kann man immer erreichen,
dass die Zeichnung eines Graphen weder Berührungspunkte noch multiple Kreuzungspunkte
enthält. Spalte 3: Ein einfacher Kreuzungspunkt ist stabil unter kleinen Störungen der Kurven.
Spalte 4: Mehrfache Kreuzungspunkte zwischen zwei Kurven können auch vermieden werden,
wobei dann aber nicht-kleine Änderungen notwendig sind.

3. Wie in Abbildung 4.6 illustriert, kann man eine gegebene Zeichnung immer so
abändern, dass es keine multiplen oder entarteten Kreuzungspunkte gibt und je
zwei Kantenkurven sich höchstens einmal kreuzen.

4. Analoge Definitionen gibt es für Multigraphen und Pseudographen.

⇠1

⇠2

⇠3

Abbildung 4.7: Die stereographischen Projektion vermittelt einen Homöomorphismus
zwischen der euklidischen Ebene und der punktierten Sphäre, wobei die Abbildung sogar
winkeltrue ist.

4.2 Ebene Graphen und Euler-Formel

Definition 48. Sei G ein ebener Graph. Die Zusammenhangskomponenten der Menge
Rd \G werden als die Gebiete oder Flächen oder ‘faces’ des Graphen bezeichnet, wobei
eine Fläche (die Außenfläche) unbeschränkt ist und alle anderen (die Innenflächen)
beschränkt sind.

Bemerkung.

1. Die Menge der Flächen eines gegebenen ebenen Graphen G = (V, E) wird meist
mit F bezeichnet, einzelne Flächen mit f . Wir schreiben oft auch G = (V, E, F ).
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2. Jede Fläche eines ebenen Graphen G ist per Definition eine offene Teilmenge des
R2. Ihr topologischer Rand ist ein Untergraph von G und deshalb kann man in
natürlicher Weise von Randknoten und Randkanten einer Fläche reden.

3. Ein ebener Baum besitzt nur eine Fläche.

4. Ist G̃ ein Teilgraph von G, so gibt es für jede Fläche f von G einen Fläche f̃ von
G̃ mit f ⊆ f̃ .

5. Jede Kante gehört zum Rand von entweder einer Fläche oder von zwei Flächen,
je nachdem ob sie Brücke ist oder nicht.

6. In einem zusammenhängenden Graphen, kann der Rand einer jeden Fläche durch
eine geschlossenene Kantenfolge beschrieben werden, die jede Randkante einmal
oder zweimal durchläuft. In nicht-zusammenhängenden Graphen kann es Flächen
geben (zum Beispiel die Außenfläche), deren Rand in mehrere geschlossene
Kantenfolgen zerfällt. Die Länge einer Fläche ist die Gesamtlänge aller dieser
Kantenfolgen und es gilt immer

2 |E| =
∑
f∈F

l(f) , (4.1)

wobei l(f) die Länge der Fläche f bezeichnet und l(f) ≥ 3 gilt.2 Siehe
dazu auch Abbildung 4.8. Wir werden unten sehen, dass (4.1) gerade die
duale Handschlag-Formel ist.

7. Flächen sind ein Konzept für ebene Graphen, aber nicht für planare Graphen,
denn Flächen und Flächenränder sind abhängig von der konkreten Zeichnung bzw.
nicht invariant unter (graphentheoretischer) Isomorphie. Siehe dazu Abbildung
4.9.
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Abbildung 4.8: Ein Graph mit 22 Knoten, 23 Kanten, 5 Flächen und 3 Zusammenhangs-
komponenten. Die Länge jeder Fläche ist in rot angegeben.

Theorem 49 (Euler-Formel für ebene Graphen). Es gilt∣∣V ∣∣− ∣∣E∣∣+ ∣∣F ∣∣ = 2 (4.2)

für jeden ebenen Graphen G = (V, E, F ), der zusammenhängend und nichtleer ist.

Beweis. Wir argumentieren induktiv und zeigen, dass bei bei schrittweise Erweiterung
eines ebenen Graphen die Euler-Formel erhalten bleibt.

2In Multi- und Pseudographen kann es jedoch sehr wohl Flächen der Länge 1 oder 2 geben
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Abbildung 4.9: Verschiedene Zeichnungen eines planaren Graphen können unterschiedliche
Flächen und Flächenränder aufweisen. In der linken Zeichnung besitzt die Außenfläche zum
Beispiel die Länge 5 und alle anderen Flächen die Länge 3. In der rechten Zeichung gibt es
vier bzw. zwei Flächen der Länge 3 bzw. 4. Die Anzahl der Flächen hängt aber wegen der
Euler-Formeln nicht von der konkreten Wahl der Zeichnung ab, d.h. für das konkrete Beispiel
besitzt jede Zeichnung 6 Flächen.

Abbildung 4.10: Beispiel für einen ebenen Graphen und einen ebenen Multigraphen. In
beiden Fällen gilt die Euler-Formel aus Theorem 49.

Induktionsanfang : Im Fall von G = K1 gilt die Euler-Formel wegen |V | = 1 = |F |
und |E| = 0.

Induktionsschritt 1 : Wird der Graph durch die Hinzunahme eines Knotens und
einer Kante erweitert (blaues Szenario), werden |V | und |E| um jeweils 1 erhöht, aber
|F | bleibt konstant. Insbesondere gilt die Euler-Formeln nach der Erweiterung, weil sie
nach Induktionsvoraussetzung auch schon vor der Erweiterung galt.

Induktionsschritt 2 : Wird ein Graph mit Euler-Formel dadurch erweitert, dass zwei
bereits bestehende Knoten durch eine neue Kante verbunden werden (rotes Szenario),
bleibt |V | erhalten, wohingegen |E| und |F | um 1 erhöht werden.

Bemerkung.

1. In jedem ebenen Graphen mit k Zusammenhangskomponenten gilt∣∣V ∣∣− ∣∣E∣∣+ ∣∣F ∣∣ = k + 1 .

2. Die Euler-Formel gilt auch für ebene Multi- und Pseudographen, siehe Abbildung
4.10. Dies kann entweder wieder induktiv oder durch die Hinzunahme virtueller
Knoten gezeigt werden.

3. In einem großen Dreiecksgitter gilt

|V | , |E| , |F | ≫ 1 , 3 |F | ≈ 2 |E|
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|V | |E| |F | n m
Tetraeder 4 6 4 3 3
Hexaeder 8 12 6 4 3
Oktaeder 6 12 8 3 4
Ikosaeder 12 30 20 3 5
Dodekaeder 20 30 12 5 3

Tabelle 4.1: Die Daten der platonischen Graphen bzw. Polyedern aus den Abbildungen 4.12
und 4.11, wobei n ≥ 3 die Anzahl der Kanten pro Fläche und m ≥ 3 die Anzahl der Kanten
pro Seite bezeichnen.

und nach Euler-Formel und Handschlag-Prinzip damit auch

2 |E|
|V |

= d(G) ≈ 6 ,

d.h. jeder Knoten hat im Schnitt 6 Nachbarn.

4. Die Euler-Formeln kann auch für planaren Graphen benutzt werden, da die
Anzahl der Flächen nicht von der konkreten Zeichnung abhängt, siehe Abbildung
4.9.

5. Die Euler-Formel gilt auch bei konvexen Polyedern, denn diese sind aus folgendem
Grund alle planar: Der Rand einer konvexen und beschränkte Menge im R3 kann
homöomorph auf die Sphäre abgebildet werden. Bei einem konvexen Polyeder kann
man dabei o.B.d.A. annehmen, dass die Bilder der Knoten und Kanten nicht den
Nordpol enthalten. Die Komposition mit der stereographischen Projektion ergibt
dann einen ebenen Graphen wie in Abbildung 4.12.

6. Für vollständige Triangulierungen einer orientierbaren Fläche S ohne Rand gilt
auch eine Variante der Euler-Formel, nämlich∣∣V ∣∣− ∣∣E∣∣+ ∣∣F ∣∣ = χ(S) = 2− 2 g(S) ,

wobei χ(S) die Euler-Charakteristik und g(S) das Geschlecht der Fläche ist. Siehe
auch die Diskussion zu Abbildung 4.27–4.29.

Abbildung 4.11: Die fünf platonischen Körper: Tetraeder, Hexaeder (Würfel), Oktaeder,
Ikosaeder, Dodekaeder. Siehe auch Tabelle 4.1, Abbildung 4.12 und Lemma 50.

Lemma 50 (über die platonischen Körper). Es gibt nur fünf konvexe Polyeder mit
maximaler Symmetrie, nämlich die Polyeder aus Abbildung 4.11, die den ebenen
Graphen aus Abbildung 4.12 entsprechen.
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Abbildung 4.12: Die platonischen Graphen als kreuzungsfreie Zeichnungen der platonischen
Körper in Abbildung 4.11. Beachte, dass die Außenfläche jedes Graphen auch jeweils einer
Polyederseite entspricht.

Beweis. Wir suchen einen ebenen Graphen, sodass jeder Knoten genau m ≥ 3 Kanten
und jede Fläche genau n ≥ 3 Kanten besitzt. Insbesondere soll

2 |E| = m |V | , 2 |E| = n |F |

erfüllt sein. Andererseits muss die Eulersche Formel gelten und damit auch

|E|
(

2

m
− 1 +

2

n

)
= 2 bzw. |E| = 2nm

2n+ 2m− nm
.

Wir können nun leicht zeigen, dass sich nur für die Kombinationen aus Tabelle 4.1 eine
sinnvolle, d.h. eine positive und ganzzalige Kantenzahl |E| ergibt. Danach realisieren
wir, dass die platonischen Körper in der Tat konvexe Polyeder mit den gewünschten
Eigenschaften sind, d.h. dass die notwendigen Bedingungen auch hinreichend sind.

m = 2, n � 3
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Für m = 2 bzw. n = 2 ergeben sich zweidimensionale Entartungsfälle, zu denen aber
kein (echter) Polyeder gehört.

Ein ebener Graph wird maximal eben genannt, wenn er nicht durch die Hinzunahme
von Kanten zu einem größeren ebenen Graph erweitert werden kann. Ein Graph heißt
Dreiecksgraph, wenn der Rand jeder seiner Flächen ein 3-Kreis ist.3

Abbildung 4.13: Zwei Beispiele für Dreiecksgraphen, wobei der linke bzw. rechte Graph K4

bzw. K5 \ {e} entspricht.

3Beachte, dass nach unserer Definition auch der Rand des Außengebietes ein 3-Kreis sein muss. In
vielen Gebieten der angewandten Mathematik wird dies nicht gefordert, zum Beispiel beim Studium
von Dreiecksnetzen in der Numerischen Mathematik.
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Satz 51. Für jeden ebenen Graphen G = (V, E, F ) sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

1. G ist ein Dreiecksgraph.

2. Es gilt |E| = 3 |V | − 6.

3. G ist maximal eben.

Beweis. (1)⇔ (3) : Die Behauptung ergibt sich aus der Tatsache, dass ein Dreiecks-
graph offensichtlich maximal eben ist und dass eine Fläche, deren Länge größer als 3
ist, durch die Hinzunahme einer Kante erweitert werden kann.

(1)⇒ (2) : Formel (4.1) impliziert 2 |E| = 3 |F | und die Behauptung ergibt sich nach
Einsetzen in die Euler-Formel (49).

(2)⇒ (1) : Nach Voraussetzung und wegen der Euler-Formel gilt

3
∣∣F ∣∣ = 6− 3

∣∣V ∣∣+ 3
∣∣E∣∣ = 2 |E|

und in Kombination mit Formel (4.1) ergibt sich

0 =
∑
f∈F

(
l(f)− 3

)
.

Andererseits enthält jede Fläche mindestens 3 Randkanten, d.h. l(f) ≥ 3 für alle f ∈ F ,
und wir schließen, dass jeder Summand verschwinden muss.

Lemma 52. In jedem ebenen Graphen mit mehr als 3 Knoten gilt |E| ≤ 3 |V | − 6.
Enthält G keinen 3-Kreis, so gilt sogar |E| ≤ 2 |V | − 4.

Beweis. Da die Länge einer Fläche mindestens 3 beträgt, impliziert Formel (4.1) die
Abschätzung

2 |E| ≥ 3 |F |

und die erste Behauptung folgt nach Einsetzen in die Euler-Formel |F | = 2−|V |+ |E|.
Die zweite Behauptung ergibt sich analog aus 2 |E| ≥ 4 |F |.

Lemma 52 gilt analog auch für planare Graphen, denn es gilt für jede Zeichnung.
Insbesondere ergibt sich aus dem Handschlag-Lemma 3 die Ungleichung

d(G) =
2 |E|
|V |

< 6

für den Durchschnittsgrad eines beliebigen planaren Graphen G = (V, E), d.h. es gibt
mindestens einen Knoten, der 5 oder weniger Nachbarn besitzt.
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4.3 Duale und biduale Graphen
In diesem Abschnitt betrachten wir Zeichnungen bzw. Einbettungen allgemeinerer
Graphentypen, nämlich ebene Pseudographen, in denen ein Knoten durch mehrere
Kanten mit anderen Knoten bzw. sogar mit sich selbst verbunden sein kann und in
denen es deshalb sowohl 1-Kreise als auch 2-Kreise geben kann. Wir werden aber meist
weiterhin von ebenen Graphen reden, obwohl wir in diesem Abschnitt immer ebene
Pseudographen meinen.

Definition 53 (dualer Graph). Ein ebener (Pseudo-)Graph G∗ = (V ∗, E∗) heißt dual
zu einem ebenen (Pseudo-)Graphen G, sofern die folgenden Aussagen erfüllt sind:

1. Jede Fläche f in G entspricht genau einem dualen Knoten v∗(f) in G∗.

2. Jeder Kante e in G entspricht genau eine duale Kante e∗(e) in G∗, wobei e∗(e)
genau dann die Knoten v∗(f1) und v∗(f2) miteinander verbindet, wenn e jeweils
eine Randkante der Flächen f1 und f2 in G ist, wobei f1 = f2 ausdrücklich
zugelassen ist.

Abbildung 4.14: Beispiele für duale und biduale Graphen. Beachte, dass die dualen Graphen
immer regulär gezeichnet sind und dass jeder zusammenhängende Graph nach Theorem 56
isomorph zu seinem bidualen Graphen ist.

Abbildung 4.15: Noch ein Beispiel für einen dualen Graphen (mit regulärer Zeichnung).

Bemerkung.

1. Zu jedem ebenen Graphen gibt es einen dualen Graphen und dieser ist bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt. Insbesondere kann der duale Graph wie folgt
gezeichnet werden: Man wählt in jeder Fläche einen inneren Punkt als Knoten
und zeichnet für jede Kante in G eine Verbindung der entsprechenden dualen
Knoten.
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Abbildung 4.16: Verschiedene Zeichnungen eines gegebenen planaren Graphen können nicht-
isomorphe Dualgraphen besitzen. Die beiden angegebenen dualen Graphen sind zum Beispiel
nicht isomorph, weil die entsprechenden Mengen der Knotengrade – also {3, 5, 6} und {3, 4, 7}
– nicht gleich sind.

2. Der duale Graph kann immer regulär gezeichnet werden, d.h. derart, dass die
folgenden Eigenschaften erfüllt sind:

(a) Zwei verschiedene duale Kanten aus G∗ kreuzen sich nicht.

(b) Jede Kante aus G wird nur von der zu ihr gehörenden dualen Kante aus G∗

gekreuzt, und zwar genau einmal.

Man kann die Existenz einer regulären Zeichnung rigoros begründen, aber ein
formaler Beweis ist sehr aufwändig. Für jeden konkreten Graphen ist es in der
Regel leicht, die o.g. Regularitätsrestriktionen bei der Zeichnung des Dualgraphen
zu erfüllen.

3. Wir werden immer voraussetzen, dass der duale Graph regulär gezeichnet ist. Dies
ist nicht nur für die Anschauung besser, sondern wird auch in einige Beweise
einfließen. Siehe dazu auch die Diskussion zu Abbildung 4.17.

4. Der Tetraeder-Graph ist dual zu sich selbst. Der Hexaeder-Graph und Oktaeder-
Graph sowie der Ikosaeder-Graph und der Dodekaeder-Graph sind zueinander
dual.

5. Duale Graphen sind wieder ein Konzept für ebene, nicht für planare Graphen,
siehe Abbildung 4.16.

6. G∗∗, d.h. der duale Graph zum Dualgraphen G∗, wird der biduale Graph von G
genannt.

Abbildung 4.17: Links: Ein Graph G (schwarz) und sein regulär gezeichneter Dualgraph G∗

(lila). Insbesondere gelten die Aussagen von Lemma 54 und Theorem 56. Rechts: Wird der
duale Graph G∗ in nicht regulärer Weise gezeichnet (orange), so kann es passieren, dass zwei
Knoten von G in derselben Fläche von G∗ liegen bzw. dass es eine Fläche von G∗ gibt, die
keinen Knoten von G enthält. In diesem Fall ist G∗∗ (blau) nicht isomorph zu G∗ (schwarz).

Wir beweisen nun wichtige Aussagen über Dualgraphen. Dabei setzen wir immer
voraus, dass diese regulär gezeichnet sind.
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Abbildung 4.18: Ein nicht-zusammenhängender Graph ist nicht isomorph zu seinem
bidualen Grapen.

Lemma 54 (Flächen des Dualgraphen). Sei G ein ebener und zusammenhängender
Graph und G∗ dual zu G. Dann enthält jede Fläche von G∗ genau einen Knoten aus
G. Insbesondere gilt |E| = |E∗| sowie |V | = |F ∗| und |F | = |V ∗|.

Beweis. Wir können ein weiteres Mal induktiv argumentieren, wobei der Induktions-
anfang G = K1 trivial ist und die zwei möglichen Induktionsschritte in Abbildung 4.19
illustriert sind.

Lemma 55 (über Dualgraphen). Jeder duale Graph ist zusammenhängend.

Beweis. Seien f1, f2 zwei beliebige Flächen von G und seien v∗(f1) und v∗(f2) die
entsprechenden dualen Knoten in G∗ und sei γ eine stetige Jordan-Kurve im R2, die
v∗(f1) und v∗(f2) miteinander verbindet. Wir können dabei o.B.d.A. annehmen, dass
γ durch keinen Knoten von G läuft und alle Kanten von G nur transversal kreuzt,
denn andernfalls können wir diese Bedingungen durch kleine Änderungen der Kurve
sicherstellen.

�̃
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Wir können nun mittels des Weges γ — genauer gesagt, mittels der Punkte, in denen
γ die Kanten von G kreuzt— einen Weg γ̃ konstruieren der die einzelnen Flächen von
G bzw. die Knoten von G∗ in genau derselben Reihenfolge wie γ besucht, aber nur auf
Kanten von G∗ läuft (wir benutzen hier zum Beispiel, dass jede zusammenhängende
Menge in R2 auch wegzusammenhängend ist). Damit haben wir gezeigt, dass je zwei
Knoten in G∗ durch einen Weg in G∗ verbunden sind, d.h. G∗ ist zusammenhängend.

Theorem 56 (Hauptsatz über Dualgraphen). Ein ebener Graph ist genau dann
zusammenhängend, wenn G∗∗ ∼= G im Sinne der graphentheoretischen Isomorphie gilt.

Beweis. Die Rückrichtung ergibt sich direkt aus Lemma 55 und der Tatsache, dass
Zusammenhang invariant unter Isomorphie ist. Für die Hinrichtung betrachten wir
einen Graphen G, der eben und zusammenhängend ist. Lemma 54 und Lemma 55
kombiniert mit Definition 53 implizieren, dass es natürliche Identifikationen

V = F ∗ = V ∗∗ , F = V ∗ = F ∗∗

gibt, wobei jede Kante e ∈ E in G∗∗ als biduale Kante zur dualen Kante e∗(e) ∈ E∗
verwendet werden kann.
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Mit Theorem 56 erkennen wir, dass die Formel (4.1) gerade die Handschlagsformel
für den dualen Graphen ist, denn für jede Fläche f in einem zusammenhängenden
Graphen ist die Länge l(f) gerade der Grad des Knotens v∗(f) in G∗.

Abbildung 4.19: Änderung des (regulär gezeichneten) dualen Graphen bei schrittweiser
Vergrößerung/Erweiterung eines zusammenhängenden Graphens, siehe auch den Beweis von
Lemma 54.

Abbildung 4.20: Änderung des Dualgraphen beim Löschen einer Kante, die keine Brücke
ist bzw. beim Kontrahieren einer Kante, die zwei verschiedene Knoten miteinander verbindet.

Theorem 57 (weitere Eigenschaften ebener Graphen). Für jeden ebenen Graphen sind
die folgenden Aussagen äquivalent.

1. G ist bipartit.

2. Jede Fläche von G besitzt eine gerade Länge.

3. G∗ ist eulersch.

Beweis. (1)⇒ (2) : Sei G bipartit und f eine Fläche von G. Dann kann der Rand von
f durch geschlossene Kantenfolgen beschrieben werden. Jede ungerade Kantenfolge
würde einen Kreis ungerader Länge enthalten, die es aber in bipartiten Graphen nicht
geben kann (siehe Theorem 18). Also besitzt schon jede Kantenfolge im Rand von f
eine gerade Länge.

f
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(2)⇒ (1) : Wir fixieren einen beliebigen Kreis C in G und bemerken, dass dieser wegen
der Ebenheit von G einer Jordan-Kurve im R2 entspricht und daher sowohl ein Innen-
als auch ein Außengebiet besitzt, wobei jede Fläche f von G entweder vollständig im
Innen- oder ganz im Außengebiet von C enthalten ist. Wir wollen nun alle Flächen
im Innengebiet von C betrachten und ihre jeweiligen Längen aufsummieren, wobei die
Gesamtsumme nach Voraussetzung gerade ist.
Michael Herrmann: Graphentheorie Version vom 8. Juli 2024



78 4. Ebene und planare Graphen

Dabei wird jede Kante des Kreises C genau einmal durchlaufen und jede andere
Randkante einer Fläche genau zweimal. Hieraus schließen wir, dass es insgesamt eine
gerade Anzahl von Kreiskanten geben muss. Insgesamt haben wir gezeigt, dass jeder
Kreis in G eine gerade Länge besitzt und Theorem 18 impliziert, dass G bipartit ist.

(2)⇔ (3) :

Der Dualgraph G∗ ist nach Lemma 55 zusammenhängend und der Grad eines jeden
dualen Knotens v∗(f) ist die Länge der Fläche f . Die behauptete Äquivalenz folgt nun
aus dem Analogon von Theorem 19 für Pseudographen.

4.4 Der Fünf-Farben-Satz
Ein klassisches Problem ist Färben von (ebenen) Landkarten, wobei zwei benachbarte
Länder unterschiedlich gefärbt werden sollen.4 Aus graphentheoretischer Sicht kann
man das Färbeproblem von Ländern bzw. Flächen mittels einer ‘dualen’ Konstruktion
in ein Färbeproblem für Knoten umwandeln: Man wählt in jedem Land genau einen
Knoten (zum Beispiel die Hauptstadt) und verbindet zwei solche Knoten genau
dann durch eine Kante, wenn die entsprechenden Länder benachbart sind. Für den
so entstehenden ebenen Graphen besteht die Aufgabe darin, die Knoten mit einer
minimalen Anzahl von Farben so zu färben, dass jede Kante zwei unterschiedlich
gefärbte Randknoten verbindet; siehe auch die Abbildungen 4.21, 4.22 und 4.23.

Abbildung 4.21: Das Färbeproblem einer Landkarte ist dual zu einem Knotenfärbungs-
problem, wobei wir die Außenfläche entweder berücksichtigen oder ignorieren können.
Insbesondere reichen drei Farben i.A. nicht aus, weil der K4 keine Knotenfärbung mit nur
drei Farben zulässt.

4Man betrachtet zwei Länder als benachbart, wenn Ihre Grenze als Vereinigung von Kurven
dargestellt werden kann; Länder, deren gemeinsame Grenze nur aus isolierten Punkten besteht, werden
üblicherweise als nicht-benachbart angesehen. Außerdem schließt man in der Regel die Existenz von
Enklaven und Exklaven aus bzw. betrachtet solche als unabhängige Länder.
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Abbildung 4.22: 5-Färbung und 4-Färbung einer Landkarte mit neun Ländern, wobei die
Außenfläche ignoriert wird bzw. jeweils grau gefärbt werden könnte.

Theorem 58 (Fünf-Farben-Satz von Heawood5). Jeder ebene Graph G besitzt eine
Knotenfärbung mit 5 Farben, sodass die Randknoten jeder Kante unterschiedlich gefärbt
sind.

Beweis. Vorbereitungen : Wir führen den Beweis induktiv über die Knotenzahl und
bemerken zum Induktionsanfang, dass die Behauptung für ebene Graphen mit weniger
als 6 Knoten trivial ist. Sei also für den Induktionsschritt G ein gegebener planarer
Graph mit wenigstens 6 Knoten. Nach Lemma 52 gibt es mindestens einen Knoten v mit
Knotengrad d(v) ≤ 5 und nach Induktionsvoraussetzung besitzt der Graph G̃ := G−v
eine Knotenfärbung mit 5 Farben. Besitzt v in G weniger als 5 Nachbarn, so können
wir v so färben, dass er eine andere Farbe als seine Nachbarn besitzt und sind fertig.
Dasselbe gilt, wenn die 5 Nachbarn von v als Knoten in G̃ nur 4 oder weniger Farben
tragen. Wir können also im Folgenden annehmen, dass v in G mit den fünf Knoten
v1, ..., v5 benachbart ist, wobei jeder Knoten vi mit der Farbe i gefärbt ist.

Argument 1 : Für je zwei verschiedene Farben i1, i2 ∈ {1, 2, 3, 4, 5} sei Gi1,i2 der von
allen Knoten dieser beiden Farben erzeugte Untergraph von G, d.h der Teilgraph von
G, der diese Knoten sowie alle Verbindungskanten zwischen diesen Knoten enthält.

v
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Gehören vi1 und vi2 zu unterschiedlichen Zusammenhangskomponenten von Gi1,i2 , so
können wir die Farben in der Komponente, die vi1 enthält, invertieren (aus i1 wird
i2 und umgekehrt) und erhalten so eine 5-Färbung von G̃, in der keiner der Knoten
v1, ..., v5 die Farbe i1 trägt. Wir können dann v mit i1 färben und sind fertig.

Argument 2 : Wir wollen nun durch Widerspruchsbeweis zeigen, dass es mindestens
ein Wahl von {i1, i2} gibt, sodass wir Argument 1 anwenden können. Angenommen,
es gibt in jedem Graphen Gi1,i2 einen Verbindungsweg Pi1,i2 , der vi1 mit vi2 in Gi1,i2

verbindet. Dann kann jeder dieser Wege durch Hinzunahme von vi1 → v → vi2 zu
einem Kreis Ci1,i2 ergänzt werden, der neben v nur Knoten der Farben i1 und i2 enthält.
Wir können o.B.d.A annehmen, dass die Knoten v1, ..., v5 in mathematisch positiver
Reihenfolge um v angeordnet sind (andernfalls nummerieren wir um). Insbesondere
liegen die Kante von v nach v2 bzw. von v nach v4 in unterschiedlichen Gebieten des
ebenen Kreises C1,3 und daher muss dieser Kreis den Kreis C2,4 zweimal schneiden.
Ein Schnittpunkt ist v. Der andere Schnittpunkt kann aber kein Knoten von G sein,
da dieser zwei verschiedene Farben tragen müsste (nämlich 1 oder 3 sowie 2 oder 4),

5Percy John Heawood (1861–1955), britischer Mathematiker.

Michael Herrmann: Graphentheorie Version vom 8. Juli 2024



80 4. Ebene und planare Graphen

d.h. der zweite Schnittpunkt müsste ein Schnittpunkt von zwei Kanten sein oder ein
Knoten des einen Kreises, der auf einer Kante des anderen Kreises liegt.

v
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Beides widerspricht aber der Ebenheit von G (siehe Definition 47) und daher muss
unsere Annahme falsch gewesen sein.

Bemerkung.

1. Wir haben den Beweis nur für ebene Graphen geführt, aber das Resultat gilt
offensichtlich auch für planare Graphen.

2. Ein analoges Resulat gilt für ebene Multigraphen, denn beim Färbeproblem können
wir multiple Kanten zwischen zwei festen Knoten zu einer Kante vereinen.
Pseudographen sind allerdings ausgeschlossen, denn es dürfen keine 1-Kreise
auftreten.

3. Der Vier-Farben-Satz besagt, dass jeder ebene Graph auch immer eine Knoten-
färbung mit nur vier Farben besitzt. Ein Computerbeweis dieser Aussage wurde
im Jahre 1976 gegeben.6

4. Drei Farben reichen im Allgemeinen nicht aus, siehe Abbildung 4.21.

Abbildung 4.23: Eine 4-Färbung der Europa-Karte bzw. des Graphen der entsteht, wenn wir
die Hauptstädte der Länder als Knoten und gemeinsame Grenzen als Kanten interpretieren.

6Die richtigen und falschen Beweise des Vier-Farben-Satzes werden in [Wes, Seite 257ff] und auf
Wikipedia diskutiert.
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4.5 Sätze von Kuratowski und Tutte
Ein Graph G heißt Unterteilung (oder ‘subdivision’) eines Graphen G̃, wenn er aus
diesem durch sukzessives Einfügen neuer Knoten auf bereits bestehenden Kanten
hervorgeht. Zwei Graphen G1 und G2 heißen homöomorph, falls sie beide eine
Unterteilung desselben Graphen sind.

Bemerkung.

1. Ein Graph G̃ ist genau dann planar, wenn jeder seiner Unterteilungen G planar
ist. Sind G1 und G2 homöomorph, so sind entweder beide planar oder beide nicht
planar.

2. Analoge Konzepte für Multi- und Pseudographen.

3. Wir hatten schon in Abbildung 4.2 gesehen, dass kein planarer Graph eine
Unterteilung des K5 oder des K3,3 enthalten kann. Damit sind auch die Graphen
Kn mit n ≥ 5 bzw. Km1,m2 mit m1,m2 ≥ 3 alle nicht planar, den sie enthalten
den K5 bzw. den K3,3 als Teilgraphen.

Abbildung 4.24: Zwei verschiedene Unterteilungen eines Graphen (die hinzugefügten
Knoten in blau bzw. orange), die dann homöomorph sind.

Abbildung 4.25: Der Petersen-Graph enthält eine Unterteilung des K3,3 als Teilgraphen
und ist daher nach Theorem 59 nicht planar.
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Abbildung 4.26: Links : Beispiel für einen nur 2-zusammenhängenden Graphen, der
keine konvexe Zeichnung besitzt. Rechts : Wird der linke Graph durch die Hinzunahme
geeigneter Kanten zu einem 3-zusammenhängenden Graphen erweitert, so entsteht ein
3-zusammenhängender Graph, der nach Satz 60 eine konvexe Einbettung besitzt.

Theorem 59 (Satz von Kuratowski7). Ein Graph ist genau dann planar, wenn keine
seiner Teilgraphen eine Unterteilung des K5 oder des K3,3 ist.

7Kazimierz Kuratowski (1896–1980), polnischer Mathematiker.
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Beweis. Die Hinrichtung ist einfach zu zeigen und ergibt sich unmittelbar aus der
Nichtplanarität von K5 und K3,3, siehe die Diskussion zu Abbildung 4.2. Der Beweis
der Rückrichtung kann auch mit dem Wissenstand dieser Vorlesung geführt werde, ist
aber vergleichsweise aufwändig, siehe zum Beispiel [Wes, Seiten 246ff].

Der Satz von Kuratowski gilt sowohl für Graphen als auch für Multi- oder Pseudo-
graphen, denn durch die Hinzunahme virtueller Knoten auf bereits bestehenden Kanten
können letztere in erstere transformiert werden. In den Übungsaufgaben werden wir
den Satz von Fáry8 kennenlernen, nachdem jeder planare Graph sogar eine geradlinige
Zeichnung besitzt, in der jede Kantenkurve ein Geradenstück ist (dieses Resultat kann
nicht für Multi-Kanten gelten). Die — bisher weder bewiesene noch widerlegte —
Harbothsche Vermutung9 besagt , dass es sogar immer eine geradlinige Zeichnung mit
ausschließlich ganzzahligen Kantenlängen gibt.

Eine konvexe Einbettung eines Graphen ist eine Zeichung, sodass alle Flächen bis
auf die Außenfläche konvexe Mengen sind und außerdem durch Polygonzüge berandet
werden. Desweiteren heißt ein zusammenhängender Graph k-zusammenhängend, wenn
jede trennende Knotenmenge mindestens k Knoten umfasst.10

Theorem 60 (Satz von Tutte). Jeder 3-zusammenhängende planare Graph, der keine
Unterteilung des K5 oder des K3,3 enthält, besitzt eine konvexe Einbettung.

Beweis. Es sei wieder auf die Literatur, zum Beispiel [Wes, Seiten 250f] verwiesen.

Wir schließen diesen Abschnitt mit informellen Betrachtungen zu Einbettungen in
Flächen höheren Geschlechts ab. Salopp gesprochen, ist das Geschlecht einer kompakten
und orientierbaren Fläche ohne Rand gerade die Anzahl der Löcher. Zum Beispiel
besitzen die Sphäre, der Torus bzw. die Brezel das Geschlecht 0, 1 bzw.2.

Abbildung 4.27: Der Torus und die Brezel als Flächen höheren Geschlechts sowie ihre
Darstellung als verklebte Polygone.

Flächen höheren Geschlechts können aus polygonal berandeten Gebieten durch
Verklebung von Randkanten erzeugt werden (siehe Abbildung 4.27) und dies erlaubt es,
entsprechende Zeichnungen von Graphen zu studieren. Abbildung 4.29 illustriert zum
Beispiel verschiedene Einbettungen des K4 in den Torus und Abbildung 4.28 enthält
kreuzungsfreie torale Zeichnungen des K5, K3,3 und des K7. Die Tatsache, dass der
K7 in den Torus eingebettet werden kann, impliziert auch, dass man beim Färben von
Landkarten auf dem Torus mindestens sieben Farben benötigt, siehe Abbildung 4.30.11

8István Fáry (1922–1984), ungarisch/US-amerikanischer Mathematiker.
9Heiko Harboth (geb. 1938) ist ein deutscher Mathematiker, der seit vielen Jahrzehnten an der TU

Braunschweig wirkt.
10Ein nicht-zusammenhängender Graph wird auch 0-zusammenhängend genannt und ein zusammen-

hängender Graph ist 1-zusammenhängend, wenn er eine Artikulation besitzt, anderfalls mindestens
2-zusammenhängend.

11Sieben Farben sind aber ausreichend, da die entsprechende Heawood-Vermutung bewiesen ist,
siehe zum Beispiel die Überblicksdarstellung in Wikipedia.
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Abbildung 4.28: Einbettungen des K5, K3,3 und K7 in den Torus. Beachte die Periodizität
in dem dargestellten Quadrat, die sich aus der Verklebung gegenüberliegender Kanten ergibt
und in Abbildung 4.27 dargestellt ist.

Abbildung 4.29: Vier verschiedene Einbettungen des K4 in den Torus. Beachte, dass die
Anzahl der Flächen auf dem Torus von der Zeichnung abhängt (in den Beispielen finden wir
4 bzw. 3 bzw. 2 bzw. 2 Flächen). Eine naive Übertragung der Euler-Formel für Graphen auf
dem Torus ist daher nicht möglich.

Abbildung 4.30: Eine Landkarte mit sieben rhombischen Ländern auf dem Torus, die alle
paarweise benachbart sind. Der entsprechende duale Graph ist der K7.

4.6 Kreuzungszahlen

Die Kreuzungszahl eines Graphen G ist die minimale Anzahl von Kreuzungspunkten
in einer nicht-entarteten Zeichnung von G (siehe Abbildung 4.6). Sie wird mit cr (G)
bezeichnet.

Abbildung 4.31: Die Kreuzungszahlen von K5 und K3,3 sind beide 1.

Lemma 61 (erste untere Schranke für die Kreuzungszahl). Sei G ein Graph mit n
Knoten, m Kanten. Dann gilt

cr (G) ≥ max

{
m− k,

m2

2k
− m

2

}
wobei k die maximale Kantenzahl in einem planaren Teilgraphen ist.
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Abbildung 4.32: Es gilt cr (Q3) = 0 und cr (Q4) = 8. Für den n-dimensionalen Hyperwürfel
mit allgemeinem n ∈ N gibt es nur eine Vermutung über den genauen Wert von cr (Qn).

Beweis. Sei H ein maximaler planarer Teilgraph mit k Kanten. Dann muss jede Kan-
te, die zu G, aber nicht zu H gehört, eine Kante von H kreuzen, denn andernfalls
wäre H nicht maximal. Dies impliziert die erste Abschätzung. Wir können aber dieses
Argument iterieren, zumindest wenn m sehr größer als 2 k ist: Wir erzeugen zunächst
einen Graphen G̃ aus G, indem wir alle Kanten aus H entfernen, und betrachten einen
maximal-planaren Teilgraphen H̃ von G̃. Dann besitzt H̃ wieder höchstens k Kanten
und G̃ mindestens (m− k) − k Kreuzungspunkte. Durch Iteration dieses Arguments
finden wir schließlich

cr (G) ≥
⌊m/k⌋∑
i=1

m− i k = m⌊m/k⌋ − 1
2
k ⌊m/k⌋

(
⌊m/k⌋+ 1

)
,

wobei ⌊x⌋ der abgerundete ganzzahlige Anteil von x > 0 ist. Es gilt m = k(⌊m/k⌋+ ε)
für ein 0 ≤ ε < 1 und wir erhalten via

cr (G) ≥ m
(m
k
− ε
)
− k

2

(m
k
− ε
)(m

k
+ 1− ε

)
=

m2

2k
− m

2
+ εm+

k

2
ε (1− ε)

die zweite Abschätzung.

Bemerkung. Es gilt stets 1 ≤ k ≤ m und mit einfachen Rechnungen zeigen wir, dass
m− k ≤ m2/(2k)−m/2 äquivalent zu m > 2k ist.

Als einfache Anwendung von Lemma 61 bemerken wir, dass in jedem bipartiten
Graphen k ≤ 2n− 4 gilt — siehe dazu Lemma 52 — und damit auch

cr (Gbipartit) ≥ |E| − 2 |V |+ 4 .

Damit ergibt sich cr (K3,4) ≥ 12− 14 + 4 = 2, siehe Abbildung 4.33.

Abbildung 4.33: Zwei verschiedene Zeichnungen von K3,4, dessen Kreuzungszahl 2 ist, siehe
auch die Bemerkung nach Lemma 61 sowie Resultat 62.

Resultat 62 (Kreuzungszahlen vollständig bipartiter Graphen). Für alle m,n gilt

m(m− 1)

5

⌊
n− 1

2

⌋ ⌊
n

2

⌋
≤ cr (Km,n) ≤

⌊
m− 1

2

⌋ ⌊
m

2

⌋ ⌊
n− 1

2

⌋ ⌊
n

2

⌋
,

wobei die obere Abschätzung vermutlich exakt ist.
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Beweis. Verschiedene Teilresultate werden in [Wes, Seite 264] diskutiert.

Stellen wir den Kn als reguläres n-Eck mit allen seinen Sehnen dar, so gibt es(
n
4

)
=

n4

24
+O

(
n3
)

viele Kreuzungspunkts, denn für jede Wahl von 4 verschiedenen Knoten gibt es genau
einen Kreuzungspunkt. Das ist die denkbar schlechteste Zeichnung, da es hier die
maximale Anzahl von Kreuzungspunkten gibt. Überraschenderweise ist die minimale
Zahl von Kreuzungspunkten nicht bekannt.

Abbildung 4.34: Zwei Zeichnungen des K6 mit 15 (der multiple Kreuzungspunkt im Zentrum
zählt dreifach) bzw. 3 Kreuzungspunkten. Man kann zeigen, dass die zweite Zeichnung optimal
ist, d.h. dass cr (K6) = 3 gilt.

Resultat 63 (Kreuzungszahlen vollständiger Graphen). Es gilt

n4

80
+O

(
n3
)
≤ cr (Kn) ≤

n4

64
+O

(
n3
)

für alle n ∈ N, wobei die obere Schranke die Form

cr (Kn) ≤ 1
4

⌊
n− 3

2

⌋
t

⌊
n− 2

2

⌋ ⌊
n− 1

2

⌋ ⌊
n− 0

2

⌋
annimmt und vermutlich exakt ist.

Beweis. Es sei auf die Diskussion in [Kem] und [Wes, Seite 263] verwiesen.

Wir können schließlich für dichte Graphen (Durchschnittsgrad mindestens 8) eine
weitere untere Schranke für die minimale Zahl der Kreuzungspunkte angeben, wobei
der Beweis sehr analytisch ist.

Theorem 64 (zweite untere Schranke für die Kreuzungszahl). Es gilt

cr (G) ≥ 1

64

|E|3

|V |2

in jedem Graphen G = (V, E) mit |E| ≥ 4 |V |.

Beweis. Wir betrachten eine gegebene optimale Zeichnung von G und beweisen die
Behauptung mittels Induktion über |V |.

Induktionsvoraussetzung |V | ≤ 11 : In diesem Fall gilt

4 ≤ α := |E| / |V | ≤ 5
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nach Voraussetung und wegen |E| ≤ 1
2
|V |
(
|V | − 1

)
(Vergleich mit einem vollständigen

Graphen). Außerdem folgt

cr (G) ≥ |E| −
(
|3 |V | − 6|

)
≥ |V |

(
α− 3

)
aus Lemma 52 und Lemma 61. Eine einfache polynomiale Kurvendiskussion zeigt

α− 3 ≥ α3

64
für α ∈ [4, 5] (4.3)

und die Behauptung folgt unmittelbar.
Induktionsschritt |V |⇝ |V |+ 1 : Nach Induktionvoraussetzung gilt

cr (G− v) ≥ 1

64

(
|E| − d(v)

)3(
|V | − 1

)2
für jeden Knoten v ∈ V mit Grad d(v), wobei der Graph G − v entsteht, wenn v
und alle mit ihm inzidenten Kanten aus G entfernt werden. Jeder Kreuzungspunkt in
der gegebenen Zeichnung von G ist der Schnittpunkt von 2 Kanten mit insgesamt 4
Eckknoten und bleibt bestehen, wenn einer der anderen |V | − 4 Knoten entfernt wird.
Durch ein Abzählargument können wir nun(

|V | − 4
)
cr (G) =

∑
v∈V

cr
(
G− v

)
ableiten, denn jeder festgehaltene Kreuzungspunkt von G wird in der Summe auf
der rechten Seite dieser Formel genau |V | − 4 mal gezählt. In Kombination mit der
Induktionsvoraussetzung erhalten wir damit die Abschätzung(

|V | − 4
)
cr (G) ≥ 1

64(|V | − 1)2

∑
v∈V

(
|E| − d(v)

)3
,

die wir nun mit analytischen Argumenten weiter vereinfachen wollen. Die Jensensche
Ungleichung für konvexe Funktionen — angewendet auf die Funktion x 7→ (|E| − x)3

mit Definitionsbereich 0 ≤ x ≤ |E| — impliziert

1

|V |
∑
v∈V

(
|E| − d(v)

)3 ≥ (|E| − 1

|V |
∑
v∈V

d(v)

)3

,

wobei die rechte Seite mittels des durchschnittlichen Knotengrades

d(G) :=
1

|V |
∑
v∈V

d(v) , d(G) =
2 |E|
|V |

= 2α ,

vereinfacht werden kann (siehe auch die Handschlagformel in Lemma 3). Insgesamt
erhalten wir

cr (G) ≥ |V |
64
(
|V | − 4

)(
|V | − 1

)2 (|E| − 2 |E|
|V |

)3

≥ |E|
3

64

|V |
(
|V | − 2

)3
|V |3

(
|V | − 4

)(
|V | − 1

)2
und die Behauptung folgt, weil (ν − 2)3 ≥ (ν − 4)

(
ν − 1

)2 für alle ν > 4 gilt.
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4.7 Algorithmische Sichtweise
Sei G ein Graph und H ein Untergraph von G mit Knotenmenge W . Ein H-Fragment
ist ein Teilgraph B von G, der genau einem der folgenden Kriterien genügt:

1. B besteht aus einer einzelnen Kante und ihren zwei Randknoten, sofern diese
Kante nicht zu H gehört, aber zwei Knoten aus H miteinander verbindet.

2. B besteht aus einer Zusammenhangskomponente von G − W sowie allen
Verbindungskanten zwischen dieser Komponente und H und den entsprechenden
Randknoten in H.

Die Knoten eines H-Fragments, die auch Knoten von H sind, heißen Anschlussknoten.

Abbildung 4.35: Beispiel für einen Graphen G und einen Untergraphen H (grau) mit vier
Fragmenten, wobei diese zur besseren Veranschaulichung nochmal mit verschiedenen Farben
separat gezeichnet wurden.
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Abbildung 4.36: Beispiel für Algorithmus 65, wobei oben immer die abstrakten Graphen
und unten die konkreten Zeichnungen dargestellt sind. 1. Spalte: Wahl des Anfangskreises H0

(grün) sowie dessen Zeichung H̃0. Zweite Spalte: Oben der Graph H0 (grau) sowie alle H0-
Fragmente (bunt); unten die Zeichnung H̃1 nach Wahl eines Fragments und einer zulässigen
Fläche. Dritte Spalte: Oben H1 mit seinen Fragmenten; unten H̃2. Vierte Spalte: Oben H2

und alle H2-Fragmente; unten die finale Zeichnung H̃4. Nicht dargestellt sind H3 und H̃3.

Algorithmus 65 (Test auf Planarität und Berechnung einer Einbettung). Gegeben sei
ein 2-zusammenhängender, abstrakter Graph.

1. Initialisierung : Wähle H0 als Kreis in G und setze den Laufindex i = 0. Zeichne
H0 als ebenen Graph H̃0.

2. Rekursion, Teil 1 : Bestimme für jedes Hi-Fragment B von G die Anzahl der
zulässigen Flächen in der Zeichnung H̃i, wobei eine Fläche f̃ aus H̃i zulässig
ist, wenn jeder Anschlussknoten von B einem Randknoten von f̃ entspricht.
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Abbildung 4.37: Ein zweiter Durchlauf von Algorithmus 65 für den Graphen aus Abbildung
4.36 mit anderer Wahl des Startkreises. Beachte, dass in der zweiten Spalte nur ein Weg des
gelben Fragments gezeichnet wird. Die Endzeichnung ist isomorph zu der in Abbildung 4.36
gefundenen.
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Abbildung 4.38: Angewendet auf den K3,3 erkennt Algorithmus 65 im letzen Schritt die
Nichtplanarität, da das Fragment der blauen Kante Anschlussknoten aus unterschiedlichen
Flächen verbindet und es daher keine zulässige Fläche gibt.

3. Rekursion, Teil 2 : Gibt es ein Fragment B ohne zulässige Fläche, so breche den
Algorithmus mit Ergebnis FALSE ab. Gibt es Fragmente B mit genau einer
zulässigen Fläche, so wähle eines von diesen; andernfalls wähle ein beliebiges
Fragment.

4. Rekursion,Teil 3 : Wähle für das gerade gewählte Fragment Bi einen Weg Pi, der
zwei seiner Anschlussknoten verbindet und zeichne diesen Weg innerhalb einer
zulässigen Fläche von H̃i.

5. Rekursion, Teil 4 : Bezeichne die soeben gefundenen Erweiterungen von Hi bzw.
H̃i als Hi+1 bzw. H̃i+1 und inkrementiere i. Gilt Hi = G, so drucke H̃i aus
und beende den Algorithmus mit TRUE. Andernfalls springe zum Beginn der
Rekursion.

Die Voraussetzungen an G sind nicht wirklich kritisch, denn ist G nur 0- oder
1-zusammenhängend, so kann Algorithmus 65 zur Prüfung bzw. Zeichnung von
Teilgraphen angewendet werden, wobei die Ergebnisse sehr einfach zusammengesetzt
werden können (Übungsaufgabe).

Ein formaler Beweis der Fehlerfreiheit von Algorithmus 65 findet sich (mit leicht
anderen Bezeichnungen) in [Wes, Theorem 6.2.19, Seite 254].
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Kapitel 5

Färbungen

5.1 Knotenfärbungen

Eine Knotenfärbung eines Graphen G = (V, E) ist eine Abbildung V → {c1, ..., ck},
sodass adjazente Knoten auf unterschiedliche Werte abgebildet werden. Die Elemente
der Bildmenge werden Farben (bzw. ‘colors’ oder ‘labels’) genannt und oftmals als
{1, ..., k} geschrieben. Ist k ∈ N die Mächtigkeit der Bildmenge, so spricht man auch
von einer k-Knotenfärbung des Graphen.

Die chromatische Zahl χ(G) eines Graphen G ist der kleinste Wert von k, sodass es
eine k-Färbung der Knoten von G gibt. Gilt χ(G) = k, so spricht man auch von einem
k-chromatischen Graphen.1

Abbildung 5.1: Zwei Beispiele für 3-chromatische Graphen, wobei jeweils eine mögliche
3-Färbung angegeben ist. Beachte, dass jeder der Graphen aufgrund der Existenz von
5-Kreisen nicht bipartit und damit nicht 2-färbbar sein kann.

Eine wichtige Anwendung von Knotenfärbungen sind Terminzuordungen, wie zum
Beispiel die Klausurplanung an Universitäten, bei der zum einem möglichst viele
Klausuren parallel stattfinden sollen, zum anderen aber berücksichtigt werden muss,
dass niemand an zwei gleichzeitig stattfindenden Klausuren teilnehmen kann. Man
betrachtet dazu alle Klausuren als Knoten eines Graphen, wobei zwei Knoten genau
dann durch eine Kante verbunden werden, wenn es mindestens einen gemeinsamen
Teilnehmer gibt. Man sucht nun eine minimale Knotenfärbung, wobei die Farben den
Terminen entsprechen.

Bemerkung.

1. Es gilt χ(C2m) = 2 bzw. χ(C2m+1) = 3 für einen Kreis gerader bzw. ungerader
Länge.

1Insbesondere ist jeder k-chromatische Graph für jedes k̃ ≥ k auch k̃-färbbar.
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90 5. Färbungen

Abbildung 5.2: Der Graph G = C2 r+1 ∨ Ks entsteht, wenn eine Kopie des vollständigen
Graphen Ks und eine Kopie des Kreises C2 r+1 mit r ≥ 2 vereinigt werden und anschließend
jeder Knoten von Ks mit jedem Knoten aus C2 r+1 durch eine (grau gezeichnete) Kante
verbunden wird (hier dargestellt für r = 2 und s = 3, wobei der C5 bzw. K3 außen bzw. innen
liegt). Die Formel s+ 3 = χ(G) > ω(G) = s+ 2 ergibt sich aus elementaren Argumenten.

2. Es gilt χ(Kn) = n und χ(Kn − e) = n − 1, wobei der Graph Kn − e entsteht,
wenn man aus Kn die Kante e entfernt.

3. Jeder r-partite Graph ist per Definition — siehe dazu Abschnitt §1.4 — auch
r-färbbar und χ(G) kann als minimale Partitheit von G angesehen werden.
Insbesondere gilt χ(Km1,m2,...,mr) = r sowie χ(T ) = 2 für jeden Baum T mit
zwei oder mehr Knoten.

4. Es gilt χ(Nn) = 1, wobei der Nullgraph Nn keine Kante besitzt und nur aus
n isolierten Knoten besteht. Außerdem muss jeder Graph G mit χ(G) = 1 ein
Nullgraph sein.

5. Der Vier-Farben-Satz garantiert χ(G) ≤ 4 für jeden planaren Graphen. Für
outerplanare Graphen gilt sogar χ(G) ≤ 3 (siehe Übungsaufgabe).

6. Ist H ein Teilgraph von G, so gilt offensichtlich χ(H) ≤ χ(G). Ist G nicht
zusammenhängend, so ist χ(G) das Maximum der chromatischen Zahlen der
Zusammenhangskomponenten.

7. Die Cliquenzahl ω(G) eines Graphen G = (V, E) ist die größte Mächtigkeit
einer Knotenmenge Ṽ ⊆ V , sodass der von Ṽ induzierte Untergraph von G
vollständig ist. Insbesondere gilt χ(G) ≥ ω(G), aber dies ist im Allgemeinen —
siehe Abbildung 5.2 — nur eine untere Schranke für χ(G). Bei den in Abschnitt
5.3 diskutierten Mycielski-Graphen werden wir sehen, dass diese untere Schranke
sogar beliebig schlecht werden kann.

8. Für jede Färbung ist die Menge aller Knoten einer gegebenen Farbe ci immer eine
unabhängige Knotenmenge (siehe auch Abschnitt 3.4), d.h. es kann höchstens
α(G) viele Knoten der Farbe ci geben. Hieraus folgt |G| ≤ χ(G)α(G) durch
einfaches Abzählen bzw. die untere chromatische Schranke χ(G) ≥ |G| /α(G).

9. Die Theorie der Knotenfärbungen beschäftigt sich mit Graphen im Sinne dieser
Vorlesung: Pseudographen mit Schlingen können gar nicht in zulässiger Weise
gefärbt werden, wohingegen multiple Kanten zwischen zwei Knoten unkritisch für
die Existenz oder Nichtexistenz von k-Färbungen sind.
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10. Ist G k-chromatisch und gilt χ(H) < χ(G) = k für jeden echten Untergraphen von
G, so wird G auch k-kritisch genannt. Insbesondere ist Kn immer n-kritisch und
K2 ist der einzige 2-kritische Graph. Darüber hinaus sind die ungeraden Kreise
die 3-kritischen Graphen.

11. Ein Graph heißt perfekt, falls χ(H) = ω(G) für jeden nichtleeren Untergraphen
H von G gilt. Man kann leicht zeigen, dass G genau dann perfekt ist, wenn
der Komplementärgraph G perfekt ist (Satz von Lovász2). Nicht so einfach zu
zeigen ist, dass ein Graph G genau dann perfekt ist, wenn weder G noch G einen
ungeraden Kreis der Länge ≥ 5 enthalten.3

Die k-färbbaren Graphen können für k = 2 sehr einfach charakterisiert werden. Für
k ≥ 3 gibt es bisher keine vollständige Theorie und die Frage, ob ein gegebener Graph
3 färbbar ist, ist ein NP -vollständiges Problem.
Lemma 66 (Charakterisierung 2-chromatischer Graphen). Sei G ein Graph mit
mindestens einer Kante. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

1. χ(G) = 2.

2. G ist bipartit.

3. G enthält keinen Kreis ungerader Länge.
Beweis. Übungsaufgabe.

Das kartesische Produkt zweier Graphen G1 = (V1, E1) und G2 = (V2, E2) ist der
Graph G1□G2 = (V, E) mit Knotenmenge

V :=
{
(v1, v2) : v1 ∈ V1, v2 ∈ V2

}
und Kantenmenge

E :=
{{

(v1, v2), (v1, ṽ2)
}

: {v2, ṽ2} ∈ E2

}
∪
{{

(v1, v2), (ṽ1, v2)
}

: {v1, ṽ1} ∈ E1

}
.

Ein Beispiel findet sich in Abbildung 5.3 und es gilt G1□G2
∼= G2□G1 im Sinne der

graphentheoretischen Isomorphie.
Satz 67 (Satz von Vizing und Aberth). Es gilt χ(G1□G2) = max{χ(G1), χ(G2)}.
Beweis. Nach Konstruktion sind G1 und G2 Teilgraphen des kartesischen Produktes
und deshalb gilt

max{χ(G1), χ(G2)} ≤ χ(G1□G2) .

Um die umgekehrte Abschätzung zu beweisen, wählen wir zwei Färbungen fi : Vi →
{0, 1, ..., ki − 1} mit jeweils ki := χ(Gi) Farben und färben jeden Knoten (v1, v2) aus
G1□G2 mit der Farbe

f
(
(v1, v2)

)
:= f1(v1) + f2(v2) mod k , k := max{k1, k2}

wobei n mod k der Rest von n bei Division durch k bezeichnet und ganzzahlige Werte
zwischen 0 und k− 1 annimmt. Insbesondere werden zwei Knoten (v1, v2) und (v1, ṽ2)
mit {v2, ṽ2} ∈ E2 bzw. zwei Knoten (v1, v2) und (ṽ1, v2) mit {v1, ṽ1} ∈ E1 jeweils mit
unterschiedlichen Farben gefärbt. Wir haben damit

χ(G1□G2) ≤ max{χ(G1), χ(G2)}
gezeigt und der Beweis ist beendet.

2László Lovász (geb. 1948), ungarischer Mathematiker.
3Dieser Satz wird Strong Perfect Graph Theorem genannt und wurde erst im Jahre 2006 von Maria

Chudnovsky, Neil Robertson, Paul Seymour und Robin Thomas bewiesen.

Michael Herrmann: Graphentheorie Version vom 8. Juli 2024



92 5. Färbungen

0+0
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

0+1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit> 0+0

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

0+1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

1+0
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

1+1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

1+0
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

1+1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

2+0
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

2+1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

2+0
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

2+1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

0
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit> 1

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

2
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

0
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

0
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

=<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Abbildung 5.3: Beispiel für das Kreuzprodukt zweier Graphen. Die angegebenen Knoten-
färbungen sowie die Farbnummern illustrieren den Beweis von Satz 67.
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Abbildung 5.4: Beispiel für Algorithmus 68 mit gegebener Knotennummerierung (links). In
diesem Beispiel wird eine 3-Färbung (rechts) gefunden, die auch optimal ist (der Graph ist
nicht bipartit und damit auch nicht 2-färbbar).
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Abbildung 5.5: Weiteres Beispiel für Algorithmus 68, wobei die Knotennummerierung im
linken Bild zu einer 3-Färbung führt. Diese ist aber nicht optimal, da der Graph auch die im
rechten Bild gezeigte 2-Färbung besitzt, die der Algorithmus mit einer alternativen Knoten-
nummerierung produziert. Siehe dazu auch Lemma 71.

Obere Schranken für chromatische Zahlen können zum Beispiel dadurch etabliert
werden, dass Färbe-Algorithmen angegeben werden. Inbesondere beruht das folgende,
klassische Resultat auf einem sehr einfachen und intuitiven Algorithmus, den man
Greedy-Coloring nennt und der in den Abbildungen 5.4 und 5.5 illustriert ist.

Algorithmus 68 (Greedy Coloring4). Gegeben sei ein beliebiger Graph G = (V, E)
mit n = |G| Knoten.

4Man klassifiziert diesen Algorithmus als ‘gierig ’, weil die einem Knoten einmal zugeordnete Farbe
nicht mehr geändert wird.
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1. Initialisierung: Wähle eine beliebige Knotennummerierung v1, ..., vn.

2. Rekursion: Färbe im i-ten Schritt den Knoten vi wie folgt: Wähle aus {1, 2, 3, ...}
die kleinste zulässige Farbe, sodass vi anders gefärbt ist als seine Nachbarn unter
den Knoten {v1, ..., vi−1}.

Insbesondere benutzen wir im i-ten Schritt von Algorithmus 68 nur dann eine bisher
noch nicht verwendete Farbe, wenn diese für die Färbung von vi wirklich notwendig ist,
d.h. wenn jede der bereits benutzten Farben schon einem Nachbarn von vi zugeordnet
wurde.

Satz 69 (Satz von Welsh-Powell). Für jeden Graphen G mit |G| = n gilt

χ(G) ≤ 1 + max
i=1...n

min{di, i− 1} ,

wobei d1 ≥ d2 ≥ d3 ≥ ... ≥ dn die Gradfolge von G ist, d.h. für jedes i existiert genau
ein Knoten vji mit di = d(vji).

Beweis. Wir benutzen Algorithmus 68, wobei wir die Knoten absteigend nach ihrem
Grad ordnen, d.h. di = d(vi) für alle i = 1...n. Damit ist sichergestellt, dass jeder
Knoten vi unter den vorherigen Knoten {v1, ..., vi−1} höchstens ni = min{di, i − 1}
Nachbarn besitzt. Insbesondere gibt es mindestens eine Farbe in {1, 2, ..., ni + 1}, mit
der vi in zulässiger Weise gefärbt werden kann. Induktiv folgt nun

χ(G) ≤ max
i=1...n

(ni + 1)

und damit die Behauptung.

Die Welsh-Powell-Schranke kann wie folgt abgeschwächt werden, wobei die neue
Schranke im Allgemeinen wirklich schlechter ist. Für das Beispiel aus Abbildung 5.2
gilt zum Beispiel

d1 = d2 = d3 = 7 = ∆(G) , d4 = d5 = d6 = d7 = d8 = 5 = δ(G)

sowie

χ(G) = 6 = 1 +max
{
0, 1, 2, 3, 4, 5, 5, 5

}
< 8 = 1 + ∆(G) .

Folgerung 70. Es gilt χ(G) ≤ ∆(G) + 1, wobei ∆(G) der maximale Knotengrad von
G ist.

Beweis. Die Behauptung folgt wegen di ≤ ∆(G) unmittelbar aus Satz 69.

Die Abschätzung aus Folgerung 70 ist optimal für vollständige Graphen und für
ungerade Kreise. Der Satz von Brooks5 garantiert χ(G) ≤ ∆(G) für jeden zusammen-
hängenden Graphen, der weder ungerader Kreis noch vollständig ist.6 Das Beispiel aus
Abbildung 5.2 zeigt aber, dass auch diese Schranke im Allgemeinen nicht besser ist als
die aus Satz 69. Wir wollen schließlich erwähnen, dass die Reed-Vermutung 7

χ(G) ≤ 1
2

(
ω(G) + δ(G) + 1

)
5Rowland Leonard Brooks (1916–1993), britischer Mathematiker und Steuerinspektor.
6Ein Beweis findet sich zum Beispiel in [Wes, Seite 197f]. Der Beweis ist aber nicht konstruktiv,

d.h. er liefert keine entsprechende Färbung.
7Bruce Allen Reed (geb. 1962), kanadischer Mathematiker und Informatiker.
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postuliert, aber bisher nur für |G| ≤ 12 bzw. spezielle Graphenklassen bewiesen wurde.

Algorithmus 68 arbeitet zwar mit einer beliebigen Knotennummerierung, aber wir
hatten schon in Abbildung 5.5 sowie im Beweis von Satz 69 gesehen, dass das
Ergebnis – also insbesondere die Anzahl der benutzen Farben – von der gewählten
Knotennummerierungen abhängen kann. Das folgende Resultat garantiert, dass es
immer eine optimale Knotennummerierungen gibt. Dies ist aus theoretischer Sicht
sehr zufriedenstellend, aber leider aus praktischer Sicht ziemlich nutzlos, da das
Auffinden der optimalen Knotennummerierung genauso schwierig wie die Berechnung
der chromatischen Zahl ist.

Lemma 71 (Greedy Coloring kann chromatische Zahl berechnen). Für jeden Graphen
existiert eine Knotennummerierung, sodass Algorithmus 68 eine Färbung mit χ(G)
Farben liefert.

Beweis. Wir wählen eine Färbung mit χ(G) Farben und sortieren die Knoten
aufsteigend nach ihrem Farbindex. Es ist nun leicht zu sehen, dass Algorithmus 68
bei dieser speziellen Knotennummerierung die gegebene Färbung reproduziert.

1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

2
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

3
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

4
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

5
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

6
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

8
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

2
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

3
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

7
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

4
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

5
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

6
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

7
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

8
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Abbildung 5.6: Beispiel für einen Intervall-Graphen (links) mit entsprechender Intervall-
Darstellung (Mitte) und 3-Färbung (rechts), die mit Hilfe von Algorithmus 68 berechnet
wurde. Für Intervall-Graphen ist nach Satz 72 die chromatische Zahl gerade die maximale
Anzahl von sich paarweise überlappenden Intervallen.

Eine Intervall-Darstellung eines Graphen ist eine Menge von Intervallen mit den
folgenden Eigenschaften:

1. jeder Knoten entspricht genau einem (offenen) Intervall8, sodass

2. zwei Knoten genau dann benachbart sind, wenn die entsprechenden Intervalle
nicht disjunkt sind.

Ein Graph, für den eine solche Darstellung existiert heißt Intervall-Graph. Intervall-
Graphen sind aus theoretischer Sicht sehr interessant, da man für diese Graphenklasse
die chromatische Zahl sehr einfach berechnen kann. Solche Graphen besitzen darüber
hinaus sehr viel Anwendungen, wobei man die Intervalle oftmals als Lebensdauer
oder Ressourcenbelegung von Prozessen oder Ähnlichem interpretieren kann. Die
chromatische Zahl gibt dann an, wie viele Prozesse kollisionsfrei parallel ablaufen
können.

8Die Offenheit der Intervalle ist nicht wesentlich.
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Satz 72 (Chromatische Zahl von Intervall-Graphen). Für jeden Intervall-Graphen gilt
χ(G) = ω(G).

Beweis. Vorbemerkung : Wir benutzen wieder Algorithmus 68, wobei wir die n = |G|
Knoten des Graphen gemäß der natürlichen Ordnung der linken Intervall-Endpunkte
nummerieren wollen. Mit anderen Worten: entspricht vj dem Intervall (aj, bj), so gilt
a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an. Der Algorithmus produziert eine k-Färbung auf dem Graphen
und wir wollen nun zeigen, dass k ≤ ω(G) gilt. Die Behauptung folgt dann, weil
ω(G) ≤ χ(G) ≤ k für jeden Graphen gilt.
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aj4
<latexit sha1_base64="JEGK1WyXjFydFNvlWIbaPjxU9gI=">AAAB7nicbZC7SgNBFIbPxkti4iVqmWYwCFZhNwZMGbSxjGAukCzL7GQ2GTM7u8zMCmHJG9jYWChi6/PY+RrWFk4uhSb+MPDx/+cw5xw/5kxp2/60MhubW9vZ3E6+sLu3f1A8PGqrKJGEtkjEI9n1saKcCdrSTHPajSXFoc9pxx9fzfLOPZWKReJWT2LqhngoWMAI1sbqYC+982pTr1i2K/ZcaB2cJZQbpa/LbOHhu+kVP/qDiCQhFZpwrFTPsWPtplhqRjid5vuJojEmYzykPYMCh1S56XzcKTo1zgAFkTRPaDR3f3ekOFRqEvqmMsR6pFazmflf1kt0UHdTJuJEU0EWHwUJRzpCs93RgElKNJ8YwEQyMysiIywx0eZCeXMEZ3XldWhXK855pXrjlBt1WCgHJTiBM3DgAhpwDU1oAYExPMIzvFix9WS9Wm+L0oy17DmGP7LefwBsu5KV</latexit>

aj3
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

bj3
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

a6
<latexit sha1_base64="7PlauN1OVy1ptzSc4W5mgieYYAs=">AAAB7HicbZDPSsNAEMYn9V+NVqsevSyWgqeSVNAeC4J4rGDaQhvKZrtpl242YXcjlNBn8OJBEa99EB/Bm2/jtulBWz9Y+PF9M+zMBAlnSjvOt1XY2t7Z3Svu2weHpaPj8slpW8WpJNQjMY9lN8CKciaop5nmtJtIiqOA004wuV3knScqFYvFo54m1I/wSLCQEayN5eFBdj0blCtOzVkKbYK7gkqz9JlW7+x5a1D+6g9jkkZUaMKxUj3XSbSfYakZ4XRm91NFE0wmeER7BgWOqPKz5bAzVDXOEIWxNE9otHR/d2Q4UmoaBaYywnqs1rOF+V/WS3XY8DMmklRTQfKPwpQjHaPF5mjIJCWaTw1gIpmZFZExlphocx/bHMFdX3kT2vWae1WrP7iVZgNyFeEcLuASXLiBJtxDCzwgwOAZXuHNEtaL9W595KUFa9VzBn9kzX8AOLuRMA==</latexit>

a2
<latexit sha1_base64="s39cSw+Nu8XEbJMpcyjuXWXPV4Y=">AAAB7HicbZDLSsNAFIZPvNZoterSzWApuCpJXdhlQRCXFUxbaEOZTCft0MkkzEUooc/gxoUibvsgPoI738bpZaGtPwx8/P85zDknyjhT2vO+na3tnd29/cKBe3hUPD4pnZ61VGokoQFJeSo7EVaUM0EDzTSnnUxSnESctqPx7TxvP1GpWCoe9SSjYYKHgsWMYG2tAPfz2rRfKntVbyG0Cf4Kyo3ip6ncubNmv/TVG6TEJFRowrFSXd/LdJhjqRnhdOr2jKIZJmM8pF2LAidUhfli2CmqWGeA4lTaJzRauL87cpwoNUkiW5lgPVLr2dz8L+saHdfDnInMaCrI8qPYcKRTNN8cDZikRPOJBUwks7MiMsISE23v49oj+Osrb0KrVvWvq7UHv9yow1IFuIBLuAIfbqAB99CEAAgweIZXeHOE8+K8Ox/L0i1n1XMOf+TMfgAyp5Es</latexit>

b1
<latexit sha1_base64="SS1XevBxyWqb8qXz+6Hyas2tWSc=">AAAB7HicbZDLSsNAFIZPvNZoterSzWApuCpJXdhlQRCXFUxbaEOZTCft0MkkzEUooc/gxoUibvsgPoI738bpZaGtPwx8/P85zDknyjhT2vO+na3tnd29/cKBe3hUPD4pnZ61VGokoQFJeSo7EVaUM0EDzTSnnUxSnESctqPx7TxvP1GpWCoe9SSjYYKHgsWMYG2tIOrn/rRfKntVbyG0Cf4Kyo3ip6ncubNmv/TVG6TEJFRowrFSXd/LdJhjqRnhdOr2jKIZJmM8pF2LAidUhfli2CmqWGeA4lTaJzRauL87cpwoNUkiW5lgPVLr2dz8L+saHdfDnInMaCrI8qPYcKRTNN8cDZikRPOJBUwks7MiMsISE23v49oj+Osrb0KrVvWvq7UHv9yow1IFuIBLuAIfbqAB99CEAAgweIZXeHOE8+K8Ox/L0i1n1XMOf+TMfgAyqpEs</latexit>

b6
<latexit sha1_base64="av8miGz2qM22InsJthqT6mq6czs=">AAAB7HicbZDPSsNAEMYn9V+NVqsevSyWgqeSVNAeC4J4rGDaQhvKZrtpl242YXcjlNBn8OJBEa99EB/Bm2/jtulBWz9Y+PF9M+zMBAlnSjvOt1XY2t7Z3Svu2weHpaPj8slpW8WpJNQjMY9lN8CKciaop5nmtJtIiqOA004wuV3knScqFYvFo54m1I/wSLCQEayN5QWD7Ho2KFecmrMU2gR3BZVm6TOt3tnz1qD81R/GJI2o0IRjpXquk2g/w1IzwunM7qeKJphM8Ij2DAocUeVny2FnqGqcIQpjaZ7QaOn+7shwpNQ0CkxlhPVYrWcL87+sl+qw4WdMJKmmguQfhSlHOkaLzdGQSUo0nxrARDIzKyJjLDHR5j62OYK7vvImtOs196pWf3ArzQbkKsI5XMAluHADTbiHFnhAgMEzvMKbJawX6936yEsL1qrnDP7Imv8AOkORMQ==</latexit>

a1
<latexit sha1_base64="xZjnuZfyXnVdHf6y0VJPo5Idc4E=">AAAB7HicbZDLSsNAFIZPvNZoterSzWApuCpJXdhlQRCXFUxbaEOZTCft0MkkzEUooc/gxoUibvsgPoI738bpZaGtPwx8/P85zDknyjhT2vO+na3tnd29/cKBe3hUPD4pnZ61VGokoQFJeSo7EVaUM0EDzTSnnUxSnESctqPx7TxvP1GpWCoe9SSjYYKHgsWMYG2tAPdzf9ovlb2qtxDaBH8F5Ubx01Tu3FmzX/rqDVJiEio04Vipru9lOsyx1IxwOnV7RtEMkzEe0q5FgROqwnwx7BRVrDNAcSrtExot3N8dOU6UmiSRrUywHqn1bG7+l3WNjuthzkRmNBVk+VFsONIpmm+OBkxSovnEAiaS2VkRGWGJibb3ce0R/PWVN6FVq/rX1dqDX27UYakCXMAlXIEPN9CAe2hCAAQYPMMrvDnCeXHenY9l6Zaz6jmHP3JmPzEikSs=</latexit>

b2
<latexit sha1_base64="vEnqPLyOj6yg0wYvR/kZ+mrAQO0=">AAAB7HicbZDLSsNAFIZPvNZoterSzWApuCpJXdhlQRCXFUxbaEOZTCft0MkkzEUooc/gxoUibvsgPoI738bpZaGtPwx8/P85zDknyjhT2vO+na3tnd29/cKBe3hUPD4pnZ61VGokoQFJeSo7EVaUM0EDzTSnnUxSnESctqPx7TxvP1GpWCoe9SSjYYKHgsWMYG2tIOrntWm/VPaq3kJoE/wVlBvFT1O5c2fNfumrN0iJSajQhGOlur6X6TDHUjPC6dTtGUUzTMZ4SLsWBU6oCvPFsFNUsc4Axam0T2i0cH935DhRapJEtjLBeqTWs7n5X9Y1Oq6HOROZ0VSQ5Uex4UinaL45GjBJieYTC5hIZmdFZIQlJtrex7VH8NdX3oRWrepfV2sPfrlRh6UKcAGXcAU+3EAD7qEJARBg8Ayv8OYI58V5dz6WpVvOqucc/siZ/QA0L5Et</latexit>

b4
<latexit sha1_base64="kTyQnQmAIDVOJW1gylxpyRw0920=">AAAB7HicbZDPSsNAEMYn9V+NVqsevSyWgqeSVMEeC4J4rGDaQhvKZrtpl242YXcjlNBn8OJBEa99EB/Bm2/jtulBWz9Y+PF9M+zMBAlnSjvOt1XY2t7Z3Svu2weHpaPj8slpW8WpJNQjMY9lN8CKciaop5nmtJtIiqOA004wuV3knScqFYvFo54m1I/wSLCQEayN5QWD7Ho2KFecmrMU2gR3BZVm6TOt3tnz1qD81R/GJI2o0IRjpXquk2g/w1IzwunM7qeKJphM8Ij2DAocUeVny2FnqGqcIQpjaZ7QaOn+7shwpNQ0CkxlhPVYrWcL87+sl+qw4WdMJKmmguQfhSlHOkaLzdGQSUo0nxrARDIzKyJjLDHR5j62OYK7vvImtOs196pWf3ArzQbkKsI5XMAluHADTbiHFnhAgMEzvMKbJawX6936yEsL1qrnDP7Imv8ANzmRLw==</latexit>

a4
<latexit sha1_base64="2J0bsXn0wtkjKWuOvhMb+WCIESY=">AAAB7HicbZDPSsNAEMYn9V+NVqsevSyWgqeSVMEeC4J4rGDaQhvKZrtpl242YXcjlNBn8OJBEa99EB/Bm2/jtulBWz9Y+PF9M+zMBAlnSjvOt1XY2t7Z3Svu2weHpaPj8slpW8WpJNQjMY9lN8CKciaop5nmtJtIiqOA004wuV3knScqFYvFo54m1I/wSLCQEayN5eFBdj0blCtOzVkKbYK7gkqz9JlW7+x5a1D+6g9jkkZUaMKxUj3XSbSfYakZ4XRm91NFE0wmeER7BgWOqPKz5bAzVDXOEIWxNE9otHR/d2Q4UmoaBaYywnqs1rOF+V/WS3XY8DMmklRTQfKPwpQjHaPF5mjIJCWaTw1gIpmZFZExlphocx/bHMFdX3kT2vWae1WrP7iVZgNyFeEcLuASXLiBJtxDCzwgwOAZXuHNEtaL9W595KUFa9VzBn9kzX8ANbGRLg==</latexit>

a3
<latexit sha1_base64="5qZEQQxPHMzljL8dQtrrsx20tFg=">AAAB7HicbZDNSsNAFIVv6l+NVqMu3QyWgquStAu7LAjisoJpC20ok+mkHTqZhJmJUEKfwY0LRdz2QXwEd76N05+Fth4Y+DjnXubeG6acKe2631ZhZ3dv/6B4aB8dl05OnbPztkoySahPEp7IbogV5UxQXzPNaTeVFMchp51wcrvIO09UKpaIRz1NaRDjkWARI1gby8eDvD4bOGW36i6FtsFbQ7lZ+swqd/a8NXC++sOEZDEVmnCsVM9zUx3kWGpGOJ3Z/UzRFJMJHtGeQYFjqoJ8OewMVYwzRFEizRMaLd3fHTmOlZrGoamMsR6rzWxh/pf1Mh01gpyJNNNUkNVHUcaRTtBiczRkkhLNpwYwkczMisgYS0y0uY9tjuBtrrwN7VrVq1drD1652YCVinAJV3ANHtxAE+6hBT4QYPAMr/BmCevFerc+VqUFa91zAX9kzX8ANCyRLQ==</latexit>

b3
<latexit sha1_base64="SwJ1/OA0uLmJ4zfW5GXOgZ3X5IQ=">AAAB7HicbZDNSsNAFIVv6l+NVqMu3QyWgquStAu7LAjisoJpC20ok+mkHTqZhJmJUEKfwY0LRdz2QXwEd76N05+Fth4Y+DjnXubeG6acKe2631ZhZ3dv/6B4aB8dl05OnbPztkoySahPEp7IbogV5UxQXzPNaTeVFMchp51wcrvIO09UKpaIRz1NaRDjkWARI1gbyw8HeX02cMpu1V0KbYO3hnKz9JlV7ux5a+B89YcJyWIqNOFYqZ7npjrIsdSMcDqz+5miKSYTPKI9gwLHVAX5ctgZqhhniKJEmic0Wrq/O3IcKzWNQ1MZYz1Wm9nC/C/rZTpqBDkTaaapIKuPoowjnaDF5mjIJCWaTw1gIpmZFZExlphocx/bHMHbXHkb2rWqV6/WHrxyswErFeESruAaPLiBJtxDC3wgwOAZXuHNEtaL9W59rEoL1rrnAv7Imv8ANbSRLg==</latexit>

a5
<latexit sha1_base64="6f60udU/GrHoOn7w7pQsmfFwqiI=">AAAB7HicbZDPSsNAEMYn9V+NVqsevSyWgqeSVMQeC4J4rGDaQhvKZrtpl242YXcjlNBn8OJBEa99EB/Bm2/jtulBWz9Y+PF9M+zMBAlnSjvOt1XY2t7Z3Svu2weHpaPj8slpW8WpJNQjMY9lN8CKciaop5nmtJtIiqOA004wuV3knScqFYvFo54m1I/wSLCQEayN5eFBdj0blCtOzVkKbYK7gkqz9JlW7+x5a1D+6g9jkkZUaMKxUj3XSbSfYakZ4XRm91NFE0wmeER7BgWOqPKz5bAzVDXOEIWxNE9otHR/d2Q4UmoaBaYywnqs1rOF+V/WS3XY8DMmklRTQfKPwpQjHaPF5mjIJCWaTw1gIpmZFZExlphocx/bHMFdX3kT2vWae1WrP7iVZgNyFeEcLuASXLiBJtxDCzwgwOAZXuHNEtaL9W595KUFa9VzBn9kzX8ANzaRLw==</latexit> b5

<latexit sha1_base64="v/5TXEcWACaIHzUHzrZLaJ8+S4w=">AAAB7HicbZDPSsNAEMYn9V+NVqsevSyWgqeSVMQeC4J4rGDaQhvKZrtpl242YXcjlNBn8OJBEa99EB/Bm2/jtulBWz9Y+PF9M+zMBAlnSjvOt1XY2t7Z3Svu2weHpaPj8slpW8WpJNQjMY9lN8CKciaop5nmtJtIiqOA004wuV3knScqFYvFo54m1I/wSLCQEayN5QWD7Ho2KFecmrMU2gR3BZVm6TOt3tnz1qD81R/GJI2o0IRjpXquk2g/w1IzwunM7qeKJphM8Ij2DAocUeVny2FnqGqcIQpjaZ7QaOn+7shwpNQ0CkxlhPVYrWcL87+sl+qw4WdMJKmmguQfhSlHOkaLzdGQSUo0nxrARDIzKyJjLDHR5j62OYK7vvImtOs196pWf3ArzQbkKsI5XMAluHADTbiHFnhAgMEzvMKbJawX6936yEsL1qrnDP7Imv8AOL6RMA==</latexit>

Konstruktion einer Clique : Die Farbe k werde im Schritt jk erstmalig verwendet
und dem Knoten vjk zugeordnet. Dann besitzt dieser Knoten für jede Farbe i aus
{1, ..., k − 1} mindestens einen Nachbarn vji ∈ {v1, ..., vjk−1} der Farbe i, da andernfalls
der Algorithmus dem Knoten vjk nicht die Farbe k zugeordnet hätte. Insbesondere gilt
ajk < bji für alle i ∈ I = {1, ..., k} und damit auch(

ajk , min{bji : i ∈ I}
)
⊆
⋂
i∈I

(
aji , bji

)
,

wobei das Intervall auf der linken Seite nicht unbedingt einem Knoten entspricht. Wir
schließen aber, dass {vji : i ∈ I} eine Clique bildet, d.h. dass der von diesen Knoten
erzeugte Untergraph in der Tat vollständig ist.

Abschließend wollen wir noch ein nicht-konstruktives Resultat angeben.

Satz 73 (Satz von Szekeres9 und Wilfs10). Ist G ein k-kritischer Graph, so gilt

χ(G) = k ≤ 1 + δ(G) .

Andernfalls gilt

χ(G) ≤ 1 + max
H⊆G

δ(H) ,

wobei das Maximum über alle Teilgraphen H von G zu bilden ist.11

Beweis. Spezialfall : Sei G ein k-kritischer Graph und v ∈ G ein beliebiger Knoten aus
G. Dann ist der Graph Hv = G− v — welcher aus G entsteht, wenn wir den Knoten v
sowie alle mit ihm inzidenten Kanten entfernen — k−1-färbbar und wir schließen, dass
d(v) ≥ k−1 gelten muss, da wir andernfalls jede k−1-Färbung von Hv wie folgt zu einer
k−1-Färbung von G erweitern könnten: Da v höchstens k − 2 Nachbarn besitzt, gibt
es mindestens eine Farbe aus {1, ..., k−1} mit der wir v regelkonform färben können.
Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass jeder Knoten aus G mindestens k−1 Nachbarn
besitzen muss, d.h. dass δ(G) ≥ χ(G)− 1 gilt.

9György Szekeres (1911 –2005), ungarisch-australischer Mathematiker.
10Herbert Saul Wilf (1931–2012), US-amerikanischer Mathematiker.
11Beachte, dass H ⊂ G und δ(H) > δ(G) gelten kann.
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96 5. Färbungen

Allgemeiner Fall : Ist G ein beliebiger Graph mit χ(G) = k, so gibt es einen
k-kritischen Untergraph H∗ von G, denn andernfalls könnten wir sukzessive alle Knoten
löschen ohne die chromatische Zahl zu ändern. Für diesen Teilgraphen gilt dann

χ(G) = χ(H∗) ≤ 1 + δ(G∗)

und die Behauptung folgt unmittelbar.

5.3 k-chromatische Graphen
Wir wollen in diesem Abschnitt die Struktur k-chromatischer Graphen besser verstehen
und beginnen mit einer speziellen konstruktiven Erweiterung von Graphen: Ausgehend
von einem beliebigen Graphen G = (V, E) mit V = {v1, ..., vn} konstruieren wir durch
die Definitionen

V# = {v1, ..., vn} ∪ {u1, ..., un} ∪ {w}

und

E# = E ∪
{
{vi, uj} : j = 1...n, {vi, vj} ∈ E

}
∪
{
{ui, w} : i = 1...n

}
einen neuen Graphen G# =

(
V#, E#

)
, der die Mycielski-Erweiterung12 von G genannt

wird und G als Untergraphen enthält. Es gilt |G#| = 2 |G|+1 und ∥G#∥ = 3∥G∥+ |G|.

Abbildung 5.7: Die ersten drei Glieder der Mycielski-Folge, die aus sukzessiver Erweiterung
des G2 = K2 entsteht, wobei G3 der 5-Kreis ist. In jedem Schritt erhöht sich die chromatische
Zahl um 1, siehe Satz 74.

Satz 74 (Satz von Mycielski). Ist G ein dreiecksfreier13 Graph mit χ(G) = k, so ist
G# dreiecksfrei mit χ(G#) = k + 1.

Beweis. Nicht-Existenz von Dreiecken : Wir bemerken, dass nach Voraussetzung jedes
Dreieck in G# mindestens einen Knoten aus {u1, ..., un} ∪ {w} enthalten müsste. Die
Knoten ui sind aber paarweise nicht-benachbart und wir schließen, dass w kein Knoten
eines Dreiecks in G# sein. Ein Knoten ui kann aber auch nicht Knoten eines Dreiecks
sein, da dieses aus den Knoten{ui, vj1 , vj2} bestehen müsste und nach Konstruktion
{vi, vj1 , vj2} die Knotenmenge eines Dreiecks in G wäre.

Obere Schranke für k# := χ(G#) : Jede Färbung f : V → {1, ..., k} von G kann
mittels

f#(vi) := f(vi) , f#(ui) := f(vi), f#(w) := k + 1 , i = 1...n

12Jan Mycielski (geb. 1932), polnisch-US-amerikanischer Mathematiker.
13‘Dreieck‘ ist ein anderes Wort für ‘3-Kreis’.
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zu einer k+1-Färbung f# : V# → {1, ..., k+1} von G# erweitert werden. Wir haben
also k# ≤ k + 1 und damit χ(G#) ≤ χ(G) + 1 gezeigt.

Untere Schranke, Teil 1 : Wir fixieren eine beliebige k#-Färbung von G# und
können o.B.d.A.

f#(w) = k#

annehmen (andernfalls nummerieren wir alle Farben um). Dann gilt

f#(ui) ∈ {1, ..., k#−1}

für jedes i = 1...n, aber die Menge

Ṽ :=
{
v ∈ V : f#(v) = k#

}
ist im Allgemeinen nicht-leer. Wir definieren eine Abbildung f : V → {1, ..., k#−1}
durch

f(vi) := f#(vi) falls vi /∈ Ṽ , f(vi) := f#(ui) falls vi ∈ Ṽ

und zeigen abschließend, dass f eine Färbung des Graphen G ist, denn dies impliziert
χ(G) ≤ k# − 1 und damit χ(G#) ≥ χ(G) + 1.

Untere Schranke, Teil 2 : Sei {vi, vj} ∈ E eine beliebig fixierte Kante in G. Da diese
Kante auch in G# existiert, müssen die zwei Knoten vi und vj unter f# unterschiedlich
gefärbt sein und können daher nicht beide in Ṽ liegen. Gehört keiner dieser zwei Knoten
zu Ṽ , so gilt f(vi) = f#(vi) ̸= f#(vj) = f(vj) nach Konstruktion. Andernfalls können
wir o.B.d.A. vi ∈ Ṽ sowie vj /∈ Ṽ annehmen und erhalten

f(vi) = f#(ui) ̸= f#(vj) = f(vj)

weil uj und vj ebenfalls in G# benachbart sind. Insgesamt haben wir gezeigt, dass die
Knoten von e durch f unterschiedlichen Farben zugeordnet werden.

Bemerkung.

1. Satz 74 vereint zwei voneinander unabhängige Implikationen.

2. Die rekursiv definierten Graphen (Gn)n≥2 mit G2 := K2 und Gn+1 := (Gn)#
heißen die Mycielski-Graphen und stellen die kleinsten dreiecksfreien Graphen
mit gegebener chromatischer Zahl dar. Dabei besitzt Gn genau 3 ·2n−1−1 Knoten
und G4 (rechter Graph in Abbildung 5.7) wird auch Grötsch-Graph14 genannt.

3. Es gilt ω(Gn) = 2 und χ(Gn) = n.

4. Nicht nur für Mycielski-Graphen gilt: Ist G ein k-kritischer Graph, so ist G# ein
k+1-kritischer Graph (Übungsaufgabe).

Wir untersuchen nun die Frage, wie viele Kanten ein k-chromatischer Graph
besitzen kann und beginnen mit der simplen Feststellung, dass jeder k-chromatische
Graph mindestens 1

2
k(k − 1) Kanten besitzt: In der Tat, für jede Wahl zweier Farben

i1, i2 aus {1, ..., k} gibt es mindestens eine Kante, die einen Knoten der Farbe i1 mit
einem Knoten der Farbe i2 verbindet, weil andernfalls jeder Knoten der Farbe i2 auch

14Camillo Herbert Grötzsch (1902- 1993), deutscher Mathematiker.
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mit der Farbe i1 gefärbt werden könnte. Man kann dieses Resultat über die minimale
Kantenzahl, siehe auch Abbildung 5.8, alternativ als

χ(G) ≤ 1
2
+
√

2∥G∥+ 1
4

formulieren.
Interessanter ist die andere extremale Frage, die nach der maximalen Kantenzahl,

wobei hier die Antwort auch von der Knotenzahl abhängt. Der Turán-Graph15 Tn,k

ist ein vollständiger k-partiter (bzw. k-färbbarer) Graph mit n Knoten, wobei jede
Partitionsionsklasse entweder ⌊n/k⌋ oder ⌈n/k⌉ Knoten besitzt. Diese Graphen sind
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt – siehe auch Abbildung 5.9 – und besitzen unter
allen k-chromatischen Graphen mit n Knoten die meisten Kanten. Die letzte Aussage
kann leicht mit einem Abzählargument hergeleitet werden bzw. aus der folgenden,
stärkeren Aussage abgeleitet werden.

Abbildung 5.8: Der vollständige Graph Kk besitzt unter allen k-chromatischen Graphen die
kleinste Kantenzahl.

Abbildung 5.9: Die ersten Turán-Graphen Tn,k mit k = 2 bzw. k = 3. Unter allen
k-chromatischen Graphen mit n Knoten besitzt Tn,k nach Theorem 75 die meisten Kanten.

Theorem 75 (Satz von Turán). Unter allen Graphen G mit |G| ≤ n und ω(G) ≤ k,
besitzt Tn,k die größte Anzahl von Kanten.

Beweis. Vorbemerkung : Unser Ziel ist es, durch Induktion über k die folgende Aussage
zu beweisen:

Für jeden Graphen G mit ω(G) ≤ k existiert ein k-partiter Graph H, der die
selbe Knotenmenge wie G besitzt, aber eine größere Anzahl von Kanten aufweist.
(Es muss nicht unbedingt jede Kante von G zu H gehören, sondern H muss nur
mindestens so viele Kanten wie G besitzen.)

Aus diesem Hilfsresultat folgt für fixiertes (n, k) die Behauptung des Theorems mit
der folgenden Argumentation:

1. Es gilt |Tn,k| = n ≤ n sowie ω(Tn,k) ≤ χ(Tn,k) = k, d.h. Tn,k ist in der Menge der
zugelassenen Graphen.

2. Für jeden anderen zulässigen Graphen G existiert nach dem Hilfsresultat ein
k-partiter Graph H mit |H| = |G| ≤ n und ∥H∥ ≥ ∥G∥.

15Pál Turán (1910–1976), ungarischer Mathematiker.
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3. Da Tn,k vollständig k-partit mit n Knoten ist, gilt ∥Tn,k∥ ≥ ∥H∥ und damit
auch |Tn,k| ≥ ∥G∥, und zwar sowohl im Fall n = |H| = |G| als auch im Fall
n > |H| = |G|.

Als Induktionsanfang bemerken wir außerdem, dass die Behauptung für k = 1 trivial
ist, da ein Graph genau dann 1-partit ist, wenn er keine Kante besitzt, und deshalb
H = G gewählt werden kann.

Induktionsschritt k → k + 1 : Sei also G ein Graph mit ω(G) ≤ k + 1. Wir wählen
einen Knoten v∗ mit m := d(v∗) = ∆(G) und bezeichnen mit V∗ die Menge aller
Nachbarknoten von v∗ in G sowie mit G∗ den von diesen m Nachbarn erzeugten
Untergraphen von G. Dann gilt ω(G∗) ≤ k, d.h. G∗ kann keine k+1-Clique enthalten,
denn andernfalls würde d(v∗) ≥ k+1 gelten und jede k+1-Clique in G∗ könnte mittels
v∗ zu einer k+2-Clique in G erweitert werden.
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Wenden wir die Induktionsvoraussetzung auf G∗ an, so erhalten wir einen k-färbbaren
Graphen H∗ auf der Knotenmenge von V∗ mit ∥H∗∥ ≥ ∥G∗∥. Wir definieren nun H
indem wir H∗ um die Knoten aus V \ V∗ erweitern und jeden der Knoten aus V \ V∗
mit jedem Knoten aus H∗ verbinden. Nach Konstruktion bzw. Wahl von m gilt dann

∥H∥ = ∥H∗∥+ (n−m)m ≥ ∥G∗∥+ (n−m)m ≥ ∥G∥ ,

d.h. H besitzt in der Tat mehr Kanten als G. Andererseits ist H auch k + 1-färbbar,
denn wir können die Knoten aus H∗ mit k-Farben färben und anschließend alle Knoten
aus V \ V∗ mit der zusätzlichen Farbe k + 1.

Für jedes feste k ≥ 2 können wir durch einfache Induktionsargumente bzgl. n die
Formel

∥Tn,k∥ =
⌊
k − 1

2 k
n2

⌋
herleiten. Inbesondere gilt ∥Tn,2∥ = ⌊n2/4⌋ sowie ∥Tn,3∥ = ⌊n2/3⌋.

Abschließend diskutieren wir eine geometrische Optimierungsaufgabe, die mit Hilfe von
Turán-Graphen gelöst werden kann. Siehe dazu auch die Erklärungen zu Abbildung
5.10.

Lemma 76 (Anwendung des Satzes von Turán). Seien n Punkte im Einheitskreis
gegeben und sei c ∈ [

√
2, 2) eine beliebige Konstante. Dann gibt es höchstens ⌊n2/3⌋

Paare von Punkten mit Abstand größer c.

Beweis. Vorüberlegung : Wir betrachten die Punkte als Knoten eines Graphen G,
wobei zwei Knoten genau dann durch eine Kante verbunden sind, wenn ihr Abstand
mindestens c beträgt. Wir wollen nun zeigen, dass G keinen K4 als Teilgraphen enthält,
denn Theorem 75 impliziert dann die Behauptung via ω(G) ≤ 3.

Widerspruchsbeweis : Der Graph G enthalte den K4 als Teilgraphen. Elementar-
geometrische Überlegungen zeigen, dass es in jeder Zeichung des K4 mindestens ein
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Abbildung 5.10: Sechs Punkte sollen in der Kreissscheibe vom Radius r so platziert
werden, dass es möglichst viele Paare ‘weit’ voneinander entfernter Punkte gibt. Bei einer
symmetrischen Platzierung auf dem Kreisrand gibt es 9 Abstände der Länge ≥

√
3 r,

wohingegen 6 Abstände den Wert r annehmen (linkes Bild). Eine Platzierung wie im rechten
Bild liefert – neben drei sehr kurze Abständen – jedoch 12 große Abstände, wobei die Punkt-
positionen so gewählt werden können, dass die Werte aller 12 großen Abstände beliebig dicht
an
√
3 r sind. Ein rigorose Aussage findet sich in Lemma 76.

nicht-spitzwinkliges Dreieck im Sinne der Schulmathematik gibt, wobei die Länge jeder
Seite in einem solchen Dreieck nach Konstruktion nicht kleiner als c sein kann.
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Der Sinussatz impliziert, dass die Länge der dem stumpfen Winkel gegenüberliegenden
Seite sogar mindestens

√
2 c2 > 2 ist, aber dies ist ein Widerspruch zur Lage der Punkte

im Einheitskreis.

5.4 Kantenfärbungen
Eine Kantenfärbung eines Graphen G = (V, E) ist eine Abbildung E → {c1, ..., ck},
sodass adjazente Kanten auf unterschiedliche Werte abgebildet werden. Insbesondere
ist jede Kantenfärbung eine Knotenfärbung des Kantengraphen – siehe Abschnitt
1.2 — und wir können alle bisher eingeführten Konzepte von Knotenfärbungen auf
Kantenfärbungen übertragen. So kann zum Beispiel Algorithmus 68 leicht an Kanten-
färbungen angepasst werden und jeder Graph besitzt die kantenchromatische Zahl
χ′(G) := χ(L(G)), wobei G genau dann k-kantenfärbbar ist, wenn χ′(G) ≤ k gilt.
Allerdings ist dies aus praktischer Sicht nicht unbedingt hilfreich, denn zum einen ist
die Berechnung der knoten-chromatischen Zahl nicht einfach und zum anderen ist nicht
jeder Graph ein Kantengraph.

Bemerkung.

1. Wir haben χ′(Nn) = 0 für den Nullgraphen Nn.

2. Für Kreise zeigt man leicht, dass χ′(C2m) = 2 bzw. χ′(C2m+1) = 3.

3. Für jeden Graphen gilt offensichtlich die untere Schranke χ′(G) ≥ ∆(G) und wir
werden mit Satz 77 gleich eine sehr gute obere Schranke etablieren.

4. Die Menge aller Kanten derselben Farbe liefern eine Paarung.
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Abbildung 5.11: Zwei Beispiel für optimale Kantenfärbungen, wobei sich die Optimalität
direkt aus dem dem maximalen Knotengrad ergibt.

Abbildung 5.12: Beispiel für optimale Kantenfärbungen vollständiger Graphen. Siehe auch
Abbildungen 5.14 und 5.15.

Abbildung 5.13: Zwei Beispiele für optimale Kantenfärbungen von Multi-Graphen mit 6
bzw. 9 Farben.

5. Die Existenz von Kantenfärbungen kann auch für Multi-Graphen untersucht
werden, wobei multiple Kanten die kantenchromatische Zahl erhöhen können.
Siehe dazu Abbildung 5.13.

Theorem 77 (Satz von Vizing16). Es gilt

∆(G) ≤ χ′(G) ≤ ∆(G) + 1

für jeden Graphen G.

Beweis. Vorbemerkung : Die untere Schranke ist trivial und wir etablieren die obere
Schranke für eine gegebene Knotenmenge durch Induktion über die Anzahl der Kanten,
wobei im Induktionsanfang ∥G∥ = 0 bzw. ∥G∥ = 1 die Behauptung mit χ′(G) = 0 bzw.
χ′ = 1 richtig ist. Für den Induktionsschritt betrachten wir einen Graphen G = (V, E)
mit mindestens zwei Kanten, wählen eine Kante e := {u, v} ∈ E sowie Kantenfärbung
für den Graphen G−e, die wegen ∆(G− e) ≤ ∆(G) nach Induktionsvoraussetzung mit
den Farben C := {1, ...,∆(G)+1} erfolgen kann. Unser Ziel ist es, aus der Färbung von
G − e eine zulässige Kantenfärbung von G zu konstruieren. Dazu bemerken wir, dass
jeder Knoten v in G − e höchstens ∆(G) Nachbarn besitzt und es daher mindestens

16Wadym Heorhijowytsch Wising ( 1937–2017), ukrainischer Mathematiker.
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eine Fehlfarbe gibt, d.h. für jedes v ∈ V existiert eine Farbe in C, so dass keine mit v
inzidente Kante in G− e mit dieser Kante gefärbt ist.

Hilfsaussage : Wir beweisen rekursiv das folgende Zwischenresultat: G besitzt eine
Kantenfärbung mit ∆(G)+1 Farben (und wir sind fertig) oder es gelten zumindest die
folgenden zwei Behauptungen:

1. Es existieren l+1 paarweise verschiedene Nachbarknoten v0, ..., vl von u, ein Index
k ∈ {1, ..., l−1} sowie l + 1 paarweise verschiedene Farben c0, ..., cl.

2. Es gelten die folgenden Bedingungen:

(a) Es gilt v0 = v und c0 ist Fehlfarbe von u,

(b) Für jedes i ∈ {1, ..., l} ist ci eine Fehlfarbe von vi−1 und die Kante {u, ci}
ist in G− e mit der Farbe ci gefärbt,

(c) Die Farbe ck ist eine Fehlfarbe von vl.

Beweis der Hilfssaussage : Zur Initialisierung wählen wir eine Fehlfarbe c0 für u,
definieren v0 := v und wählen eine Fehlfarbe c1 in v0. Ist c1 auch eine Fehlfarbe von u,
so können wir e mit c1 färben und sind fertig. Für den Induktionsschritt nehmen wir an,
dass die Knoten v0, ..., vi sowie die Farben c0, ..., ci bereits gewählt wurden, und wählen
zunächst eine Fehlfarbe ci+1 von vi. Es gibt nun die drei folgenden Möglichkeiten:
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1. Ist ci+1 auch Fehlfarbe von u, so können wir den ganzen Graphen G durch eine
lokale Farbverschiebung vom Index i abwärts wie folgt umkolorieren: Wir färben
die Kante {u, vj} für jedes j = 1...i mit der Farbe cj+1 statt mit ci und weisen
anschließend der Kante {u, v0} die Farbe c1 zu. Man kann nun leicht zeigen, dass
die entstehende Kantenfärbung zulässig ist. d.h. es gilt die erste Alternative in
der Hilfsaussage und der Beweis ist beendet.

2. Ist ci+1 keine Fehlfarbe von u, so kann es passieren, dass das ci+1 bereits eine der
Farben ck ∈ {c1, ci−1} ist und in diesem Fall setzen wir l = i und brechen die
Rekursion ab. Insbesondere ist die Hilfsaussage nun bewiesen.
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3. Gilt keiner der beiden oberen Fälle, wählen wir den Knoten vi+1 als Nachbarn von
u, so dass {u, vi+1} die Farbe ci+1 trägt. Anschließend springen wir zum Anfang
der Rekursion.

Beachte, dass spätestens nach l = ∆(G) Schritten die Rekursion abbricht, da insgesamt
nur ∆(G)+ 1 Farben vorhanden sind, und dass entweder ci ̸= c0 für alle i = 1, ..., l gilt
oder wir bereits eine Färbung des ganzen Graphen durch lokale Umfärbung konstruiert
haben. Im ersten Fall können wir außerdem annehmen, dass eine mit vl inzidente Kante
der Farbe c0 existiert, da wir andernfalls durch eine lokale Farbverschiebung vom Index
l − 1 abwärts sowie Färbung der Kante {u, vl} mit c0 eine Färbung von G erreichen
könnten.

Konstruktion einer Kantenfärbung: Gilt die erste Alternative der Hilfsaussage, so
haben wir bereits eine Kantenfärbung von G konstruiert und sind fertig. Andernfalls
betrachten wir den maximalen Kantenzug P aus G − e, der in vl startet und nur die
Farben c0 und ck involviert Dieser Kantenzug ist wohldefiniert und startet in vl mit
einer Kante der Farbe c0, da ja ck eine Fehlfarbe von vl ist. Außerdem müssen die
beiden Farben c0 und ck notwendigerweise entlang des Kantenzuges alternieren, da wir
ja von einer Kantenfärbung von G− e ausgegangen sind. Die Maximalität von P stellt
dabei sicher, dass entweder c0 oder ck eine Fehlfarbe des Endknotens ist. Wir beenden
nun den Beweis durch die Diskussion der drei noch möglichen Fälle.

Fall 1: P erreicht vk und endet über die Kante {u, vk} im Punkt u.
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In diesem Fall führen wir eine lokale Farbverschiebung vom Index k− 1 abwärts durch
und alternieren die Kantenfarben entlang des zweifarbigen Weges P . Dadurch ensteht
eine zulässige Kantenfärbung von G mit ∆(G)+1 Farben.

Fall 2: P erreicht den Knoten vk−1 , wobei die letzte Kante die Farbe c0 tragen
muss, da ck Fehlfarbe von vk−1 ist.
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In diesem Fall führen wir eine lokale Farbverschiebung vom Index k−2 abwärts durch,
weisen der Kante {u, vk−1} die Farbe c0 zu und alternieren die Kantenfarben entlang
des zweifarbigen Weges P . Hierdurch entsteht wieder eine gesuchte Kantenfärbung von
G.
Michael Herrmann: Graphentheorie Version vom 8. Juli 2024
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Fall 3: P endet in einem Knoten, der nicht zu {u, vk−1, vk, vl} gehört, wobei der
Endknoten entweder einer der anderen Knoten vi oder ein bisher noch gar nicht
betrachteter Knoten sein kann.

ck+1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

vk
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

vk�1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

v0
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

v1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

c2
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

ck�1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

cl
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

ck
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

c0
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

c1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

vl
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

vl�1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

cl�1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

vk
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

vk�1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

v0
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

v1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

c2
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

c2
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

vl
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

vl�1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

c2
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

c1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

ck
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

c0
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

ck
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

ck
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

c0
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

c0
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

ck
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

cl
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

c0
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

ck
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

In diesem letzten Fall führen wir eine lokale Farbverschiebung durch, diesmal vom Index
l−1 abwärts, alternieren die Kantenfarben entlang von P , und weisen der Kante {u, vl}
die Farbe c0 zu. Beachte dabei, dass die Maximalität von P auch für die Endkante die
Zulässigkeit der Farbalternierung sicherstellt.

Bemerkung.

1. Der Beweis von Theorem 77 kann auch benutzt werden, um einen effektiven
Kantenfärbe-Algorithmus abzuleiten.

2. Nach Theorem 77 gibt es insbesondere zwei Klassen von Graphen, wobei

χ′(G) = ∆(G) bzw. χ′(G) = ∆(G) + 1

für jeden Graphen G der Klasse 1 bzw. der Klasse 2 gilt. Der Petersen-Graph
gehört zur zweiten Klasse, siehe [Wes, Seite 276].

3. Vollständige Graphen ungerader Ordnung gehören zur Klasse 2, d.h. es gilt

χ′(K2m+1) = ∆(K2m+1) + 1 = 2m+ 1 .

Der möglicher Beweis geht wie folgt: Jede verwendete Farbe kann höchstens m-mal
auftreten, da andernfalls die Kanten dieser Farbe mindestens 2m+2 verschiedene
Eckknoten besitzen würden, was aber bei insgesamt 2m+1 Knoten nicht möglich
ist. Da es andererseits insgesamt (2m+ 1)m Kanten gibt, benötigen wir also
mindestens 2m+1 Farben. Theorem 77 garantiert, dass man mit dieser Anzahl
von Farben wirklich auskommt. Alternativ können wir eine Kantenfärbung wie in
Abbildung 5.14 angeben.

4. Vollständige Graphen gerader Ordnung gehören aber zur Klasse 1, d.h. es gilt

χ′(K2m) = ∆(K2m) = 2m− 1 .

Zum Beweis geben wir eine Färbung wie in Abbildung 5.15 an.

Satz 78 (Färbungssatz von König). Für jeden bipartiten Graphen gilt χ′(G) = ∆(G).

Beweis. Nach Theorem 77 reicht es, die Existenz einer k-Kantenfärbung mit k := ∆(G)
vielen Farben zu zeigen.

Spezialfall : Wir betrachten zunächst k-reguläre bipartite Graphen. Dann existiert
nach Folgerung 36 immer eine perfekte Paarung, deren Kanten wir die Farbe k zuordnen
wollen.
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Abbildung 5.14: Zur optimalen Kantenfärbung des K7 mit sieben Farben, wobei die Knoten
nur zur besseren Darstellung auch gefärbt wurden. Die Konstruktionsidee kann auf alle
Graphen K2m+1 angewendet werden.

Abbildung 5.15: Zur optimalen Kantenfärbung des K8 mit ebenfalls sieben Farben, wobei
dieser nicht wie üblich als reguläres 8-Eck mit allen Sehnen gezeichnet wird, sondern aus einem
7-Eck mit Zentralknoten durch Hinzunahme aller Kanten erzeugt wird. Die Art der Färbung
kann leicht auf alle Graphen K2m übertragen werden.

Entfernen wir diese Kanten, so erhalten wir einen Graphen, der immer noch bipartit,
aber nun k−1-regulär ist. Wir können daher wieder eine Paarung wählen, deren Kanten
wir mit der Farbe k − 1 färben und anschließend alle aus dem Graph entfernen. Die
Behauptung ergibt sich durch Rekursion dieses Arguments nach k Schritten.

Allgemeiner Fall : Sei G =: G1 ein beliebiger bipartiter Graph mit Partitionsmengen
A1, B1 sowie ∆(G1) =: k und δ(G1) =: m1 < k. Wir erweitern G1 wie folgt zu einem
bipartiten Graphen G2 mit Partitionsmengen A2, B2:

1. A2 enthält jeden Knoten aus A1 sowie für jeden Knoten aus B1 eine Kopie. Analog
besteht B2 aus B1 und einer Kopie von A1.

2. Wir übernehmen jede Kanten zwischen A1 und B1, aber verbinden außerdem die
jeweiligen Kopien der zwei Randknoten durch eine neue Kante.

3. Wir verbinden zusätzlich jeden Knoten aus G1, der weniger als k Nachbarn in G1

besitzt, durch eine neue Kante mit seiner Kopie.
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Der neue Graph G2 ist nach Konstruktion wieder bipartit und enthält G1 als
Teilgraphen. Außerdem gilt

∆(G2) = k , m2 := δ(G2) = m1 + 1 .

Durch Wiederholung der beschriebenen Konstruktion G1 ⇝ G2 erhalten wir eine
endliche Folge von bipartiten Graphen G1 ⇝ G2 ⇝ ... ⇝ Gl, wobei Gl ein bipartiter
und k-regulärer Graph ist, der G1 als Teilgraphen enthält. Wir haben schon gezeigt,
dass die Kanten von Gl in zulässiger Weise mit k Farben koloriert werden können und
schließen, dass χ′(G1) ≤ χ′(Gl) ≤ k gilt.

Abbildung 5.16: Zwei Rot-Blau-Färbungen des zweidimensionalen Hyperwürfels mit allen
Diagonalen.

Abbildung 5.17: Eine Rot-Blau-Färbung des dreidimensionalen Hyperwürfels mit allen
Diagonalen, die die Gültigkeit der Aussage (A)3 impliziert, wobei die kolorierten Polyeder-
kanten (rot), Seitendiagonalen (blau) und Raumdiagonalen (rot) zur besseren Sichtbarkeit
separat gezeichnet sind (oben). Beachte, dass es insgesamt 12 Kopien des K4 gibt, deren
Knoten in einer euklidischen Ebene liegen und deren Zweifarbigkeit zu prüfen ist, wobei zwei
dieser Vierecke grau dargestellt sind (unten).
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Wir wollen zum Abschluss dieses Abschnitts noch kurz ein klassisches Problem
über Kantenfärbungen in Graphen besprechen: Wir betrachten die Knoten des
n-dimensionalen Hyperwürfels Qn als Punktmenge des Rn, wobei alle Knotenpaare
durch eine Kante17 verbunden sind, und studieren Kantenfärbungen dieses Graphen mit
zwei Farben. Wir fordern aber diesmal nicht, dass benachbarte Kanten unterschiedlich
gefärbt sind, sondern untersuchen, ob es für eine gegebene 2-Kantenfärbung Unter-
graphen gibt, die von vier in einer euklidischen Ebene liegenden Knoten aufgespannt
werden und deren 6 Kanten alle dieselbe Farbe tragen. Diese Untergraphen, die wir im
folgenden Vierecke nennen, müssen insbesondere isomorph zum K4 sein.

Die klassische Frage betrifft nun die Gültigkeit der Aussage

(A)n Es gibt eine Färbung, in der alle Vierecke zweifarbig sind.

bzw. die ihrer Negation

(¬A)n Für jede Färbung gibt es mindestens ein gleichfarbiges Viereck.

Man kann mit den Abbildungen 5.16 und 5.17 zeigen, dass (A)2 und (A)3 richtig sind,
und mit Hilfe des Computers wurde bisher die Gültigkeit von (A)n für n ≤ 12 verifiziert.
Es ist dabei leicht einzusehen, dass mit (A)n auch alle Aussagen (A)ñ mit ñ ≤ n richtig
sein müssen. Die Aussage (An) gilt aber nicht für alle n, denn es wurde bewiesen, dass
(¬A)n für alle n ≥ n∗ gilt, wobei die sogenannte Graham-Zahl18 n∗ so unglaublich groß
ist, dass eine spezielle Notation erfunden werden musste, um diese Zahl überhaupt
angeben zu können.19 Die Frage, bis zu welchem Wert von n die Aussage (An) richtig
ist bzw. ab welchem Wert von n sie falsch ist, konnte bisher noch nicht abschließend
geklärt werden; der Wechsel findet irgendwo zwischen 12 und n∗ statt.

17Der betrachtete Graph ist also eine konkrete Einbettung des K2n in den Rn

18Ronald Lewis Graham (geb. 1935), US-amerikanischer Mathematiker.
19Ein sehenswerte Einleitung in die Problematik geben einige Numberphile-Videos, zum Beispiel

www.youtube.com/watch?v=HX8bihEe3nA und www.youtube.com/watch?v=GuigptwlVHo, in denen
Ron Graham selbst seine Entdeckungen aus dem Jahre 1977 erklärt.
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Kapitel 6

Netzwerke

6.1 Gerichtete Graphen

Abbildung 6.1: Einfache Beispiele für einen gerichteten Graphen (links), einen gerichteten
Multigraphen (Mitte) sowie einen gerichteten Pseudographen (rechts).

Ein gerichteter Graph ist eine Menge von Knoten sowie eine Menge von Kanten,
wobei jede Kante e ein geordnetes Paar von Knoten ist. Wir schreiben daher e = (u, v)
(und nicht mehr e = {u, v} wie bei normalen, d.h. ungerichteten Graphen), wobei u
bzw. v Anfangsknoten bzw. Endknoten von e genannt werden.

Wir setzen außerdem voraus, dass zwischen zwei Knoten u und v höchstens eine
der Kanten (u, v) und (v, u) zum Graphen gehört. Damit ist sichergestellt, dass es für
jeden gerichteten Graphen genau einen zu Grunde liegenden Graphen gibt. Umgekehrt
kann man aus jedem ungerichteten Graphen durch Wahl einer Orientierung — d.h.
durch Wahl einer Richtung für jede Kante — einen gerichteten Graphen machen.1 Wir
bemerken weiterhin, dass man auch Multigraphen und Pseudographen in naheliegender
Weise orientieren kann — siehe die Abbildung 6.1 — und wir werden in diesem
Abschnitt immer gerichtete Pseudographen betrachten, d.h. es kann multiple Kanten
und/oder Schlingen geben.

Eine wichtige Klasse sind Automaten bzw. einfache Maschinen, bei denen die Knoten
interne Zustände repräsentieren und die gerichteten Kanten die möglichen Übergänge
beschreiben. Ein typisches Beispiel ist in Abbildung 6.2 dargestellt und Abbildung 6.3
beschreibt eine innermathematische Anwendung. Darüber hinaus können gerichtete
Graphen auch Kantengewichte tragen, wie zum Beispiel bei den Markov-Ketten aus
der Theorie stochastischer Prozesse, siehe Abbildung 6.4, die unzählige Anwendungen
in den Natur- und Ingenieurwissenschaften besitzen. Eine weitere Anwendung sind
Turniergraphen. Diese entstehen, wenn n Teams jeweils gegeneinander spielen und eine
gerichtete Kante vom Sieger zum Verlierer gezogen wird, siehe Abbildung 6.5.

1Es gibt 2|E| Möglichkeiten, eine Orientierung in einem gegebenen Graphen G = (V, E) zu wählen.
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Abbildung 6.2: Ein gerichteter Multigraph, der ein einfaches elektrisches System aus zwei
Schaltern und einer Lampe beschreibt. Jeder der beiden Schalter besitzt zwei Zustände (‘up’
und ‘down’) und die Lampe kann leuchten oder nicht (‘+’ bzw. ’-’).
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n 1 2 3 4 5 6 7
f(n) 2 6 4 4 7 1 5

Abbildung 6.3: Jede Funktion f , die eine endliche Menge in sich abbildet, kann in natürlicher
Weise durch einen gerichteten Funktionsgraphen beschrieben werden, wobei es in diesem
Fall für jeden Knoten nur eine ausgehende Kante geben kann. Man kann an einer solchen
graphischen Darstellung zum Beispiel sehr einfach periodische Punkte finden, d.h. Punkte die
bei fortgesetzter Anwendung von f auf sich selbst abgebildet werden. Fixpunkte sind dabei
periodische Punkte mit Primperiode 1.
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Abbildung 6.4: Eine endliche Markov-Kette kann durch einen gerichteten und gewichteten
Pseudographen beschrieben werden, wobei die Gewichte die Übergangswahrscheinlichkeiten
zwischen den Knoten beschreiben. Insbesondere sollten alle Kantengewichte positiv sein und
in jedem Knoten sich die Gewichte aller auslaufenden Kanten zu 1 summieren.

Man kann in gerichteten Graphen auf natürliche Weise von Wegen und Kreisen
sprechen, wobei dann immer stillschweigend vereinbart sei, dass diese gerichtet sind,
d.h. dass man jede Kante in der vorgegebenen Richtung durchläuft. Andernfalls spricht
man von Kreisen oder Wegen im zu Grunde liegenden (ungerichteten) Graphen.

Bei Fragen des Zusammenhangs ist es üblich, zwischen starken und schwachen
Konzepten zu unterscheiden. Insbesondere nennt man einen gerichteten Graphen
stark zusammenhängend, wenn es zu je zwei Knoten u und v einen Weg von u
nach v gibt, der die vorgeschriebenen Kantenrichtungen respektiert. Existiert ein
Michael Herrmann: Graphentheorie Version vom 8. Juli 2024



6.1. Gerichtete Graphen 111

1<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit> 2<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

3
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

4<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

5
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

1<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit> 2<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

3
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

4<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

5
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

1<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit> 2<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

3
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

4<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

5
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Abbildung 6.5: Drei verschiedene Turniergraphen mit 5 Spielern, wobei die Pfeile vom
Gewinner zum Verlierer zeigen. Links: Es gibt einen eindeutigen Turniersieger (rot). Mitte:
Es gibt zwei Könige (orange), d.h. Knoten von denen aus man jeden anderen in höchstens
zwei Schritten erreichen kann, wobei der eine König den anderen geschlagen hat. Rechts: Ein
Turnier ohne Sieger, aber mit vielen Königen.

solcher Weg nur in dem zu Grunde liegenden Graphen, so heißt der gerichtete Graph
schwach zusammenhängend .

Beim Grad eines Knotens v muss bzw. kann man in einem gerichteten Graphen
zwischen den einlaufenden und den auslaufenden Kanten unterscheiden, wobei die
entsprechenden Anzahlen mit d−(v) und d+(v) bezeichnet werden. Insbesondere kann
das Handschlag-Prinzip nun als∑

v∈V

d−(v) = |E| =
∑
v∈V

d+(v)

geschrieben werden.

Lemma 79 (vorgegebene Knotengrade). Eine gegebene Liste (d−1 , d
+
1 ), ..., (d

−
n , d

+
n ) ist

genau dann die Knotengradliste eines gerichteten Pseudographens, wenn die Formel∑n
i=1 d

+
i =

∑n
j=1 d

−
j erfüllt ist.

Beweis. Die Hinrichtung ist gerade das Handschlag-Prinzip. Für die Rückrichtung wäh-
len wir zunächst m :=

∑n
i=1 d

+
i Boxen und verteilen auf diese d+1 mal die Zahl +1, d+2

mal die Zahl +2 usw., sodass sich schließlich in jeder Box genau eine positive Zahl aus
{1, ..., n} befindet. Analog verfahren wir mit den negativen Zahlen.

(1, 4), (2, 1), (3, 1)
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Am Ende zeichnen wir für jede Box mit Hilfe der darin enthaltenen Zahlen +i und −j
eine gerichtete Kante vom Knoten i zum Knoten j.

Lemma 80 (Existenz von Kreisen). Ein gerichteter Graph bzw. Pseudograph G mit
δ−(G) ≥ 1 oder δ+(G) ≥ 1 enthält einen Kreis.

Beweis. Wir betrachten – wie im Beweis von Lemma 6 – einen Weg maximaler Länge
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und identifizieren mit seiner Hilfe leicht einen Kreis.

Theorem 81 (Existenz gerichteter Eulerzüge). Ein schwach zusammenhängender und
gerichteter Graph bzw. Pseudograph G besitzt genau dann einen gerichteten Eulerzug,
wenn d−(v) = d+(v) für alle Knoten v in G gilt.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mit der Hierholzschen Idee aus Abschnitt 2.2: Wir
konstruieren zunächst schrittweise und mit Hilfe von Lemma 80 eine kantendisjunkte
Zerlegung in gerichtete Kreise.

Anschließend verkleben wir die Einzelkreise schrittweise zu einem Eulerzug.
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Abbildung 6.6: DeBruijn-Zyklus und -Graph für n = 3. Links: Zyklische Anordnung von 8
Bits, so dass bei Rotation alle Worte der Länge 3 nacheinander im Lesegerät (grün) erscheinen.
Rechts: Der entsprechende gerichtete Graph sowie der Eulerzug (rot) mit dem der Zyklus
konstruiert wurde.

Eine prominente Anwendung von Theorem 81 kann wie folgt erklärt werden und
beruht auf der Tatsache, dass es 2n verschiedene Worte der Länge n gibt, die man
aus den Buchstaben {0, 1} bilden kann: Wir wollen die Existenz von deBruijn-Zyklen2

zeigen, d.h. wir wollen 2n Bits zyklisch so anordnen kann, dass jedes dieser 2n Worte
aus n Buchstaben genau einmal im Zyklus vorkommt. Dazu betrachten wir alle (n− 1)
stelligen Worte als Knoten in einem Graphen, wobei genau dann eine gerichtete Kante
vom Wort u zum Wort v führt, wenn die letzten (n−2) Buchstaben von u gerade die
ersten (n− 2) Buchstaben von v sind. Beachte, dass

δ−(G) = ∆−(G) = 2 = δ+(G) = ∆+(G)

2Nicolaas Govert de Bruijn (1918–2012), niederländischer Mathematiker.
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Abbildung 6.7: DeBruijn-Graph für n = 4. Jeder Eulerzug entspricht einem deBruijn-Zyklus
der Länge 24 = 16.

bei jedem deBruijn-Graphen gilt, d.h. es handelt sich immer um einen (2, 2)-regulären
gerichteten Graphen und wir können Theorem 81 anwenden. Jeder Eulerzug liefert
dann einen Zyklus mit der gewünschten Eigenschaft, siehe die Abbildungen 6.6 und
6.7.

6.2 Flüsse und Schnitte in Netzwerken
In den nächsten beiden Abschnitten wollen wir Transport- bzw. Flussprobleme in Netz-
werken optimieren. Aus graphentheoretischer Sicht besteht ein Netzwerk aus

1. einem gerichteten Graph G = (V, E),

2. den maximalen Kantenkapazitäten c : E → [0, ∞),

3. einer Quelle (bzw. ‘source’) v↑ ∈ V sowie einer Senke (bzw. ’sink ’) v↓ ∈ V .

Ein Fluss (oder ‘flow ’) in einem Netzwerk ist eine Abbildung f : E → [0, ∞), die den
folgenden Bedingungen genügt:

1. 0 ≤ f(e) ≤ c(e) für alle Kanten e,

2. die Kirchoffsche3 Knotenregel

f+(v)− f−(v) = 0 ,

gilt in jedem Knoten v ∈ V \ {v↑, v↓}.

Die linke Seite in der Kirchhoff-Regel ist der effektive Ausfluss im Knoten v und
berechnet sich aus

f+(v) :=
∑

e∈N+(v)

f(e) (Ausfluss bzw. ‘out flow ’ ) ,

f−(v) :=
∑

e∈N−(v)

f(e) (Einfluss bzw. ‘in flow ’) ,

wobei N−(v) bzw. N+(v) für jeden Knoten v die Menge der einlaufenden bzw.
auslaufenden Kanten bezeichnet. Die Größe f−(v)− f+(v), also der negative effektive
Ausfluss, wird als effektiver Einfluss bezeichnet.

3Gustav Robert Kirchhoff (1824–1887), deutscher Physiker.
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Abbildung 6.8: Die einlaufenden (lila) bzw. auslaufenden (türkis) Kanten für einen Knoten
u (links, grau) bzw. eine Knotenmenge U (rechts, grau). Beim Einzelknoten sind zusätzlich
die Knoten der Mengen N±(u) koloriert.

Der Wert des Flusses ist die Zahl

val (f) := f−(v↓)− f+(v↓) = f+(v↑)− f−(v↑) ,

wobei das zweite Gleichheitszeichen eine direkte Folgerung aus der Kirchhoffschen
Knotenregel darstellt. In der Tat, das Handschlag-Prinzip impliziert∑

e∈E

f(e) =
∑
v∈V

f+(v) =
∑
v∈V

f−(v)

und damit 0 =
∑

v∈V
(
f+(v)− f−(v)

)
=
(
f+(v↑)− f−(v↑)

)
+
(
f+(v↓)− f−(f↓)

)
.

Insbesondere ist der Wert des Flusses gerade der effektive Einfluss in die Senke bzw.
der effektive Ausfluss aus der Quelle. Ist dieser Wert maximal unter allen Flüssen im
Netzwerk, so wird f maximaler Fluss genannt.
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<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>val = 2

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Abbildung 6.9: Zwei Flüsse (orange bzw. grün) in einem gerichteten Graphen, wobei die
Kantenkapazitäten schwarz angegeben sind. Die blauen Pfeile und Zahlen stellen Kanten und
Toleranzen entlang eines augmentierenden Weges (für den orangen Fluss) dar.

Ein f -augmentierender Weg ist ein Weg P : u0 = v↑ → ...→ uk = v↓ im zu Grunde
liegenden Graph, sodass für jede Kante e : uk−1 → uk des Weges gilt:

1. Ist e richtig orientiert, so gilt ε(e) := c(e)− f(e) > 0.

2. Ist e falsch orientiert, so gilt ε(e) := f(e) > 0.

Die Toleranz des Weges ε(P ) ist der minimale Wert der Kantentoleranzen ε(e) entlang
des Weges P .

Lemma 82 (augmentierende Wege sind nützlich). Seien f ein Fluss und P ein
f -augmentierender Weg. Wird f entlang der richtig bzw. falsch orientierten Wegkanten
um ε(P ) vergrößert bzw. verringert, so entsteht ein Fluss f̃ mit val(f̃) = val (f)+ε(P ).
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Beweis. Nach Konstruktion gilt 0 ≤ f̃(e) ≤ c(e) sowohl für jede Kante entlang des
Weges P als auch für jede andere Kante in G.

+"
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

+"
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit> +"

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

+"
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

�"
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

�"
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

�"
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

�"
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

" = "(P )
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Andererseits kann für jeden inneren Knoten des Weges durch Diskussion der vier
möglichen Fälle gezeigt werden, dass sich die Kirchhoffsche Knotenregel nicht ändert,
d.h. sie gilt bzgl. f̃ , weil sie für f gilt und weil immer mit der globalen Toleranz des
Weges, nicht der lokalen Toleranz der Kante, gearbeitet wird.

v#
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

v"
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

V"
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

V#
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

[V", V#]
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

v#
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

v"
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Abbildung 6.10: Zwei verschiedene Schnitte in einem gegebene Netzwerk. Beachte, dass die
grünen Kanten immer von einem blauen zu einem orangen Knoten (aber niemals umgekehrt)
laufen.

Ein Schnitt (bzw.‘cut ’) in einem Netzwerk besteht

1. aus einer Knotenpartition V↑, V↓ die die Quelle von der Senke trennt, d.h. es gilt

V = V↑ ∪ V↓ , V↑ ∩ V↓ = ∅ , v↑ ∈ V↑ , v↓ ∈ V↓ ,

2. der Kantenmenge

[V↑, V↓] :=
{
Menge der gerichteten Kanten von V↑ nach V↓

}
,

wobei wir in der Regel nur [V↑, V↓] schreiben. Die Kapazität eines Schnittes ist

cap
(
[V↑, V↓]

)
:=

∑
e∈[V↑,V↓]

c(e) ,

d.h. die Summe aller Kapazitäten entlang der Kanten aus [V↑, V↓].

Für die weiteren Betrachtungen ist es außerdem sinnvoll, die Größen

f−(U) := Summe von f(e) für alle in U einlaufenden Kanten ,

f+(U) := Summe von f(e) für alle von U auslaufenden Kanten

für jede Knotenmenge U ⊆ V einzuführen. Dabei wird eine gerichtete Kante auslaufend
(bzw. einlaufend) bzgl. U genannt, wenn der Anfangsknoten (bzw. der Endknoten) zu
U gehört, der Endknoten (bzw. der Anfangsknoten) aber nicht. Siehe dazu Abbildung
6.8.
Michael Herrmann: Graphentheorie Version vom 8. Juli 2024



116 6. Netzwerke

Lemma 83 (Flüsse von Knotenmengen). Es gilt

f+(U)− f−(U) =
∑
u∈U

f+(u)− f−(u)

für jede Knotenmenge U ⊆ V . Insbesondere gilt

f+(V↑)− f−(V↑) = val (f) = f−(V↓)− f+(V↓)

für jeden Schnitt [V↑, V↓].

Beweis. Teil 1 : Wir studieren für jeden Kantentypen im Graphen, welchen Beitrag f(e)
für eine Kante e dieses Typs zu den Summen auf der linken und auf der rechten Seite
in der behaupteten Formel liefert (siehe Tabelle) und finden stets Gleichheit (wobei ui

bzw. vi Knoten aus U bzw. V \ U bezeichnen).

u1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

u2
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

f+(U)� f�(U)
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

P
u2U f+(u)� f�(u)

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

v1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

u1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

v2
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

u2
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

v2
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

v1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

 f+(u1), f
�(u2)

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

 f+(u1)
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

 f�(u2)
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

 f+(U)
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

 f�(U)
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

——<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit> ——<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

——<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Teil 2 : Mit dem ersten Teil sowie der Kirchhoffschen Knotenregel schließen wir

f+(V↑)− f−(V↑) =
∑
v∈V↑

f+(u)− f−(u) = val (f) +
∑

v∈V↑\{v↑}

0

und der Beweis der zweiten Identität in der zweiten Behauptung kann analog geführt
werden.

Folgerung 84 (schwache Dualität). Es gilt

val (f) ≤ cap
(
[V↑, V↓]

)
für jeden Fluss und jeden Schnitt.

Beweis. Unsere Definitionen implizieren

val (f) ≤ f+
(
V↑
)
=

∑
e∈[V↑,V↓]

f(e) ≤
∑

e∈[V↑,V↓]

c(e) = cap
(
[V↑, V↓]

)
und damit die Behauptung.

Wir können nun die beiden folgenden, zueinander dualen Minimierungsprobleme
betrachten:

(max-flow) Suche Fluss mit maximalem Wert.
(min-cut) Suche Schnitt mit minimaler Kapazität.

Die Ungleichung in Folgerung 84 zeigt, dass der Wert eines maximalen Flusses nicht
größer als die Kapazität eines minimalen Schnittes sein kann. Außerdem können wir
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mit Lemma 83 leicht die folgende Beobachtung ableiten: Haben wir einen Fluss sowie
einen Schnitt mit

val (f) = cap
(
[V↑, V↓]

)
gefunden, so sind beide automatisch optimal (im Sinne von: der Fluss besitzt einen
maximalen Wert und der Schnitt besitzt eine minimale Kapazität). Wir werden nun
zeigen, dass es für jeden maximalen Fluss auch tatsächlich immer einen minimalen
Schnitt gibt, so dass die obige Gleicheit erfüllt ist.

6.3 FFA und Max-Flow-Min-Cut

Algorithmus 85 (Algorithmus von Ford-Fulkerson4 bzw. FFA). Bestimme für einen
gegebenen Fluss entweder einen augmentierenden Weg oder einen Schnitt mit Kapazität
val (f), indem die zwei Knotenlisten5 R und S wie folgt geführt werden:

1. Initialisierung : Setze R := {v↑}, S := ∅.

2. Rekursion, Teil 1 : Wähle einen Knoten v aus R \ S und füge diesen in die Liste
S ein. Prüfe außerdem alle in v einlaufenden und auslaufenden Kanten wie folgt:

(a) Gilt f
(
(v, w)

)
< c
(
(v, w)

)
für eine Kante von v nach w /∈ R, so füge den

Knoten w der Liste R hinzu.

(b) Gilt f
(
(w, v)

)
> 0 für eine Kante von w /∈ R nach v, so erweitere R um w.

3. Rekursion, Teil 2 : Prüfe bzw. befolge die folgenden Abbruch- und Sprungkriteri-
en:

(a) Gehört die Senke v↓ zu R, so rekonstruiere den augmentierenden Weg von v↑
nach v↓ rückwärts aus den gespeicherten Daten und stoppe den Algorithmus.

(b) Gilt R = S, so setze V↑ := S und V↓ := V \ S und stoppe ebenfalls den
Algorithmus.

(c) In allen anderen Fällen springe zurück und wiederhole die Rekursion.

Beachte, dass Algorithmus 85 in jedem Fall nach endlich vielen Schritten terminiert,
da die Liste S in jedem Schritt wächst. Die Rekonstruktion eines augmentierenden
Weges ist in Tabelle 6.1 illustriert, wobei man sich rückwärts von der Senke ausgehend
entlang der im Algorithmus als relevant erkannten Kanten bewegt.

Es liegt nun nahe, mit Hilfe von Algorithmus 85 einen gegebenen Fluss solange
durch augmentierende Wege zu verbessern, bis man einen maximalen Fluss gefunden
hat, wobei Algorithmus 85 dann gleich einen minimalen Schnitt liefert.

Theorem 86 (Satz von Ford-Fulkerson, starke Dualität). In jedem Netzwerk mit
rationalen Kantenkapazitäten gilt: Der maximale Wert eines Flusses ist die minimale
Kapazität eines Schnittes und beide können schrittweise mit Algorithmus 85 berechnet
werden.

4Lester Randolph Ford jun. (1927–2017), Delbert Ray Fulkerson (1924–1976), US-amerikanische
Mathematiker.

5R steht für ‘reached ’, S für ‘searched ’.
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Schritt aktiver Knoten = neu in S neu in R relevante Kanten
(0) v↑
(1) v↑ v1, v4 (v↑, v1), (v↑, v4)
(2) v1 v3 (v3, v1)
(3) v4
(4) v3 v↓ (v3, v↓)

STOP wegen v↓ ∈ R und mit augmentierendem Weg

v↓
←←−− v3

→←−− v1
←←−− v↑

Tabelle 6.1: Die Daten zu Algorithmus 85, sofern dieser auf das Netzwerk und den Fluss aus
dem ersten Beispiel in Abbildung 6.9 angwendet wird. Statt der kompletten Listen R und S
wird für jeden Schritt nur der jeweilige Zuwachs angegeben.

Schritt aktiver Knoten = neu in S neu in R relevante Kanten
(0) v↑
(1) v↑ v1, v4 (v↑, v1), (v↑, v4)
(2) v1
(3) v4

STOP wegen R = S und mit

V↑ = {v↑, v1, v4} , V↓ = {v2, v3, v↓} , cap
(
[V↑, V↓]

)
= 2 = val (f).

Tabelle 6.2: Ein Durchlauf von Algorithmus 85 für das zweite Beispiel aus Abbildung 6.9.

Beweis. Teil 1 : Wir beginnen im nullten Schritt mit dem trivialen Fluss f0 (d.h.
f0(e) = 0 für alle Kanten e) und benutzen Algorithmus 85, um schrittweise via
fj ⇝ fj+1 den Fluss mittels augmentierender Wege zu verbessern. Man zeigt dabei
leicht induktiv, dass val (fj+1) ≥ val (fj) + 1/n gilt, wobei n das kleinste gemeinsame
Vielfache der Nenner aller Kantengewichte ist. Insbesondere liefert Algorithmus 85 nach
endlich vielen Schritten keinen augmentierenden Weg mehr, sondern einen Schnitt. Wir
bezeichnen nun mit f den finalen Fluss und mit [V↑, V↓] den entsprechenden Schnitt.

Teil 2 : Der Algorithmus garantiert (1) dass f(e) = c(e) für jede Kante e von V↑
nach V↓, sowie (2) dass f(e) = 0 für alle Kanten e von V↓ nach V↑, denn andernfalls gäbe
es einen Knoten v in V↑ sowie einen Knoten w in V↓, so dass w bei der Untersuchung
von v der Liste R hinzugefügt worden wäre.

v"
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

v#
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

R = S = V"
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

V#
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

f(e) = c(e)
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

f(e) = 0
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Damit ergibt sich

f−(V↑) = 0 , f+(V↑) = cap
(
[V↑, V↓]

)
und val (f) = cap

(
[V↑, V↓]

)
folgt aus Lemma 83. Insbesondere haben wir — vgl. die

Diskussion nach Folgerung 84 — gezeigt, dass der Fluss bzw. der Schnitt wirklich
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maximal bzw. minimal ist

v3
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

v2<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

v1<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

v"
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

v4<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

2
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

2
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

2
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

2
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

2
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

2
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

c⇤<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

v#
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

c⇤ = (
p
5� 1)/2 ⇡ 0.62

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>
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Abbildung 6.11: Links: Ein Netzwerk mit nicht-rationalen Kapazitäten (schwarze Zahlen)
und maximalen Flusswert 5. Startet man hier das iterative Verfahren aus dem Beweis von
Theorem 86 mit dem trivialen Fluss, so entsteht eine unendliche Folge von Flüssen, deren
Werte zwar strikt monoton wachsen, aber nicht gegen 5, sondern gegen 3 + 2c∗ ≈ 3.71
konvergieren. Insbesondere wird zyklisch immer einer von drei augmentierenden Wegen
gewählt. Rechts: Maximaler Fluss (grüne Zahlen) mit Wert 5 sowie minimaler Schnitt (blaue
und orange Knoten bzw. grüne Kanten) mit Kapazität 5. Das Max-Flow-Min-Cut-Theorem
garantiert die Optimalität von beiden. Siehe auch die Bemerkungen zu Theorem 86.

Bemerkung.

1. Für nicht rationale Kapazitäten — siehe das linke Bild in Abbildung 6.11 — muss
das Schema aus dem Beweis von Theorem 86 nicht abbrechen.

2. Die Aussage ‘Wert des maximalen Flusses = Kapazität des minimalen Schnittes’
wird Max-Flow-Min-Cut-Theorem genannt und ist auch bei nicht-rationalen
Kantenkapazitäten richtig. Die folgt analog zum 2. Teil des Beweises von
Theorem 86, sofern Algorithmus 85 auf einen maximalen Fluss6 angewendet
wird, siehe das linke Bild in Abbildung 6.11. Allerdings kann bei nicht-rationalen
Kantenkapazitäten ein maximaler Fluss nicht mehr so einfach aus dem trivialen
Fluss konstruiert werden.

3. Es gibt auch andere bzw. effizientere Algorithmen, die auch bei nicht-rationalen
Kantenkapazitäten einen maximalen Fluss sowie einen entsprechenden minimalen
Fluss in konstruktiver Weise liefern.7

Theorem 86 bzw. das ’max-flow-min-cut ’-Prinzip besitzt sehr viele Anwendungen
in den Natur-, Ingenieur- und Wirtschaftswissenschaften. Darüber hinaus gibt es auch
die kombinatorischen Anwendungen innerhalb und außerhalb der Mathematik.

6.4 Satz von Menger

Wir werden nun Anwendungen des Max-Flow-Min-Cut-Theorems auf eine spezielle
Klasse von Netzwerken und Flüssen vorstellen.

6Die Existenz eines maximalen Flusses kann zum Beispiel mit abstrakten Prinzipien der Analysis
begründet werden. Dabei ist es hilfreich sich klarzumachen, dass ein Fluss in einem gegeben Netzwerk
in natürlicher Weise als Punkt in einer kompakten Teilmenge des R|E| betrachtet werden kann, und
dass das ‘Zielfunktional’ f 7→ f+(v↑)− f−(v↑) stetig auf dieser Menge ist.

7Ein Beispiel ist der Edmonds–Karp-Algorithmus, siehe die Literatur bzw. Wikepedia.
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Abbildung 6.12: Links : Ein Netzwerk mit ganzzahligen Fluss f (schwarze Zahlen) und Wert
val (f) = 3. Mitte : Der Fluss f kann als Summe von fünf Einheitsflüssen dargestellt werden,
wobei diese hier durch ihre entsprechende Wege und mit verschiedenen Farben dargestellt
sind. Beachte die Nichteindeutigkeit, d.h. neben der angegebenen gibt es weitere Zerlegungen.
Rechts : Werden alle Einheitsflüsse mit Kreiswegen eliminiert, so entsteht ein neuer Fluss f̃ mit
val(f̃) = val (f). Insbesondere kann val (f) als Anzahl von kanten-disjunkten Verbindungs-
wegen zwischen der Quelle und der Senke aufgefasst werden; siehe dazu Theorem 88.

Ein ganzzahliger Fluss nimmt nur ganzzahlige Werte entlang jeder Kante an, d.h.
es gilt f : E → {0} ∪ N. Beachte, dass jeder ganzzahlige Fluss als Summe von
Einheitsflüssen geschrieben werden kann, d.h. es gilt f = f1 + ... + fm, wobei für
jedes i ∈ {1, ...,m} entweder ein Weg P von v↑ nach v↓ oder ein geschlossener Weg P
(also ein Kreis) existiert8, so dass f(e) = 1 für alle Kanten e des Weges P und f(e) = 0
für alle anderen Kanten gilt. Dies ist in Abbildung 6.12 illustriert und kann rekursiv
mit Hilfe eines einfachen Wege-Such-Algorithmus begründet werden.

Folgerung 87 (‘integrality theorem’). In jedem Netzwerk mit ganzzahligen Kapazitäten
existiert ein maximaler und ganzzahliger Fluss.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich sofort aus dem Beweis von Theorem 86, d.h. durch
sukzessive Anwendung von Algorithmus 85 auf den trivialen Startfluss.

Theorem 88 (Satz von Menger9, ‘edge-cut ’-Version in gerichteten Graphen). Sei
G = (V, E) ein gerichteter Graph und seien v↑, v↓ zwei beliebige, aber verschiedene
Knoten in G. Dann ist die maximale Anzahl paarweise kantendisjunkter Wege von
v↑ nach v↓ gerade die minimale Mächtigkeit einer die Knoten v↑ und v↓ trennenden
Kantenmenge.10

Beweis. Teil 1 : Wir weisen jeder Kante e im gerichteten Graphen die Kapazität
c(e) = 1 zu und erhalten mit Folgerung 87 einen maximalen ganzzahligen Fluss f sowie
einen minimalen Schnitt [V↑, V↓]. Insbesondere gilt

λ′(v↑, v↓) ≥ val (f) = cap
(
[V↑, V↓]

)
≥ κ′(v↑, v↓) ,

wobei die ganz linke Seite die maximale Anzahl der paarweise disjunkten Wege
repräsentiert und die ganz rechte Seite die minimale Anzahl von Kanten liefert, die
man aus dem Graphen entfernen muss, um die Knoten zu trennen. Die Gültigkeit der
ersten Abschätzung ergibt sich dabei aus einer Zerlegung von f in Einheitsflüsse und
die zweite Abschätzung folgt unmittelbar aus der Definition eines Schnittes.

Teil 2 : Es gilt stets

λ′(v↑, v↓) ≤ κ′(v↑, v↓) ,

8Jeder dieser Kreise wird neben inneren Knoten entweder genau einen oder keinen der Knoten
{v↑, v↓} enthalten.

9Karl Menger (1902–1985), österreichischer Mathematiker.
10Eine Menge F ⊆ E trennt die beiden Knoten, wenn diese nach Entfernen der Kanten aus F —

also im Graphen G− F — nicht mehr durch einen Weg verbunden sind.
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6.4. Satz von Menger 121

denn aus jedem verbindenden Weg muss mindestens eine Kante entfernt werden, um
die Knoten zu trennen (wir betrachten paarweise disjunkte Wege).

Bemerkung. Es gibt sehr viele unterschiedliche Formulierungen und Varianten von
Mengers Theorem.

1. Theorem 88 gilt auch für gerichtete Multigraphen, denn man kann diese durch
die Hinzunahme von virtuellen Knoten zu gerichteten Graphen machen.

2. Theorem 88 gilt sinngemäß auch in ungerichteten Graphen. Die ungerichtete
Version kann dabei leicht aus der gerichteten abgeleitet werden, in dem man
jede ungerichtete Kante {v1, v2} durch die zwei gerichteten Kanten (v1, v2) und
(v2, v1) ersetzt.

3. Die ‘vertex-cut’-Version besagt für nicht-benachbarte Knoten, dass die maximale
Anzahl knoten-disjunkter Wege von v↑ nach v↓ gerade die minimale Mächtigkeit
einer die Knoten trennenden Knotenmenge ist.11 Diese Knotenversion gilt
ebenfalls sowohl in gerichteten als auch in ungerichteten Graphen und kann aus
den entsprechenden Kantenversionen abgeleitet werden. Für gerichtete Graphen
verdoppelt man zum Beispiel die Knoten indem jedes v ∈ V durch zwei Knoten
v−, v+ ersetzt wird, wobei v− die einlaufenden und v+ die auslaufenden Kanten
von v übernimmt und außerdem die Kante (v−, v+) hinzufügt wird.

4. Neben lokalen Formulierungen gibt es auch globale Varianten, bei denen keine
Knoten gewählt werden, sondern Aussagen über den k-Kantenzusammenhang
bzw. den k-Knotenzusammenhang gemacht werden.

5. Man kann den Satz von Menger auch direkt — d.h. ohne die Betrachtung von
Flüssen — beweisen, siehe zum Beispiel die Diskussion in [Die, Abschnitt 2.3].
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Abbildung 6.13: Links: Das Netzwerk für das ’baseball elimination problem’ mit m = 3 für
eine Liga mit 4 Teams.

Eine spezielle kombinatorische ‘max-flow-min-cut ’-Anwendung ist das ’baseball
elimination problem’, bei dem zu einem beliebigen Zeitpunkt der Saison entschieden
werden soll, ob ein ausgewähltes Team 0 überhaupt noch die Chance hat, die
Meisterschaft zu gewinnen. Man kodiert dieses Problem in einem Netzwerk wie in
Abbildung 6.13 dargestellt: Die Knoten bestehen aus den m anderen Teams (blau),
den m(m− 1)/2 möglichen Spielkombinationen zwischen den anderen Teams (gelb)
sowie je einem artifiziellen Knoten für die Quelle und die Senke. Von der Quelle geht

11Die Aussage wird oft in der Formel κ(v↑, v↓) = λ(v↑, v↓) kodiert.
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122 6. Netzwerke

eine Kante zu jedem Team j mit Kapazität w − wj, wobei w die Anzahl der maximal
erreichbaren Punkt des fixierten Teams 0 ist und wj die Anzahl der bereits durch
Team j gewonnenen Punkte bezeichnet. Von jeder Spielkombination geht eine Kante
zur Senke, wobei die Kapazität der Anzahl ni,j der noch auszutragenden Spiele dieser
Kombination entspricht (im einfachsten Fall entweder 0 oder 1). Darüber hinaus gibt es
Kanten zwischen den Teams und den entsprechenden Spielkombinationen, aber diesen
wird allen die Kapazität +∞ zugewiesen.

Es stellt sich nun die Frage, ob der maximale Fluss in diesem Netzwerk den Wert
n =

∑
i,j=1,...,m nij annimmt oder nicht, wobei der maximale Wert nicht größer als n sein

kann, da offensichtlich ein Schnitt mit Kapazität n existiert. Bei negativer Antwort kann
Team 0 nicht mehr gewinnen, was insbesondere dann der Fall ist, wenn

∑
j w−wj < n

gilt.
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